BOLUM 3
LAMINER SINIR TABAKANIN
DIFERANSIYEL DENKLEMLERi VE TAM COZUMLERI

- Navier Stokes denklemleri

- Navier Stokes denklemlerinin tam ¢oztumleri

- Daimi, iki-boyutlu, laminer sinir tabaka denklemleri

- Daimi, iki-boyutlu, laminer sinir tabaka icin benzerlik ¢oztimleri

- Dliz levha Uizerindeki daimi, iki-boyutlu, basing gradyantsiz,
laminer sinir tabaka icin benzerlik ¢c6zimi
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Navier-Stokes denklemleri

Sikistirilamaz, sabit viskoziteli, blinye kuvvetlerinin olmadigi akimlar igin

Sureklilik

Momentum

VvV =0

WV o v.vv :—lvp +VVV
ot p

iki-boyutlu halde bir (x,y) kartezyen koordinat sisteminde

Sureklilik

X - momentum

y - momentum

ou dv

ML

ox dy

ou du Jdu 1 dp ’u 9’u
tU—F V= V|

o6 dx dy pox ox> 9y’

ov  dv  ov 1 odp 0%y 9%
tU—F V=tV | — F—

o6f dx dy pov ox> oy’
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Navier-Stokes denklemlerinin tam ¢ozumleri

Paralel akimlar

Akimin x dogrultusunda sonsuz genis bir

u=u(y,t) —00 < X < +00 ) .
ﬂ bolgede ve paralel oldugu varsayilmaktadir.
ou Sureklilik ou ov v
g‘o denklemi g+$_0 = @_O => v=sh
Akimda gecirgen olmayan bir sinir ytizeyi varsa v, =0 —> v=0
x —momentum denklemi
aM+uau+vau——la—p+v &+& —> a_u:_laerv ou
ot ox  dy p ox ox? 9y’ ot p dx dy*
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Navier-Stokes denklemlerinin tam ¢ozumleri

Paralel levhalar arasinda daimi akim

—oo < X < oo
y=h | = 7 T T 7> Uu=U,
2
ou 1 dp d u dp/dx
—=0|=> |[u=u(y)|=> |0=——"—+V—— — x
ot pox  dy
y="h — o R R R > u=U,

Birinci hal: Alt levha duraqgan, list levha sabit, basin¢c gradyanti yok

y=h | = AL T T 7— Uu=U,
op d’u —
—=0| => =0l => |u(y)=C,y+C —, x
) dv? 1 0
.x y :_»//
y=h — T A, > u=0

Sinir kosullarindan

(y=—h, u=0) —Ch+C,=0 c U, c U,
(y:+h, u:UW) C1h+C0:UW 0_7, I_E
u(y) 1( yj Couette
=—| 1+=
U, 2 h akimi
UZB 386 Sinir Tabaka Ders 4
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Navier-Stokes denklemlerinin tam ¢ozumleri

Ikinci hal: Her iki levha duradan, sabit basinc gradyanti var

1 dp d’u d*u 1dp A
0= TV a >l wa | T =5y Oy G
Sinir kosullarindan

éhz—clh+c0=o
(y=—h. u=0) S |2 S
_ _ 0~ A ° 1=
(y=+h, u=0) §h2+C1h+CO:O 2
y=h
u(y) ___h dpf, ¥ . )
U, 2uU,dx\ h* —
L
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Navier-Stokes denklemlerinin tam ¢ozumleri

Uciincii hal: Birlesik c6ziim

d’u _ldp _ 4 Denklem lineer olup 6nceki iki u(y) :l(HXJ_ hedp (1_ Y
dy®> W dx cOzim sliperpoze edilebilir U, 20 h) 2uU,dx( &
06 | / R
—-0.75
02 — -0.5 5
y/h :;)0.25 [A:th j_p]
| — 025 u W o
-0.6 | —20.5
/ ——0.75
| | | | .U/UW. | | | |
dpldx<0| ise, u(y) hizi her yerde x yonindedir.
ise (ters basing gradyanti) akim hareketsiz olan
dpldx>0 . e e
alt duvar civarinda ters yonlidur
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Navier-Stokes denklemlerinin tam ¢ozumleri

Sonsuz genis levha lizerinde zamana bagl akim (Stokes problemi)

ou 1dp  d%u dp du  90’u
—=—— — el U E——— =
of  pox Y dy> 0x or "

Birinci Stokes problemi : Levhanin aniden sabit hizla hareket ettirilmesi hali

au_vazu t>0 U y 1.8
- 2 | B/ —= |—=erfc 6 4

Jdr oy u=U, U, («/4\/1‘)
Hizin /U, ,=001 degerine y_ "7
ZM 1.0
yaklasik y=4+/4vt noktasinda erisiimektedir. 05
Buna gore § = J4vt buyukliginde e
bir viskoz tabaka kalinhigi tanimlanabilir ]

0.0 0.2 OL/UV:JB
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Navier-Stokes denklemlerinin tam ¢oziimleri

Birinci Stokes problemi : Levhanin aniden sabit hizla hareket ettirilmesi hali

d=+/4vt

olmak
uzere

u
— =eérjc
T

w

veya

)

olmak
d| Uzere

f =erfc(n)

Goruldagu gibi boyutsuz hiz profili f zamandan bagimsiz olup sadece boyutsuz bir 1
buyukliglnin fonksiyonudur.

Buna gore her bir t aninda elde edilen hiz profilleri boyutsuzlastirildiginda diger hiz
profilleriyle cakismaktadir. Bu duruma akimlarin benzerligi denilmektedir. Bulunan
boyutsuz hiz profili de benzerlik ¢cozimu olarak adlandiriimaktadir.

u y ou d°u
f:—, n== v. e e e . o _vZr
U 3 degisken donusimleri >, 3
~ R
a_n:_ﬂ 3 a_u:_Ue nf/
\/4VZ aT] _ 1 > < a2u U ; >
oy avi v
N Y
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Denklemine uygulanirsa

f7+2nf'=0

n=0, f=1
nN—o, f=0

Benzerlik denklemi

Sinir
kosullari



Navier-Stokes denklemlerinin tam ¢ozumleri

Diiz levha lizerinde daimi akim problemi

Stokes probleminden elde edilen ¢oziimden yari sonsuz bir diiz levha lGzerindeki daimi
akim halinde ne oldugunu en azindan niteliksel olarak anlamak icin yararlanilabilir.

Bu halde levhanin olusturacagi bozuntularin akiskan icinde levhaya dik yonde, ani
harekete gecen levha halindekiyle ayni hizda yayilacagi ve ayni sirada uzaktaki akimin
U, hiziyla akim boyunca taginacagi sdylenebilir.

Bu durumdaki ¢6ziimde t blyuklGgunin yerini x/U, buyuklugi alacaktir.

. . o U
Boylece viskoz tabaka kalinligr  d=2,vx/U, = 9 Re '? Re, =—¢
X \Y
Y oA y—>o0 u=0 y—>o0 U:Ue y i |
— y=0 u=U, y=0  u=0 _)—»
Stokes problemi Diiz levha problemi
UZB 386 Sinir Tabaka Ders 9
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Navier-Stokes denklemlerinin tam ¢ozumleri

Ikinci Stokes problemi : Levhanin salinim yapmasi hali

P

|

ou d%u " o
o Var| T u(0.t)=U, cos(nt) = | =€ 'Y cos| nt —
6.0
5.0
nt
*0 /50
n T/ 2
N 3.0 L%
= 2V Y /(/\}\ 3n/2
2.0
0.0 ‘ ‘ ‘
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0
u/ Uoo
Buna gore UZB 386 Sinir Tabaka Ders

notlari - M. Adil YUkselen
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Daimi, iki-boyutlu, laminer sinir tabaka denklemleri

Navier-Stokes denklemleri

ou dv
Sureklilik —+—=0
urexiili p ay
ou  du 1 dp ’u 0’u
X - momentum Uu—+rv—=——"+V| —+—=
ox dy pox ox> 9y’
adv  ov 1 dp 0*v 9%
y - momentum Ut Ve = V| o
ox dy pov ox*> 9y’
L_t=l, \7:1, %zi, y:l, p= p Boyutsuz buyuklukleri kullanilarak
1% 1% L L pV?
du v _odu _du dp 1 (d’m o%u
—+—=0 U—+V—=——= +
ox dy ox dy ox Reldx’ 9y Ro VL
v _ov 9 1 (3% 9% v
UtV ==+ =
o dy dy Relodx® oy’
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Daimi, iki-boyutlu, laminer sinir tabaka denklemleri

Sinir tabaka yaklasimlari cercevesinde

_u A . ¢ _ Yy =  _ p
:—zl’ :—:::8, :—:::1, :—zs’ = zl
Ty v 3 i b pV?>

du _1_, o’u a(aﬁj~£(£j_l

ox I ox° odx\dx) I\I

o 1 o%ii _ 9 (o ~l[lj_i

dy 8 dy> adyldy) S\§) &

L 9%V _ a(avjzl 3 _s

ox ox® odx\dx) 1(1

a_‘lé:l v _9(av) 1(8)_1

dy o dy: odyl\ay) dld) &
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Daimi, iki-boyutlu, laminer sinir tabaka denklemleri

Navier-Stokes denklemlerinde her bir terimin blyuklik mertebesi incelenerek ve
kiicik terimler ihmal edilerek

N Sinir tabaka denklemleri

8_u+8_v_0

‘Q’Z‘ 2)2 a_ﬁ+a_‘7—o

o o dx  Jy

ﬁgﬁwgﬁ: g’f+Rl (3_Z+g_b2‘) 0w _du_ dp 1%
X 'y ox, € ox 'y — e — —

I O ox  dy aax_ Re 9y

_ov _ov dp 1 0% 9% 0=—L

U—tv—=-"t—(=+=—) dy

_0x  dy dy Re ox”  dy

UZB 386 Sinir Tabaka Ders
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Daimi, iki-boyutlu, laminer sinir tabaka denklemleri

a_u+ﬂ—0
ox dy
BoyutlLl/)blL'(iyL;k/UZer/e; | ua_u+va_u 1 Ip N 32,
Sinir tabaka denklemleri A Jy D Ox 8y2
0=-%
dy
Sinir kosullari
Yiizey lizerinde y=0, u(x,0)=0, v(x,0)=0
Sinir tabaka kenarinda |y 5o,  u(x,0)>U,(x)
oU, J°U
€ — 2e =0 :> Ue aUe :_ia_p
dy dy ox p Ox

Bernoulli denklemi

UZB 386 Sinir Tabaka Ders
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Daimi, iki-boyutlu, laminer sinir tabaka icin benzerlik ¢ozumleri

ou ﬂ 0

ox ay Laminer sinir tabaka denklemlerinin
E)u E)u _lop iy 0u non-lineer olmasi ¢6zimu zorlagtirir
ax ay pox  dy’

Ovle bir sinif problem bulmak miimkiin miidiir ki bu problemler icin kismi
diferansiyel denklemler, non-lineer olsalar bile, adi diferansiyel denklemlere
dondlistiiriilebilsinler?

B seklindeki bir degiskenlere ayirma yontemi
u(x,y)=X(x)-¥ () sinir-tabaka denklemleri icin calismaz

R Bir cozim yolu x ve y degiskenlerinin fonksiyonu
U\X,yJ)=umnwx,y olan yeni bir 1(x,y) degiskeni tanimlamaktir.

Ancak sadece denklemlerin degil, ayni zamanda sinir kosullarinin da bu tanimlama
ile uyumlu olmasi gerekir. Bu yontem sadece bir kisim akim tipinde s6z konusudur

UZB 386 Sinir Tabaka Ders 15
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Duiz levha uzerindeki daimi, iki-boyutlu, basin¢ gradyantsiz,

Laminer, sinir tabaka i¢in benzerlik ¢oziimleri

— olup sinir tabaka denklemleri o g =0

au ou 9%u
—+v =V——:-
Yo ay dy’

____________________________________________________________________________________________________________________

' A ve B sonradan bulunacak sabitler olmak tzere

. hiz profili icin 6nerilen degisken dontstumleri: U

" Akim fonksiyonu duvar ile herhangi bir akim cizgisi

arasindan gecen debi ile ilgili olup, ayrica sinir tabaka  |w=+xf(n)=CVxf(n)

. x mesafesinin karekoku ile orantili gelismektedir.

Akim fonksiyonu tanimi geregi u:a_w, V:_E)_\p

dy ox
Sinir tabaka denklemleri Akim oy 9°y _dy o'y 'y
fonksiyonu cinsinden yazilirsa dy oxdy ox 9y’ dy’

UZB 386 Sinir Tabaka Ders
notlari - M. Adil YUkselen
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Duiz levha uzerindeki daimi, iki-boyutlu, basin¢ gradyantsiz,
Laminer, sinir tabaka i¢in benzerlik ¢oziimleri

Onerilen degisken déniisiimleri akim fonksiyonu cinsinden yazilan sinir tabaka
denkleminde kullanilarak A, B ve C sabitlerinin uygun degerleri secilebilir

e I
%—f:cai[ff]:c{f%&+&if}=c{2§;+Ia—{]g—ﬂ aa‘x":cg(f—nf’)
aa—‘y"=a%[6ff]—c&§—{13—’;=cff% = aa—‘y"=BCf’
I T

UZB 386 Sinir Tabaka Ders 17
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Duz levha Gizerindeki daimi, iki-boyutlu, basing gradyantsiz,
Laminer, sinir tabaka i¢in benzerlik ¢oziimleri

Py 9 asz a[ f”)an B’Cdf” B ¥ Iz
— BC = — IV _p3nd
dy’ ayLByz on Vx )Jdy  AJx om Wx Ay’ =BC X
0’ d(d \/ d o Jx o B 0’ BC .,
Y [ "’j () =T () = Sy
dxdy dy\ ox 2x dn dy 2x dn \x oxdy 2x

oy 9’y dy 0’y _y d’y
dy oxdy ox 9y’ dy’

” m » 2 B ”
(BCf’)(—i—Cnf”j — {C§(f -nf ’)}(Bzc\/} f—} :V(B3Cf—j — —ff= 2y
X X X

x C
u=AU,f'(n) 2%
a —> AU,f'=BCf’ T—> [aUu,=BC| |22=1
u= = BCf’ C
dy

Uygun bir secim A=1, B= Ye C=,2vU,

UZB 386 Sinir Tabaka Ders 18
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Duiz levha uzerindeki daimi, iki-boyutlu, basin¢ gradyantsiz,

Laminer, sinir tabaka i¢in benzerlik ¢oziimler

Y

\2vx/U,

Boylece diiz levha lizerindeki laminer u 7'(n) _
sinir tabaka denklemleri icin degisken U,
donusimleri

y=42vU,xf(n)
Donustirilmas denklem 7+ =0

Sinir kosullari

Blasius
benzerlik
denklemi

y=0, u(x, )=v(x,0)=\|!(x,0)=0 \ n=0
y— oo, M(X,OO):Ue Y > N> o0,
x=0, y>0, u(O,y):Ue )

NOT: Sinir kosullarindan ikisi | = 0 da verilmis iken Gglincusu
Bu nedenle problem bir sinir deger problemi olup ¢6zimi anca
elde edilebilir.

UZB 386 Sinir Tabaka Ders
notlari - M. Adil YUkselen

= oo da verilmistir.
k iteratif olarak
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Blasius benzerlik denkleminin sayisal ¢6ziimii

7+ ff"=0| denklemi

£(0)=r"(0)=0{s;r
f/(e0)=1 kosullari

~N

J

f =8| degisken
f=g, | donisimi

f =g, ile

> sekline
gelir.

4 86:g1 A
81’282
g5 =—808>
g,(0)=g,(0)=0
81(“):1
\_ ),

Birinci dereceden bu 3 diferansiyel denklem es zamanli olarak ¢6zulecektir.

Ayrica sinir deger problemi olmasi nedeniyle iterasyon gerekmektedir.

80

Vektor bicimde [g() =1 g,

82

olmak Uzere

Cozlum, basit Euler yontemi ile elde edilebilir:

gm=T=

81
82
— 8082

yazilabilir

gM+An)=gM+T(M)-An

UZB 386 Sinir Tabaka Ders
notlari - M. Adil YUkselen
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Blasius benzerlik denkleminin sayisal ¢6ziimii

Daha etkin bir ¢6ziim, Runge Kutta

Gill yontemi ile elde edilebilir:

ki =hfl

k:é{kl+2[1 \/lijk +2(1+\/§jk +k}

gM+h) =g +k

iterasyon icin Shooting yontemi:

f (0)2 f (0)1 [1

"(0)=f"(0
JO)=10),+ Fleo)s — (o),

f,(°°)1]

UZB 386 Sinir Tabaka Ders
notlar -

M. Adil Yukselen
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Blasius benzerlik denkleminin sayisal ¢6ziimii

h f f’ fr
0.0000 0.0000 0.0000 0.4696
0.2000 0.0094 0.0939 0.4693
0.4000 0.0375 0.1876 0.4673
0.6000 0.0844 0.2806 0.4617
0.8000 0.1497 0.3720 0.4512
1.0000 0.2330 0.4606 0.4344
1.2000 0.3337 0.5452 0.4106
1.4000 0.4507 0.6244 0.3797
1.6000 0.5830 0.6967 0.3425
1.8000 0.7289 0.7611 0.3004
2.0000 0.8868 0.8167 0.2557
2.2000 1.0549 0.8633 0.2106
2.4000 1.2315 0.9011 0.1676
2.6000 1.4148 0.9306 0.1286
2.8000 1.6033 0.9529 0.0951
3.0000 1.7956 0.9691 0.0677
3.2000 1.9906 0.9804 0.0464
3.4000 2.1875 0.9880 0.0305
3.6000 2.3856 0.9929 0.0193
3.8000 2.5845 0.9959 0.0118
4.0000 2.7839 0.9978 0.0069
4.2000 2.9836 0.9988 0.0039
4.4000 3.1834 0.9994 0.0021

4.5

4.0

3.5 \
3.0

A

—f
E——

f”

2.0

1.5

0.0

1.0 /
0.5

0.0

0.2

0.4 0.6

0.8

1.0

UZB 386 Sinir Tabaka Ders
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Blasius benzerlik denkleminin sayisal ¢6ziimu

Sinir tabakanin siniri ulU,=0.99 = n=3.5
U U,x I S(x) /Re _20x
= € :> = ¢ = 2l 8(')C)_
n=y 2vx 3.5 =8(x) v 2x’ X 2 = Re,
Oteleme kalinhg
y u nie) \ 2vx 2vx’ n(s) J2x -
ge=[| 1= |dy= [ (= r)d|m | |= | —In-r 1 = n(®)- rn(a)}
) . ) U, U,x R AY
1.721 x
O* =
5+ = \/‘EJ {3.5-2.2863} = Re,
ex

Momentum kalinhgi:

V2 x

0=

[T+ f=0 > [ =—f"

n(9)
JR—GX{f[n(fi)]—(ff');‘“”+ j ff"dn}

UZB 386 Sinir Tabaka Ders
notlari - M. Adil YUkselen

23



Blasius benzerlik denkleminin sayisal ¢6ziimu

0.664 x

o= 22 st@)-s (@) i@} 105 0)- | s aml = P="5

6* 1721 — H =2.5919
0 0.664

Sekil parametresi H =

Yuzeyde kayma gerilmesi

ou of U |V pU’ £
= N — € — l] - —
K “(ay jy_() pv {an L , V2vx g \ 2U,x (o = \/_\/_ Re

Yuzey surtinme katsayisi

T 1 pU> ., N2f"(0) J2x0.4696 0.664
C, = 2 - 2 (0) = = |C, =
YpU?  YapU? /2, /Re Re, Re, JRe,
UZB 386 Sinir Tabaka Ders 24
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Ue

U

Basin¢ gradyanti halinde Falkner-Skan benzerlik ¢oziimleri

Koése icinde akim
m>1

Durma
noktasi
akimi

m=1
p=1

Hizlanan akim

O<m<1
O0<p<1

.. m=0
Diiz levha akimi B=0
|
|
|
|
: Yavaslayan akim ~ M<0
: p<0
|
|
|
|
I
|
|
I
' A
1 T x

UZB 386 Sinir Tabaka Ders
notlari - M. Adil YUkselen

Ue(x)zUIxm
x dU,
m=—
U, dx
_ 2m
m+ 1
25



Basin¢ gradyanti halinde Falkner-Skan benzerlik ¢oziimleri

ou

Uu—+v—=U

0x

ou dU

dy ¢ dx

— o

— 0@
— 0@
— [0
— QNI
— QDI
— UMM

UZB 386 Sinir Tabaka Ders
notlari - M. Adil YUkselen

n=y ML = Lreli- (7 =0
\_> 2 Vx

26




Basin¢ gradyanti halinde Falkner-Skan benzerlik ¢oziimleri

5 2 ¢ .

—4Re, =, |]— .f(l—f’)dn Oteleme kalinhgi

X m+1 i

0 [2 ¢

—JRe, =,]—— I(l—f’)f’dn Momentum kalinligi:
X m+1 i

O* | 2
7VRex - mf(s)

0 / 2 ”
;VRex_ mf(())

Yiizey slirtinme katsayisi C,yRe, =2 mTH f£7(0)
k

m B g Re, |C,4/Re, 67 Re g Re, H
Durma noktasi —| 1 1 2.4 2.465 0.648 0.292 2.219
1/3 1/2 34 1.515 0.985 0.429 2.296
0.111 0.20 4.2 1.025 1.320 0.548 2.409
Diiz levha —> 0 0 5.0 0.664 1.721 0.664 2.592
-0.024 -0.05 5.4 0.559 1.879 0.701 2.680
-0.065 -0.14 5.8 0.328 2.334 0.788 2.962
Ayrilma noktasi —>{ -0.0904 | -0.1988 7.1 0 3.427 0.868 3.948

UZB 386 Sinir Tabaka Ders
notlari - M. Adil YUkselen
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Basin¢ gradyanti halinde Falkner-Skan benzerlik ¢oziimleri

Durma noktasi problemi (f=m = 1)

e =

Burada

Oteleme kalinhg

Momentum kalinhgi:
Yiizey sirtinme katsayisi

Sekil parametresi

C,;Re, =

*
H=2"
0

=0.292

=1

“

2.465

I A

UZB 386 Sinir Tabaka Ders

notlari -

M. Adil Yukselen
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