5.3- Alan yontemleri

5.3.1- Sonlu fark yaklasimi

Daimi, iki-boyutlu, sikistirlamaz sinir tabaka igin stireklilik ve momentum denklemleri

a_u+a_v - 0
dox dy
ou du . dU o’u

u—+v—=U,—<+v_—
ox dy dx dy

olarak yazilabilir.

Sinir tabakanin, sekilde gosterildigi gibi x;_; ile belirtilen
herhangi bir konumunda duzenli olarak segilen y;
noktalarinda hiz bilesenleri bilindigi takdirde yukaridaki
denklemler sayisal bir sekilde integre edilerek x+Ax gibi
bir sonraki istasyonda hiz bilesenleri elde edilebilir.

Secilen noktalarin olusturdugu yapiya ag vyapisi adi
verilir. Sekildeki ag vyapisinda mavi daireler hiz
bilesenlerinin bilindigi noktalari, kirmizi daireler ise hiz
bilesenlerinin bilinmedigi, arandigi noktalari
belirtmektedir.
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i
Y1 j N
—0 I,
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Sekil — Sinir tabakada ag yapisi

Sonlu fark yaklasiminda yukaridaki denklemlerde gecen tiirevler Taylor acilimi yardimiyla
yaklasik formda ifade edilerek cebirsel denklemler haline getirilip ¢cézlilmeye calisilir. Bir
fonksiyonun herhangi bir nokta etrafinda Taylor serisine acilis tarzina bagh olmak lzere

ileri, geri veya merkezi sonlu fark kavramlari ortaya cikar.

Birinci tiirev icin formiilasyon

Bir f(x) fonksiyonunun (x+4x) ve (x-4x) noktalarindaki dederi Taylor seri acilimi ile

o (A 3f (W' 'f

A T TR N TR

(M)’ °f  (Ax)’ O°f
20 ox* 3 ox’

Flx—Av) =f<x>—<Ax)§i+
X

seklinde yazilabilir. Bu bagintilardan birinci tlrev gekilerek

a_f: fx+Ax)— f(x)
ox Ax

+ O(Ax)

3_f: f(x)—f(x—AX)+0(Ax)
ox Ax

+...

elde edilir. Bu ifadeler yukarida gosterildigi gibi bir ag sistemindeki ayrik noktalar dikkate

alinarak indissel formda
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of fo,—F

—| =214 0(4x) birinci mertebeden ileri fark formiilasyonu

ox|; Ax

d —

a—f = % +0(Ax) birinci mertebeden geri fark formiilasyonu,
X i

Seklinde yazilabilir. Ayrica ileri ve geri yoéndeki Taylor acilimlar birbirinden gikartilarak

f(x+Ax)—f(x—Ax)=2Axa—f+2(Ax) J J;+
ax 3‘ ax

benzeri islemler sonucu indissel formda

f f.,—f
I _ua —liy +0(4Ax)?|  merkezi fark formilasyonu
ox|; 24x

1

elde edilir. Ileri ve geri formilasyonlar birinci mertebeden bir hassasiyete sahipken
merkezifark formulasyonun ikinci mertebeden oldugu dikkati gekmektedir.

Birinci tUrev igin yazilan formilasyonlarda hangi ag noktalarinin kullanildidi asagidaki
sekilde gosterilmektedir.

Ay f(x ) AY Ay
— Slx+Ax) fix) flx+4x)
-Ax
T PR foeay TPV
> X > X >
X x+Ax x-Ax by x-Ax X x+Ax
a) Ileri fark b) Geri fark ¢) Merkezi fark

Ikinci tiirev icin formiilasyon

Taylor serisinin (x+24x) noktasindaki acgilimi

f(x+2Ax)=f(x)+(2Ax)g—£+(2§);) 3;; +(2§f)‘ gxf o

seklinde yazilabilir. Daha dnceki

_ F LA’ Ff (A I
f(x+A)C)—J‘()C)JF(A’C)axJr 2 a3 o

Taylor acihmi 2 ile garpilip bu denklemden cikartilirsa;

F(x+2Ax) =2 f(x+Ax) =—f(x)+ (Ax)’ ?; / +(Ax)’ ?9 fovo

2 3
X X
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Bolim 5: Sikistirllamaz, sabit 6zellikli Laminer akimlar sayisal ¢ézim teknikleri 5-2

ve buradan ikinci tirev cekilirse,

O%f  f(x+2A4x)-2f(x+ Ax)+f(x)

+O(4x
ox? (Ax )? (4x)
veya indissel formda yazilarak
2
f fioo=2f,, +f
o 2| =2 _— BT 4 0(ax) ileri fark formiilii
ox |I. (Ax)

elde edilir. Benzeri sekilde (x-24x) noktasindaki

of , (2Ax) O°f (28x)' 'f

Flx=280)= f(x)= (2002 + 02 S0 B0 O

Taylor agilimindan

o (M)’ f (Ax) o'f

f(x—Ax)zf(x)—(Ax)g+ o ETRE +...

aciliminin iki kati gikarilip buradan ikinci tirev gekilerek indissel formda

2
f f,—2f_, +f
o 2| =- = 5 =2 4+ O(4x) ikinci tirevin geri fark formuli
ox |I. (Ax)

elde edilir. Sayet

_ F (A’ Ff (A I
f(x+Ax)—J‘(JC)JF(A’C)axJr 21 ax2+ 3! 8x3+

A B a (Ax)° azf_(AX)3 ' f
Jx=An =/ ) (Ax)ax+ 21 3! ox

+...

acilimlar toplanarak buradan ikinci tirev gekilirse indissel formda diizenlenerek

of f.,—2Ff +f
2| = 1 Ly O(4x)?|  ikinci tiirevin merkezi fark formiildi
ox |I. (Ax)

elde edilir.

Sonlu fark denklemi

Bir kismi diferansiyel denklemde yer alan bitlin tirevler yukarida gosterilen yéntemlerle
ayniklastirlarak denklemin tamami ayrik formda yazilir ve sayisal ¢ézimi bu sekilde
arastirlir.

Ornek olarak bir f=f(t, x, y) bagimh degiskenine ait ﬂ—a 8_2f+8_2f
T 9 95 ot ox? oy’
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Bolim 5: Sikistirllamaz, sabit 6zellikli Laminer akimlar sayisal ¢ézim teknikleri 5-3

denklemi ele alinirsa, t aninda f fonksiyonunun batin x,y konumlarindaki dederleri
bilindigi takdirde zamana gore tlrevin ileri farkla hesaplanmasi uygun olur:

ar =11
oM W04t
ot t (4t)

Burada n Ust-indisi t anindaki bilinen dederleri, n+1 Ust-indisi t+At aninda bilinmeyen
(aranan) degerleri, i ve j alt-indisleri ise x ve y yonindeki konumlari belirtmektedir.

Konuma goére tiarevlerin t, aninda veya t,,; aninda ayriklastinimasina gore iki farkl sonlu
fark denklemi elde edilebilir. t, aninda ayriklastirilma yapilirsa

o2f - 2f7 +1f, 2
=— : 2 +0(Ax
o x% (ax)? (4x)

9°f _ fi =215+
7 Zaal (Ay,;z Ly 0o(ay)?

Bdylece 6rnek denklemin sonlu fark formilasyonu

e pn 2 f =2+ f
-ft,/ At-fz,j :a{f‘ﬁl,j (A-ft,)jz -ft—l,j +-ft,j+1 (A-ft,)jz -ft,/—l}_'_O[At’(Ax)Z ’(Ay)Z]
X y

sekline gelir. t,,; aninda ayriklastiriima yapildig taktirde ise

n+l n
fij — i —o
At

1 1 1 1 1 1
Faly =200+ SN S 2 S
(Ax)’ (Ay)

}o[m,(m)z (ayy]

elde edilir.

Bu iki formulasyon arasindaki temel farklilik elde edilen ayriklastirilmis denklemlerdeki
bilinmeyen sayisidir. Onceki denklemde bir tek bilinmeyen var iken, son denklemde 5
bilinmeyen vardir.

Onceki denklem biitiin ag noktalarinda kolaylikla hesaplanir ve bu formiilasyona "acgik
(explicit) formulasyon" adi verilir.

Buna karsilik son denklemin her bir ag noktasinda bagimsiz olarak ¢ézimi mumkin
degdildir. Buatin ag noktalarinda yazildiktan sonra elde edilen denklem sisteminin es
zamanlh olarak c¢ozilmesi gerekir. Bu nedenle bu formilasyona "kapali (explicit)
formidlasyon" adi verilir.

5.3.2- Sinir tabaka denklemlerinin ¢éziimii igin bir agcik sema

Burada ele alinan yéntemde momentum denklemi akim dogrultusunda ilerleyen bir agik
sema ile gozllerek u(x,y) hiz bileseni elde edilirken, streklilik denklemi de v(x,y) hiz
bileseninin elde edilmesinde kullanilacaktir (Wu yéntemi).

Bu amagla sinir tabaka igerisinde sekilde gosterildigi gibi bir ayriklastirma yapildigini, x;
istasyonunda hiz bilesenlerinin bilindigini ve x;.; istasyonundaki hiz bilesenlerinin
arandigini varsayalim.
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Bolim 5: Sikistirllamaz, sabit 6zellikli Laminer akimlar sayisal ¢ézim teknikleri 5-4

Wy
Sinir kosullar olarak duvar (zerinde hiz bilesenlerinin her
ikisinin de sifir oldugu, sinir tabaka disinda ise u hiz bileseninin
U. kenar hizina esit oldugu bilinmektedir.

Momentum denklemindeki tirevler Yot \{(
Yy
a_u _Min THU au, U, -U, Yis I
ox Ax dx Ax I
a_u U Uy 0’u U _2ui,j tu, {
dy 2Ay oy’ (Ay) 7 I
Yo= T
seklinde ayriklastirilabilir. Tlrevler momentum denkleminde X; Xie1 X2
kullanilarak
g Wigj— U, +v, i Wi o — U g =U, Uem _Ue,- v Wi ivi _2ui,j2+ Wi i
B Ax b 2Ay Ax (Ay)

elde edilir. Bu esitlikteki tek bilinmeyen u;,;,; olup, bu biyutklik igin

_ VAx
u;; (Ay)2

olmak lzere dlizenleme yapilarak

Q=

V. . AxU, ..,—U. . U U. -U.
= — _ _ L] 2 T ij+l ei ei+l ei
ui+1,j - Qi,j (ui,j+] +ui,j—]) [ZQ,j I} I/ti’j + -

bulunur.

Sureklilik denklemindeki tlrevlerin x; istasyonunda v hiz bilesenini verecek bicimde
ayriklagtirlmasi gerekmektedir. v hizinin  duvar (zerindeki dederi sifir olarak
bilinmektedir. Bunu izleyen bir Ust noktadaki v hizini bulabilmek igin v nin vy
dogrultusundaki tirevinin

i _ Vier,j = Vist, j1 l
dy Ay >

seklinde yazilmasi uygun olur. Bu ifadenin y; ve yi;
arasindaki orta noktada (sekilde c¢arpi isaretiyle
belirtilen nokta) vyazilmis bir merkezi fark ifadesi
oldugu varsayilabilir. Bu durumda  sureklilik
denkleminde yer alan x e gore tirevin de buna uygun
bicimde ayriklastirlmasi gerekir. Buna goére

a_u _ l Ui j — U + Ui j1 — U 4
dx 2 Ax Ax

Vi1 T

Sekil - Sireklilik denkleminin
ayriklastirilmasi

yazilarak silireklilik denklemi

il j — Vieljml + (U, —u,; + Wi jor “Ui o | 0
Ay 2 Ax Ax

1%
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Bolim 5: Sikistirllamaz, sabit 6zellikli Laminer akimlar sayisal ¢ézim teknikleri 5-5

sekline gelir. Bu ifade bilinmeyen v;; igin

- A v —u - )
Vier,j = Vie,ja 2Ax Wij TU g~ U Ui
seklinde dlizenlenebilir.
Coziimiin kararliligi , l
Jr1

Diferansiyel denklemlerin aclk sema le
¢6ziminde en dnemli konulardan birisi ¢g6zUmun
kararliigi sorunudur. Burada s6z konusu olan y — —
diferansiyel denklem non-lineer oldugundan
kararlihk analizi igin Karplus(1958) tarafindan
gelistirilen “devre analojisi” yontemi Vit
uygulanacaktir.

Xi1 X; Xir1

Bu analoji bir elektrik direng agindaki voltaj veya Sekil - Direng ag
akim siddeti dagilimini modelleyen

alo, 0 =0,,)+00,,, -0, )+clo., —0.,)+d0. ., -0.,)=0

seklindeki denkleme dayanmaktadir. Bu denklemde a pozitif bir buyldklik olup, ¢
herhangi bir bagimli degdiskendir. Sayet

(1) butln katsayilar pozitif ise veya

(2) katsayilarin bazilar negatif ve toplamlar negatif ise
sistemin kararl olacagi belirtilmektedir.

Tartisilan bitin sonlu fark yaklasimlar yukaridaki bigime sokulabilecedinden sonlu fark
formulasyonunun kararhiligini incelemek igin bu analojiden yararlanilabilir.

Simdi momentum denkleminin

y y Lisl Uei e i+l _Uei +V”i,j+1 A
T Ax T 2Ay Ax (ay)

—2u,; tu,,,

seklinde elde edilen sonlu fark acilimi

Ax Ax Ax Ax
_{ ij V—:|(ui,j+l _ui,j)+|: T ¥ :|(ui,j—l _ui,j)_ui,j (ui+1,j _ui,j)

A )
24y M (Ay) 24y M (Ay)?

=-U, (U Uei)

ei+l

veya

Ax VAx Ax VAx
; c=—u

A= i ;o b= v+ ; i
|:2Ay L] (Ay)2:| |:2Ay sJ (Ay)2:| 5J

olmak lzere

a(ui,ﬁ—l —U;; )+b(ui,j—1 —U;; )+c(ui+l,j - ui,j): U, (Uei+1 _Uei)
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Bolim 5: Sikistirllamaz, sabit 6zellikli Laminer akimlar sayisal ¢ézim teknikleri 5-6

seklinde dizenlenirse yukaridaki model denkleme benzemesi igin 6ncelikle a > 0 olmasi
gerekmektedir.

-v,;, <0 ise a>0 dir.
-v,, >0 ise a - Ax ivi ~Y 150 olmasi igin v, . <2—V olmahdir.
i Ay|2 " Ay T Ay

- Sinir tabakada ayrilma olmadigi igin U ; >0 olup, boylece c<O0 dir.

Bu durumda kararhlik icin katsayilarin toplaminin negatif olmasi gerekmektedir.

a+b+c——£v —ﬂ+£v +ﬂ -u —2£—u <0
28y (V] [2ay Ty ] )

Buradan sonug olarak kararlilik igin

U, (Ay )2
2v

Ax <

olmasi gerektigi ortaya cikar. Sinir tabakada duvar haricinde en dusik hiz duvarin
Gzerideki ilk ag noktasinda olacaktir. Bu ag noktasinin duvara uzakligi Ay olmak Uzere
yukaridaki kosul yerine getirilerek x dogrultusundaki Ax adim uzunlugu tespit edilir.

Ornek 4.1:

Kinematik viskozitesi v=2.0x10%m2/s olan bir akiskanin 10 m/s hizdaki akimi icerisinde
akima paralel bir diiz levhanin yer aldigini, levha hiicum kenarinin 1 m gerisinden itibaren
bir rampa oldugunu ve bu rampa boyunca akim hizinin U.(x) =10.5-0.5x m/s seklinde
degistigini varsayiniz (Howard akimi).

Bu levha (zerindeki sinir tabakayir x = 2.0 noktasina kadar hesaplayiniz. Sinir tabaka ters
basing gradyanti etkisiyle ayrilir mi, tespit ediniz.

Coziim:

Bu 6rnek daha dnce Thwaites-Walz yontemi kullanilarak incelenmisti. Simdi daha kuvvetli
ve hiz dagilimini ayrintili olarak verecek bir yéntemle incelenecektir.

Ancak bu incelemelerde kolaylik bakimindan denklemlerin boyutsuzlastirilmasinda yarar
vardir. Bu amagla akim buyukllUkleri serbest akim hizi U. ve kati ylizeyin karakteristik
uzunlugu L olmak Uzere

_ _ — U _ _
u:L; V:L; Ue: 4 ; x:ﬁ; y:l
U, U, U, L L
seklinde boyutsuzlastinlarak
Stireklilik denklemi L
dx dy
— - 2—
Momentum denklemi ﬁa—z+\78_ﬁzl76 du, +iaTb;
ox  dy dx Redy

M. Adil Ylkselen
ITU Ugak ve Uzay Bilimleri Fakdltesi 2007-2008 Bahar Yariyil UZB386 Sinir Tabaka Ders Notlari



Bolim 5: Sikistirllamaz, sabit 6zellikli Laminer akimlar sayisal ¢ézim teknikleri 5-7

sekline gelir. Buradaki serbest akim hizi ve karakteristik uzunluk

cinsinden

Reynolds sayisi

Re=U_L/v

seklinde tanimlanmaktadir.

Momentum denklemi daha 6nce gosterildigi bicimde ayriklastirilarak

u

u

u

— i, Wi ij+ -~ %1 :(7 Aﬁe +Ll/_li,j+l _2L7i,j +L7i,j—1
ij Ax i,j ZAy ¢ Ax Re (Ay)z
Veya yeni bir dizenleme ile
v, Ay v, Ay — AU, ;. X
:L_ J y; B:L_F;y; c=U, _e(Ay)z_ L h= Ax 5
Re 2 Re 2 AX e i, (Ay)
olmak lzere
L7i+l,j = LT[/ +hlA1/_‘i,j+1 +Bb_‘i,j—1 + CJ

seklinde dizenlenebilir. Boyutsuzlastiriimis sireklilik denklemi de daha dncekine benzer
bicimde ayriklastirilarak asagidaki sekle gelir:

Vierj

i+l,j

y _ — —
=Vt AT (ui.j Tl U ui+1~.i—1)

Bu formiller yardimiyla bir kez hiz bilesenleri elde edildikten sonra sinir tabakanin global
buylklUkleri hesaplanir.

Ornegin ylzeydeki kayma gerilmesi ylizey tzerindeki hiz u; ; = 0 olmak izere ic noktadan
bir parabol gecirilerek

Ju u

T, = H(a—yj

(4”;,2 —U;s )

o 24y

ve bodylece ylizey slrtiinme katsayisi da

T

w

u

C =
T pU?

pU Ay

(41"1',2 —U; )

1

" ReU}Ay

(4

Uir —

U3

)

seklinde hesaplanabilir.

Sinir tabaka kalinhdi her zaman oldugu gibi hizin kenar hizinin %99 una eristigi nokta
arastirilarak bulunur. Deplasman ve momentum kalinliklari ise hiz profilinin trapez kurali
kullanilarak integrasyonu yoluyla elde edilebilir.

Burada s6z konusu olan problem icin U.=10m/s olup levhanin karakteristik uzunlugu
L =1m olarak alinacaktir.

M. Adil Yikselen
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Levhanin ilk I m lik kisminda basing gradyanti olmayip bu bélgede Blasius denklemi
gecerlidir. Bu denklemin ¢6zimu yardimiyla basing gradyantinin oldugu bdélge igin x =1m
de baslangig sartlari elde edilir. Buna gére x=1m de

_U,x_ 10-1

Lokal Reynolds sayisi Re, = —=5x10*
v 2x10
Sinir tabaka kalinligi o= SO x = >.0x1 =0.0224 m
JRe, /510
Oteleme kalinlig OF = L72lx _L721xT 0.0077 m
JRe, /510
Momentum kalinhgi 0= 0.664 x = 0.664x1 =0.00297 m
JRe, /5107
%k
Sekil parametresi = 8— = M =2.5926
6 0.00297
Surtinme katsayisi C, = 0.664 _ 0.664 =0.00297

o [Re. 510

Levhanin karakteristik uzunlugu 1Im alindigindan buradaki kalinliklarin ayrica
boyutsuzlastirilmasina gerek kalmamistir.

Levhanin doéndigl x =1 noktasinda y dogrultusunda 4y =0.00112 aralikla 100 nokta
alalim. Bdylece bu noktalardan

§ 00224

Ay 0.00112

adedi sinir tabakanin iginde kalacaktir. Diger noktalar ise levha boyunca giderek sinir
tabaka kalinlasacadi igin ilave edilmistir.

Kullanilan ¢ozim yo6ntemi acik (explicit) sema oldudu icin akim dogrultusundaki 4x
adimini serbest segme olanagdi yoktur. Bunu kararlilik kriteri belirleyecektir.

X =1 noktasindan itibaren ¢6zimin baslatilabilmesi igin ayrica bu istasyondaki hiz
profiline ihtiyag vardir. Bunun icin kolaylik bakimindan 6rnegin

3, 1.5 B
=202t L=

o=

e

klbik hiz profili kullanilabilir.
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Bolim 5: Sikistirllamaz, sabit 6zellikli Laminer akimlar sayisal ¢ézim teknikleri 5-9

Tablo: Howard tipi akimda agik formtlasyonla sinir tabaka ¢6zimu sonuglari

X Ue * H Ccf
1.00000 1.00000 0.02240 0.008 0.00297  2.59200 0.00297
1 1.00188 0.99991 0.02128 0.008 0.00311 270365 0.00260
51 1.08290 0.99585 0.02240 0.009 0.00327  2.79783 0.00210
101 1.15457 099227  0.02352 0.010 0.00340  2.83169 0.00193
151 1.22068 0.98897  0.02464 0.010 0.0035 1 2.85486 0.00180
201 1.28248 0.98588 0.02576 0.010 0.00362  2.87348 0.00170
251 1.34070 0.98297  0.02688 0.011 0.00372  2.88978 0.00161
301 1.39581 0.98021 0.02800 0.011 0.00382  2.90480 0.00153
351 1.44816 0.97759 0.02912 0.011 0.0039 1 2.91909 0.00146
401 1.49801 0.97510 0.02912 0.012 0.00399  2.93299 0.00140
451 1.54558 0.97272 0.03024 0.012 0.00408  2.94667  0.00134
501 1.59105 0.97045 0.03024 0.012 0.00415  2.96026 0.00129
551 1.63457  0.96827  0.03136 0.013 0.00423  2.97384 0.00124
601 1.6 7626 0.96619 0.03136 0.013 0.00430  2.98745 0.00119
651 1.71624 0.96419 0.03248 0.013 0.00437  3.00114 0.00114
701 1.75460 0.96227  0.03248 0.013 0.00443 3.01491 0.00110
751 1.79144 0.96043 0.03360 0.014 0.00450 3.02879 0.00106
801 1.82683 0.95866 0.03360 0.014 0.00456 3.04278 0.00102
851 1.86084 0.95696 0.03472 0.014 0.0046 1 3.05690 0.00098
901 1.89354 0.95532 0.03472 0.014 0.00467  3.07115 0.00094
951 1.92499 0.95375 0.03584 0.015 0.00472 3.08553 0.00091
1001 1.95523 0.95224 0.03584 0.015 0.00478 3.10004 0.00087
1051 1.98433 0.95078 0.03584 0.015 0.00483 3.11469 0.00084
1.00 0.015
0.98 | —
0.010 ] *
0.96 ]
Ue
0.94 |
0.005
0.92 -
0.90 ‘ \ 0.000
1.0 1.2 1.4 1.6 1.8 20 1.0 1.2 1.4 X 1.6 1.8 20
0.003 3.1 "
\ 3.0 1 /
0.002 |
o \\ 2.9 1 //
H
0.001 - o ——— 2.8 —
27 /
0.000 26
1.0 1.2 1.4 1.6 1.8 2.0 10 12 14 16 18 20

Sekil: Howard tipi akimda sinir tabakanin karakteristik btyuklikleri

4.7.3- Sinir tabaka denklemlerinin ¢é6ziimii icin kapali semalar

Sinir tabaka denklemlerinin ¢6zimi{ igin dedisik kapali et Ji
formulasyonlar uygulamak midmkiandr. !
Ilk kapali semalardan birisi Parr (1963) tarafindan j :
gelistirilmistir. Parr momentum denkleminde y i
dogrultusundaki tirevleri Crank-Nicolson yontemiyle !
J-1 :
a_u _ l Uit jrr — Ui + U i —U; 4 '
dy 2 2Ay 2Ay ’ i
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Bolim 5: Sikistirllamaz, sabit 6zellikli Laminer akimlar sayisal ¢ézim teknikleri 5-10

2 _ -
O'u 1| Uy Qg ;g oy W g =20 U

v 2 (ay)’ (Ay)’
ve x dogrultusundaki tirevleri de ileri farklarla

du Uy U

o Ax

seklinde ayriklastirarak sartsiz olarak kararl bir ¢6zim ydntemini ortaya koymustur.

Daha basit bir ayriklastirma Grossman ve Schetz (1985) tarafindan gelistirilmis olup bu
yontem asadidaki 6rnekte incelenecektir.

Ornek 4.2:

Kinematik viskozitesi v=2.0x10"m2/s olan bir akiskanin 10 m/s hizdaki akimi icerisinde
akima paralel bir diiz levhanin yer aldigini, levha hiicum kenarinin 1 m gerisinden itibaren
bir rampa oldugunu ve bu rampa boyunca akim hizinin Us(x) =10.5-0.5x m/s seklinde
degistigini varsayiniz (Howard akimi). Bu hiz dagihmi bir ters basing gradyanti
yaratmaktadir.

Bu levha (zerindeki sinir tabakayir x = 2.0 noktasina kadar hesaplayiniz. Sinir tabaka ters
basing gradyanti etkisiyle ayrilir mi, tespit ediniz.

Coziim:

Bu 6rnek daha dnce Thwaites-Walz yéntemi kullanilarak ve ayrica acik formulasyonlu bir
sonlu fark yontemiyle incelenmisti. Burada kapali formilasyonlu bir sonlu fark yéntemi
uygulanacaktir. Problemin cogu girdileri aclk yontemdekiyle aynidir. Denklemler yine
boyutsuz olarak

Sureklilik denklemi a—ﬁ+a—3=0
ox dy
pa— pa— gy 2_
Momentum denklemi ﬁa—Z+va_Z =U, du, +iaTL;
ox  dy dx Redy

seklinde kullanilacaktir. Sekildeki gibi bir ag yapisinda turevler ayriklastirilarak

ou _ Wirj— U

ox AT
— j+1—l

ou Wi e T Wiy

ay 2Ay

= - _
O°U Uy oy = 2Upyy ;T Uy

ayz (Ay)z

j-1

ve momentum denkleminde yerlestirilerek

i i+1

m Wiy W Iy Wip jor = Wisy jo1 U du, " 1 ui+1,j+1_2ui+1,j+ui+1,j—]
Y Ax Y28y “dx ) Re (Ay)’
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(i+1) istasyonundaki bilinmeyenler cinsinden dlizenlenirse

Ay i+ B +Cityy 5y =D,
elde edilir. Burada
A= Sy ! . g =| M, 2

! 2A7  Re(AY) 7| AX  Re(ay) |

— —2
p, =0, e | 4 s
! dx ) Ax

Boyutsuzlastirilmis streklilik denkleminin ayriklastirilmis bicimi daha 6nce oldugu gibidir:

Ay (. _ _ _
+ AT (ui,j +ui,j—1 Ui _ui+1,j—])

Vii = Vij-1

Momentum denkleminin ¢ézimu bu defa agik formilasyon
halindeki gibi basit bir formul seklinde degildir. Denklemde
Ug bilinmeyen olup vyalniz basina ¢d6zimi mimkin
degildir.

Ancak sinir tabaka noktalarinin herbirinde (sinir noktalari
harig) bu denklemin birer kez yazilabilecegi dustinalirse
sonucgta bir lineer denklem takimi elde edilir. Nitekim
yandaki gibi bir indisleme sisteminde bu denklem takimi

Bu,,,+Cu,,,=D,

Al +Bu_,.+C.u.

j i+, j—1 Ji+l, j JiHl, j+1 :Dj’ (] 2’3”NJ_2)

Ay Mgy ng—2 By iy vy =Dy = Cyy U

"]

Yu

Yia

J

J

i —
,. 1

| T

I

|

l

Y1 q 1
yo=0—J

Xi Xiv1

seklinde dizenlenebilir. Burada ilk denklem duvara komsu noktada, son denklem ise sinir
tabakanin kenarina komsu noktada yazilmis olup, sinir sartlari geregi duvar Uzerindeki hiz
sifir iken kenar nokradaki hiz bilinen dis akim hizina esit alinmistir.

Bu denklem sistemi matris formda yazilirsa katsayilar matrisinin diyagonal ve buna
komsu elemanlari disinda bitliin elemanlarinin sifir oldugu gorilir. Bu tipteki matrislere

lic-diyagonalli matris adi verilir.

B, C, 0 0o - 0 0
A, B, C, 0 - 0 0
0 A, B, C, 0 0
0 0 0 ANJ—j‘ BNJ—3 CNJ—j‘ 0
0 0 0 0 ANJ -2 BNJ -2 CNJ -2
0 0 0 0 0 A, By,
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Bu tip denklem sistemlerinin ¢o6zimu igin tercih edilen bir ¢6zim teknigi olan Thomas

yontemine iliskin bilgiler Ek-4 te yer almaktadir.

Hiz bilesenleri elde edildikten sonra sinir tabakanin global biytklikleri daha énce acik

formtlasyonlu yéntemde oldugu gibi hesaplanir.

Kullanilan kapall sema sartsiz kararli oldugundan x dogrultusundaki adim uzunlugu
kalinligi

serbest olarak secilebilecektir. Bu bakimdan sinir tabakanin baslangigtaki
mertebesindeki bir deder yani Ax=0.025 degeri segilmistir.
Tablo: Howard tipi akimda kapah formulasyonla sinir tabaka ¢d6zimu sonuglari
n X Ue B * B H Cf
1 1.00000 1.00000 0.02240 0.008 0.00297 2.59000 0.00297
3 1.05000 0.99750 0.02128 0.009 0.00315 2.74492 0.00234
5 1.10000 0.99500 0.02240 0.009 0.00323 2.78601 0.00215
7 1.15000 0.99250 0.02352 0.009 0.00333 2.81155 0.00202
9 1.20000 0.99000 0.02464 0.010 0.00343 2.83039 0.00190
11 1.25000 0.98750 0.02576 0.010 0.00352 2.84617 0.00181
13 1.30000 0.98500 0.02576 0.010 0.00361 2.86031 0.00173
15 1.35000 0.98250 0.02688 0.011 0.00370 2.87357 0.00165
17 1.40000 0.98000 0.02800 0.011 0.00379 2.88643 0.00158
19 1.45000 0.97750 0.02800 0.011 0.00388 2.89922 0.00151
21 1.50000 0.97500 0.02912 0.012 0.00397 2.91218 0.00145
23 1.55000 0.97250 0.03024 0.012 0.00405 2.92551 0.00138
25 1.60000 0.97000 0.03024 0.012 0.00414 2.93933 0.00132
27 1.65000 0.96750 0.03136 0.012 0.00423 2.95379 0.00126
29 1.70000 0.96500 0.03248 0.013 0.00431 2.96899 0.00121
31 1.75000 0.96250 0.03248 0.013 0.00440 2.98505 0.00115
33 1.80000 0.96000 0.03360 0.013 0.00448 3.00207 0.00109
35 1.85000 0.95750 0.03472 0.014 0.00457 3.02018 0.00104
37 1.90000 0.95500 0.03472 0.014 0.00465 3.03949 0.00098
39 1.95000 0.95250 0.03584 0.014 0.00474 3.06014 0.00093
41 2.00000 0.95000 0.03696 0.015 0.00482 3.08230 0.00088
0.015
1.00 [
0.98 - \\ ]
~——— 0.010 - *
Ue 0.96 | —~—— —]
0.94 0.005 —
0.92 - —
0.90
0.000
1.0 1.2 1.4 1.6 1.8 20 10 12 14 x 16 /g 20
0.003 3.1
\ 3.0 A //
0.002 ‘\ 29 /
Cf H . /
28
0.001 —
2.7
0.000 ‘ ‘ 26
1.0 1.2 1.4 1.6 1.8 20 1.0 1.2 1.4 1.6 1.8 20

Sekil: Howard tipi akimda sinir tabakanin karakteristik btyuklikleri
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4.7.4- Sinir tabaka denklemleri igin faydali bir degisken doniisiimii

Onceki bélimlerde sinir tabaka denklemlerinin ¢ézimi icin acik ve kapal formiilasyon
kullanan sonlu fark yéntemleri Gizerinde durulmus, bazi érnek teknikler tanitilmistir. Daha
gelismis baska yontemleri, sikistirilabilir ve tirbtlansl hallerdeki uygulamalan literatliirde
bulmak mimkindur.

Orneklerde de gérildigi gibi sinir tabakanin giderek kalinlasmasi nedeniyle, hesaplar igin
olusturulan ag yapisinin sinir tabaka bdlgesini igine alacak bigimde genis tutulmasi
gerekmektedir. Bunun igin ya sinir tabaka baslangicinda duvara dik dogrultuda
gereginden gok fazla nokta alinmasi, ya da sinir tabaka kalinlastikca nokta sayisinin buna
uygun bigimde arttinlmasi gerekmektedir.

Ancak, bunlar yerine sinir tabaka kalinhdinin sabite yakin kalmasini saglayacak bir
degisken dontisiumu yapilmasi faydali olacaktir.
Sinir tabaka kalinhginin diiz levha (izerinde laminer halde x%? ile orantili olarak arttigi
bilinmektedir. Nitekim diz levha lGzerindeki ve kése etrafindaki benzer akimlar halinde
y/xY? buyukligiu ile orantih bir dedisken tanimlanarak sinir tabakanin déniisim
dizleminde ayni kalinlikta kalmasi saglanmistir.

Genel bir akim halinde siphesiz benzerlik olmasi pek beklenmez. Bu bakimdan yapilacak
dedisken doénusimu de sinir tabaka kalinhidinin déndsim duzleminde tam olarak sabit
kalmasini saglamayacaktir. Ancak en azindan sabite yakin kalmasini saglayarak ¢ozim
aginin daha uygun genislikte segilmesi anlaminda faydali olacaktir.

Sinir tabaka dtizlemi; Déndistim diizlemi

Boyle bir degisken donisimi genel olarak
_yU,

U dx'; =
'0[ ‘ " V2vs

seklinde 6nerilebilir. Bu degiskenlerle momentum denklemi,

v%_ vvai . _ﬁdUe
ds / as} B_Ue ds

S

f'"+ﬁ"+B(1—f'2)=2s[f

sekline doénusiur. Bu denklem Falkner-Skan benzerlik dénidsimind andirmakla birlikte
denklemin sag tarafi Falkner-Skan akimlarindaki gibi sifir degildir. Bu farkhlik dis akim
hizlarinin kdse etrafindaki akim hizlarindan farkli olmasindan, yani bir benzerlik ¢6zimuU
olmamasindan kaynaklanmaktadir.

Burada ayrica

fl==—:  y=+2vsf(s,m)

of _u
om U,
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on of af f
U\/_(as&r] ds ZSJ

olup sinir sartlari da
f(S,O):O; f'(S,O):O; hmn—)oof'(s’n):]

seklindedir. Kati cidar tGzerindeki sinir sarti, emme veya Ufleme halinde

f(s.0)=7, =—\/2%jvwds

seklinde degisecektir.

Onceki bélimlerde izah edilen sayisal yéntemlerde bu dénistirilmis denklemleri bir
akim fonksiyonu kullanmak yerine

F(s,n) =—
olmak lzere

F"+B(1-F*)-VF'-2sFF,=0

sekline donustlirmek daha uygun olur. Buradaki V blylUkliga doénidstlrtlmis dikey hiz
olup, dénutstiridlmus streklilik denkleminden

2sF +V'+F =0
elde edilerek

n
V=V, = [(25F,+F)dn
0

seklinde bulunur. Buradaki integral trapez kurali ile hesaplanabilir.
Dondstirdlmids momentum denkleminin  ¢6zimi icin  kapah bir formilasyon

olusturulabilir. Bu amagla akim dogrultusundaki F; tlrevi ileri farklarla, dikey dogrultudaki
F’ve F” tirevleri de 6nceki istasyonda merkezi farklarla ayriklastirilarak

AF +BF, , +CF =D,

i+1,j-1 T i+l 7 i+, j+1

seklinde bir denklem elde edilebilir. Burada

A== ]2_ oL B, = ; C=— ]2+ -
(An)” 24An (An) A (An)°  2An

2

D, =B-2s5—"L

As

dir. Bu denklem takimi Gg-diyagonalli olup, Thomas yontemiyle ¢éztlir.
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EK
Uc-diyagonalli denklem sistemlerinin ¢dziimii icin
Thomas yontemi
Hesaplamali akiskanlar dinamiginde ve Hesaplamali mihendisligin bazi problemlerinde
zaman zaman Ug-diyagonalli katsayilar matrisine sahip lineer denklem takimlariyla

karsilasihr. Ug-diyagonalli katsayilar matrisine sahip béyle bir lineer denklem takimi
matris biciminde normal olarak asagidaki gibi gosterilebilir.

ap ap 0 0 X, b,
as; A as3 0 *2 b,

0 as, ds; 0 X3 b,

0 0 0 Aii-i a; Qi1 0 X b;
|0 0 0 0 0 Ayn-; G | (*w by

Ancak katsayilar matrisinin cogu sifir olan elemanlar igin bilgisayar hafizasinda gereksiz
yer isgal etmemek ve gereksiz islemlerden kaginmak amaciyla (NxV) boyutlarinda bir
katsayilar matrisi yerine (Nx3) boyutlarinda bir katsayilar matrisi kullanacak bigcimde bir
dizenleme ve buna uygun bir ¢6zim algoritmasi kullaniimasi tercih edilir.

Cozim icin cok tercih edilen bir yontem Thomas algoritmasidir. Thomas algoritmasi
aslinda Gauss eliminasyon yoénteminin ¢ kolonlu bir dikdértgensel matris kullanilarak
yapilan 6zel bir uygulamasidir.

Yukaridaki denklem sistemi

ai_;; — a; — d;; Aijvp = U5 b, —
olmak lzere dlzenlenirse:
[ d, u, 0 . o 0 1 X, r
L dy, wu, . o e 0 X, T,
o I; d; .- . 0 0 X3 T
o o0 o0 I, d, u 0 X; r;
| 0 0 0 0 0 Iy dy | |xy Ty

Gauss eliminasyon ydnteminin esasinin diyagonal altinda kalan bitin elemanlarin sifir
olmasini sadlayacak islemler oldugu hatirlanirsa bu denklem sistemindeki ilk denklem /,
ile ve ikinci denklem de d; ile carpilip birinci denklem ikincisinden cikarildiktan sonra her
iki taraf d; ile bolinerek

Ldx; +lu;x,=1l,r, g - Lu, B rl,
d,,x, +d,d,x, +du,x, =d,r, ?
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elde edilir. Boylece ikinci denklemdeki x; bilinmeyeni yok edilmis veya diger bir deyisle
katsayilar matrisinde diyagonal elemaninin altindaki katsayi sifirlanmis olmaktadir. Bu
esitlik

dy=d,-*+ ; r,=r,-1% olmak lzere dyx, +u,x; =1,

d] U, 0 0 X r
0 dZ u, 0 -xz r2
0 I, d,; 0 X3 I3
0 0 0 I, d u O X, r,
Lo 0 0 0 0 Iy dy | [*n Ty

sekline gelir. Yukarida yapilan eliminasyon islemi denklem sistemindeki ikinci ve tglncl
denklem arasinda tekrarlanirsa, yani ikinci denklem /s ile ve Ugincli denklem de d,' ile
carpilip yine birinci denklem ikincisinden gikarilip, karsilikh d,' ile béltinerek

l.d,x, +Lu,x,=1,r, L.u l,r,
3'22 3'25 5? | - d3——3,2 x3+u3x4=r3——3,2
dyl;x, +dydx; +dyuyx, =d,ry d, d,
veya yine
. Lu . Lr . . .
d,=d,-=22%2 ; r=r —22% olmak Uzere d.x, +u.,x,=r
3 3 3 =13 3X3 TU3X, =15
d, d,

elde edilir. Bu denklemde de x, bilinmeyeninin ortadan kalktigi ve katsayilar matrisinde
Uglincl satirda diyagonal altindaki elemanin sifir yapildigi gérilmektedir.

Benzeri islemler daha sonraki denklemler icin de tekrarlanabilir. Bunun igin yukarida
cikartilan bagintilar karsilastirilarak bir genellestirme yapilirsa

Lu, : Lr,
bl bl (i=2.3,..N)
d;_, d;_

(4, u, 0 ol (x] [(n
0 dZ u, 0 -xz r2
0 0 d, 0 x5 7
o 0 0 0 d, u 0 X; I

L0 0 0 0 0 0 dy]| |xv |m
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sekline gelir. Bu denklem sisteminde en sonuncu denklemden x, bilinmeyeninin kolaylkla
cOzllebilecegi gorilmektedir:

Bulunan bu buyUklik bir tstteki denklemde kullanilarak

Fyog TUN— XN

dy._,

XN-1

bulunur. Benzeri islem herhangi bir x; bilinmeyeni igin

i Ui Xy

d.

l

X. =

1

seklinde gergeklestirilir.
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