IKI BOYUTLU SINIR TABAKALAR ICIN INTEGRAL YONTEMLERI

Kanat profili ve benzeri cisimler etrafindaki laminer sinir tabakalarin hesaplanmasinda
kullanilan sayisal tekniklerden bir grubu integral yéntemleri olarak bilinir. Bu yéntemler
genel olarak sinir tabaka denklemlerinin duvara dik dogrultuda integre edilmesiyle elde
edilen ve integral denklem adi verilen denklemlerin ¢6zimU esasina dayanmaktadir.

Burada 6nce tipik integral denklemlerin elde edilmesi gosterilecek, ardindan bazi integral
yéntemleri izah edilecektir. Ornek olarak Walz-Eppler ve Cousteix yéntemleri ele alinacak
olup bu yéntemlerde stireklilik denkleminin, momentum denkleminin integral bicimleri ve
ayrica momentum denkleminin u hiz bileseniyle carpilmasi sonucu elde edilen kinetik
enerji denkleminin integral formlari kullaniimaktadir.

Momentum denkleminin integral bicimi daha o©nce cikartildigindan Uzerinde

durulmayacak, sureklilik integral denklemi (katiim denklemi) ve kinetik enerji integral
denkleminin gikartilisina yer verilecektir.
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Integral yéntemler

SUREKLILIK INTEGRAL (KATILIM) DENKLEMI

Sureklilik denklemi (0-8) araliginda integre edilerek

5( dpu  dpv
opu L PV g
Jo[ax—i_ayjy
50
< Io ;Vd Japv =p,vs
g
\ 4
ddo v
—p,U,(5-5 U -2
&b, oo, 212
a8 _vs _
dx U, £

d
E[peUe (8_81 )]zpeUeCE
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Stkistirillamaz halde p.=Sb

!

d
—(0-9,)=C, -
dx( 1) U dx

e

§-8, dU,
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Integral yéntemler

KINETIK ENERJI INTEGRAL DENKLEMI

Momentum denklemi u ile carpilip (0-8) aralidinda integre edilerek

5 ,0u 5 du 3 du, 5 ot
_[0 pu gdy + J;) upv$dy = _[0 up U, e dy + thgdy
Kismi integrasyonla
Sureklilik denkleminden s o ou
po_[roPu @_ ) "oy Y
pv=-], i y ¥ _Dy
8 , 2
J‘(_J"a'idy’ji u dy
oL 0 dx ay | 2
Kismi integrasyonla
298 8§ 2
_U_ejal)_udy+ju_a[)_udy
2 0 dx 0 2 dx
v ¥
3 2 28
0 ox 2 dx dx 2 v dx
j‘ ipuza_” ﬁa_p d _U_ezj‘&ﬂd
oM T a2 @
8 3
0 Uu; o
j'a_ pu dy — jﬂdy
p 0x 2 2 0 dx
| | y v
) 3 23
J.ipLd _U_ejap_u — pe edUejsudy = - D
pox( 2 2 5 dx dx
| f=pu’ 29 d? a5
JLay =< [ ay-16)°
— f:pu 0 X 'x0
dipu’ | U2 d?} dU,
— — d - ¢ d = -D
o) 2 > !puy PU.— [ udy
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B 2 ) —
% pLdy - 26 d—jpudy—peUe : f;udy = =D
0
U? 4 1 dU?)d 1dU?): .
) E!pudy_E dx !pudﬁg dx !pudy_peue Juy
d tpu’ d? U, _ Rl
e - Lo 0 o - 2

Sikistirilamaz halde sifir
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1d 50 pu u’ . 8 u 3 pu
-——p,U 1——|dy|+U U I——\dy—-| |- dy |=-D
2| e!peUe( U’ Y|TEe Ty P l u, | !} o.U, )
83 (81),' 61
L 0 Jeu, Cep 0 [6), -5 )= -cop.0 || G0V =P=] 5
2dx e~ e™3 e dx e e 17§ 1 DFe™~ e 0 ay
1 d 3 2 dU
—\p,U)d;|=2C, ———=|(5,). -
peUej' dx[pe ev3 D . a'x [( ]), 1]
d_83:2CD _38_3% S;dp 2 dU, [(51). _51]
X U, dx p,dx U, dx '
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Integral yéntemler 5

WALZ-EPPLER INTEGRAL YONTEMI

Walz-Eppler integral yéntemi, von Karman momentum integral denklemiyle kinetik enerji
integral denkleminin es zamanli olarak integrasyonu esasina dayanir.

. _ do ;0 du,
Von Karman momentum integral denklemi —=———(2+H) (1)
d« 2 U, dx
ds, 8, dU,
Kinetik enerji integral denklemi —=2C, -3— (2)
dx U, dx

Bu iki denklemde toplam 5 bilinmeyen (6, 63 C; Cp, H) bulunmakta olup ¢6zim igin
gerekli ilave Ug¢ baginti Falkner-Skan ¢ozimlerinden elde edilebilir (Cousteix).

H3Z+M=—23.78186 i+L2 +46.8818 H, _% (3)
Hs, H  [4.02923] 0

C 1.7 1.7

—L R, =b=2.99259 (i —%j —[%j (4)
2 H 8.05846 8.05846

2 R 2.095065
oy =b—(H-1) —0.06815+4.336355(i—;j (5)
H, H 4.02923

Bu iki adi diferansiyel denklemin ¢6zimU herhangi standart bir yontemle (6rnedin Runge-
Kutta ydntemi) gerceklestirilebilir. Basit bir ¢ézim yolu Euler yéntemi olup 1. dereceden
Taylor acilimi ile

0, =96+ 49 Ax, o, =90, + 4, Ax,
dx ; i+1 i dx .
yazilabilir.
Uyari-1

Yukarida izah edilen ¢6zimin baglatilabilmesi icin sinir tabakanin baslangi¢ noktasinda
sinir tabaka buayukliklerinin bilinmesi gerekir. Kit bir cisim Uzerinde sinir tabakanin
hicum kenari civarinda durma noktasi olarak tanimlanan bir noktadan itibaren basladigi
bilinir. Durma noktasinda hizin sifir olmasi nedeniyle C sirtiinme katsayisi sonsuz blyuk
dederler aldigi gibi Cp katsayisi ve 1/U. bayuklagintn dederleri de sonsuz olur.

C, Cp >0
27

u,=0 = ;
—i(2+H)—dU“—>oo _39: dU. — oo
Ue dx Ue dx

Bu nedenle momentum ve kinetik enerji integral bagintilarini yukarida verildigi sekliyle
kullanarak momentum ve enerji kalinliklarinin durma noktasindaki tirevlerini hesaplamak
mimkin olmaz.

Oysa bu terimler sonsuz buyuklikte olmalarina ragmen farklan sonlu bayuktedir.
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Integral yéntemler 6

C,
_f_i(g_,_]_])dUe 2C, - 8 dU,
2 U dx U, dx

e

Bu zorlugu gidermek igin momentum ve kinetik enerji integral denklemlerini farkh bir
bicimde dizenleyerek kullanmak daha uygun olur. Nitekim bdyle bir diizenleme

d(6R,) 9’ dU
% —-C,R,——(2H +3)—=
dx ey ( " ) dx (6)
d(5,R;s ) 82 U
— = B —4C, Ry -5 —=
dx b vV dx 7

seklinde yapilabilir ki, her iki badintinin sag tarafinin da durma noktasinda sonlu degerler
alacagi gorulebilir.

Uyari-2

Dlzenlenen denklemlerin durma noktasindan itibaren baglatilan ¢6ziminde de bir
kararsizlik sorunu goérilir. Bu bakimdan c¢dézimin genel olarak durma noktasindan
Xx=0.13% kadar uzakhktaki bir noktadan bagslatiimasi dnerilmektedir.

AKIS SEMASI

5,,0,0, ,H,H;,

icin durma noktasi degerleri (Falkner-Skan cozimlerinden)

U

X, « [8710],
[Ue ]0 <~ kxO

[GRe ]0 «— —[GZU" L

v
2
[SsRBj ]0 <~ M

U
CR=2b(H) | %) o)
HZH(H32) 3) = = C.R :H_322‘2CDR9 = d(ﬁjRa
D"Y8; 2 H32 (5) dx : (7)
)
)

Uy
y
d(6R,)
bR, ] [9R9]+[T}Ax

o Je b, Jo [

0= BRG 'V/Ue X x+ Ax

H,=5,/8
I 5w T Rl R

Ayrilma kriteri H>4.02923

UZB386 Sinir Tabaka ders notlari M. Adil Yikselen



Integral yéntemler 7

COUSTEIX INTEGRAL YONTEMI

Cousteix integral yontemi, momentum ve streklilik integral denklemlerinin es zamanl
olarak integrasyonu esasina dayanir.

. . ae C, o du,
Von Karman momentum integral denklemi —=—1—-—(2+H) (1)
dx 2 U, dx
d 0-9, dU
Sireklilik integral (katihm) denklemi —(8—81):CE - L £ (2)
dx U, dx

Bu iki denklemde toplam 5 bilinmeyen (6, 8-8;, Cr, Cs, H) bulunmakta olup ¢6zim igin
gerekli ilave U¢ baginti Falkner-Skan ¢ozimlerinden elde edilebilir (Cousteix).

Cf ] ] 1.7 ] 1.7
LRy =b(H)=2.99259|| ————| —-|—— (3)
2 H 8.05846 8.05846

2C.-R 2.095065
b8 —4(H)=b—(H —1)| —0.06815 + 4.336355 (i— ! j (4)
H 3 H 4.02923

2C.R, 2 H+1
ZTES —o(H)=——"—b(H)+ d(H

L2 = o) =)+ - d () (5)

Burada
93
0

olup H* ile H arasinda asadidaki gibi bir iliski verilmistir (Cousteix)

*

H

+1.2706(ﬂ}:—1.5022 i+% +3.1924 (6)
7 H H  [4.02923]

Bu iki adi diferansiyel denklemin ¢6zimU herhangi standart bir yontemle (6rnedin Runge-
Kutta yontemi) gergeklestirilebilir. Basit bir ¢ézim yolu Euler yontemi olup 1. dereceden
Taylor acgilimi ile

d6-9
9[+1=9i+(@j Ax; (8_81 ) =(6_81 )~+ 400 Ax;
dx ; i+1 i dx [
yazilabilir.
Uyari-1

Yukarida izah edilen ¢bézimin baslatilabilmesi icin sinir tabakanin baslangic noktasinda
sinir tabaka buayukliklerinin bilinmesi gerekir. Kit bir cisim Uzerinde sinir tabakanin
hicum kenari civarinda durma noktasi olarak tanimlanan bir noktadan itibaren basladigi
bilinir. Durma noktasinda hizin sifir olmasi nedeniyle C; siirtinme katsayisi sonsuz blyulk
dederler aldigi gibi Cg katsayisi ve 1/U. buyukluginin dederleri de sonsuz olur. Bu
durumda
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Integral yéntemler 8

do
U,=0 = 1/U, > (d_j — (o0 — o)
X Jo
x=0 da Cf—>oo = d(8—81)
C, e L2 (ro—co)
dx 0

seklinde belirsizlikler s6z konusu olur ki bu nedenle de momentum integral denkleminde
ve katiim denkleminde gecen tirevlerin durma noktasindaki dederlerini (1) ve (2)
denklemlerinden, yukarida verildigi sekliyle kullanarak hesaplamak mimkin olmaz.

Oysa

C.
_f_i(g_,_H)dUe 2C, - 8 dU,
2 U, dx U, dx

ifadelerindeki terimler sonsuz olmakla birlikte farklari sonlu blyuklikte olmak zorundadir.

Bu zorlugu gidermek igin von Karman denkleminin ve katilim denklemini farkl bir bicimde
dizenleyerek kullanmak daha uygun olur. Nitekim bdéyle bir dizenleme

d(6R,) 9’ du
9/ C.R,——(2H +3)—=
dx ey ( " ) dx 7)
d(8-8,)Rs s v C.R, 0% dU
—I: Ii4< 2E—e__ €
dx ( ) H" vV dx (8)

seklinde yapilabilir ki, her iki bagintida gegen terimlerin durma noktasinda sonlu degerler
alacagi gorulebilir.

Bu denklemler yine herhangi standart bir yéntemle sayisal olarak ¢ézllebilir. Basit bir
¢OzUm

(OR,),., = (OR, ) + [d (6R, )1 A,

dx

65, k., | =[6-5 )k, | +1AMOTODRIL
1 Ry, |, 1 Ry, | i

seklinde Euler yontemiyle elde edilebilir.

Uyari-2
Dlzenlenen denklemlerin durma noktasindan itibaren baglatilan ¢6ziminde de bir

kararsizlik sorunu goérilir. Bu bakimdan c¢dézimin genel olarak durma noktasindan
x=0.138 kadar uzakliktaki bir noktadan baslatilmasi dnerilmektedir.
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Integral yéntemler

AKIS SEMASI

Baslangic¢ dederleri (x=x, da) durma noktasi icin Falkner-Skan ¢éziimlerinden

UZB386 Sinir Tabaka ders notlari

2 s )
0.H . H'| [5-05,=0-H" 9R9=9Vl]e (5-3, )Ry 5 = O=0) U,
\
>
5,=H 0
|
b(H),d(H),eH) | (3), (), (5)
[
2
[d(eR")} “ CfR9—9—(2H+3)dUe
dx | \% dx
(1), (2)
{d[(S—SI)Res_st} o (H*)z[zcEfe_idUe}
dx i H v dx
[
X — x, +Ax
[
d(R,)
(6Ry),.. —  (6Ry) + A
dx |,
d|6-9, JR
l(S_SI)RCS—SIJi < [(8_81)R91+{ ( dx])SJ}Axi
[
0=,/(6R,)V/U,
5-8,=\[(6-8,)Rs5 IV/U,
H =(-5,)/0
Hayir ﬁ
H >4.02923 St H:H(H*) (6)
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Integral yéntemler

KATILIM DENKLEMININ FARKLI DUZENLENMESI

10

UZB386 Sinir Tabaka ders notlari

d®-3,) _ : ~8-9,4dU, (55 )dRs_s, _5-8 )i (86-98,)U,
dx U, dx 7 dx " dx v
R, :(S—SI)Ue G5 )dRS_SI _(8-8))° dU, TR d®-3,)
v ! dx B dx o0 dx
d(5-3,) (6-3,)° du,
RS—B, dx ! _CER5—51 B v] dx
(8-8,)— =Ry 5,C;
>+ |«
d[(6-38,)R -3’
[( ) 8_8’]=2CER5_5 _(8-8))° dU,
dx ! A% dx
|
5-8,=0-H"
Rys =Ry-H'
d[(8-8,)R 2(H)?
[( ) 5_51]=2CER6H*_9 (H )" dU,
\ dx
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11

MOMENTUM INTEGRAL DENKLEMININ FARKLI DUZENLENMESI

c dUu
d_Cr_ 0, iU, Ry _od(0U.)_BfgdU.  db
dx 2 U, dx dx dx\ v A% dx dx
Y Y
U dR 2 du
Rez £ = U— e_eze_ € +R6£
\% dx vV dx dx
Uy U
2
Red—ezRe—f—e—(2+H)dUe = = = = U
dx 2 v dx
Y Uy
dR C 2 dUu
U —°:Re—f—e—(H+]) :
dx 2 \% dx
U Y
= = = =+ < = = = =
Y
R 2
M:che—e—(zHH)dUe
dx v dx
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Integral yéntemler

12

KINETIK ENERJI INTEGRAL DENKLEMININ FARKLI DUZENLENMESI

d_63:2CD_ 8, du, 5 dR;, _s d (8;U, 25_3 5 dUe+U ds;
dx U, dx T dx Tdxl v v oax ¢ dx
d,U, R 2
R83= 3 => 6 d 3, :6—3dUe+R d63
\Y 3 3
dx v dx odx
ds &2 dU dRs 82 dU
R; —3=R; 2C,, —3—3—=¢ ] 5 —R. 2C,. —p 3 "
% dx 3D vV dx ’ 8 ==D vV dx
> + ¢
d(83R83)=4C R _ ﬁdUe
D vV dx
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Katilim denklemi

d(d-3,) _

C
dx E

U

8-3, dU,

dx

e

13

BAGINTISININ CIKARTILMASI

H*=Sb

dx dx

Falkner-Skan tipi (Ue=kx™) akimlar icin
dH"/dx=0

d(®-8,) _d(H6) _,.do

dx

.

»do 0H "

H

du,
dx

ds,

dx

_35
U

e

=2C,

dUu
dx

e

Momentum integral denklemi

48 _C 6 W
d« 2 U, dx
49 _3C, _C, |
d« 2H H, ;

|

edu, ¢, ¢, |
U, dc« H, 2H |

___________________________

B 2 CfRe+
H-1| 2

H+1|2C,R,
H-1| H,

Kinetik enerji integral denklemi
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14

H" =H"(H)

Katillm denklemi

BAGINTISININ CIKARTILMASI

Kinetik enerji integral denklemi
do-9 6-9, dU
M:CE _ 1 e d83 :2CD _ i_dUe
dx U, dx dx U, dx
I i
5-8,=H'@ 8; =H;,0
I |
* * dH 8;, dU
H*@ edH _ E_OH dUe ng@_i_e 32 =2CD_ 32 e
dx dx U, dx dx dx U, dx
Momentum integral denklemi
C dU
‘ lao_c o, av. | :
|| x 2 U, dx ||
> I dU, Elimine edilerek [«

U, dx

e

C. H+12C,

H" H-1H,

=0
2 H' dx H;H-I) dx

+(]_Z+ni+idf1*_ O(H +1) dH

I

C:|__ 2 |C LH+1)2C)
H H-1| 2 | H-1|H,

\ 4

1 dH" H+1 1 dHy
H" dv H-1H,; dx

Falkner-Skan tipi (U.=kx™) akimlar icin H3, x ‘den badimsiz olup

{
H  TH+1 1
n—= dH ,,
H, HOH_1H32
v
H
, . H+1 1
H =H,exp j dH ;,
HOH—]H32
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