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BOLUM 4
SIKISTIRILAMAZ, SABIT-OZELLIKLI LAMINER AKIMLAR

ICIN TAM VE SAYISAL CGOZUMLER
4.1- Giris

Onceki bélimde de gésterildigi gibi sinir tabaka problemlerinin  matematiksel
formllasyonu hayli karmasik olup, incelemeler daimi, sikistinlamaz, sabit-6zellikli
akimlarla sinirlandirilsa dahi sadece az sayidaki halde tam (exact) analitik ¢ézimler elde
edilebilmektedir. Ve bu ¢o6zimlerin az bir kismi pratik bir uygulamaya sahiptir. Bu
bélimde bazi 6rnek haller incelenecek, i¢c akimlarla ilgili olan en genis uygulamaya sahip
haller ise B6lum 8 de ele alinacaktir.

4.2- Paralel akimlar
Paralel akimlar hizin sadece u(y) bileseninin olmasi ile karakterize edilmektedir. Bu
akimlarda ekseri dizlemsel ylzeylerin +x yodnlerinde sonsuz uzun oldudgu kabul
edilmektedir. Bu bélimde bu gibi iki hal Gzerinde ayrintili olarak durulacaktir.

Simdilik hareket denklemlerinde sadece u(y) olmasinin sonuglarini inceleyelim.

8_”: a”+8V:0 = @:0 — v=gbh
Oox

0 _
ox Oy oy

w=u()

Sayet akim gecirgen olmayan paralel bir kati ylzey ile sinirlanmissa v, =0 olup her yerde
v=0 olur.

2
Momentum denklemi 8_u+u8_u+vé_u:_18_p+vé_tz¢
ot ox Oy pox Oy

0 10 0’
8_u:0 ve v=0 kosullari _u____p+ au

= v 4.1
ox ot pox oy (@.1)

sekline gelir. Bu esitlik u bilinmeyeni icin tek bilinmeyenli bir denklem olup, lineer olmasi
nedeniyle de hayli basit hale geldigi soylenebilir.

4.2.1- Paralel levhalar arasinda daimi akim:

Bu problemde aralarindaki mesafe klglUk olan ¢ok genis iki paralel levha arasindaki akim
daimi halde incelenecektir. Levha uglarindan yeterince uzakta dikkate alinan akim
uclardan etkilenmeyecektir. Dolayisiyla incelemelerde levha girisinden olan x uzakhgi yer
almayacaktir.

_ldp, du

Bu problem icin (4.1) denklemi 0= -
p gin (4.1) AL

(4.2)

seklinde lineer bir adi diferansiyel denkleme donusur.
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Bu problemin iki farkli durumu vardir:

Birinci durumda alttaki levha sabit olup Ustteki levha sabit bir hizla hareket etmektedir,
ve akimda basing gradyanti yoktur.

y=-Ww y=w
) 5 p:Sb
u=0 u=U,

2
Bu kosullarda denklem d—’j =0
dy
olup, integre edilerek u(y)=C,+C,y
0=C,+C, (—W)

sinir kosullari uygulanarak
U, =C,+C,(W)

U U
sabitler hesaplani c =, c ==X
Panie 2 oow
1
sonugcta ¢éziim icin M=—(1+lj (4.3)
u, 20w

elde edilir. Bu problem Couette akimi olarak bilinmektedir. Akim alt duvardaki sifir hiz ile
Ust duvardaki W hizi arasinda lineer olarak degismektedir.

Ikinci durumda her iki levha da hareketsizdir. Ancak bu defa levhalar arasindaki akim
sabit bir dp/dx basing gradyanti etkisiyle hareket ettirilmektedir.

ldp, A | du_ldp

Bu durumda denklem 0= > >
p dx dy dy” pdx
) . . I dp ,
seklinde olup integre edilerek u(y)=——y"+C,y+C,
2n dx
y=-w y=w
sinir kosullari ,
u=0 u=0
:id—p(W)z +C,(W)+C,
2u dx
uygulanarak I d
:——p(—W)Z +C,(-W)+C,
2u dx
2
sabitler hesaplanarak C, = _W_d_p’ C,=0
2u dx
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W’ dp yz
sonucta ¢ozum uly)=——| 1-— 4.4
ctag ) o dx( " (4.4)

olarak elde edilir. Bu, parabolik bir hiz dagilimi olup x eksenine gbre simetriktir.

Incelenen diferansiyel denklem lineer olduundan bu iki ¢ézimi siiperpoze ederek,
alttaki levhanin hareket ettigi basing gradyanth bir akim igin ¢6zimu kolaylkla elde
etmek mimkundar:

2 2
u(y):i(]+lj_ w d_p ]_y_2 (4_4)
u, 2\ w) 2uU,dx\ W

Burada gorialdagu gibi:

- Basing gradyanti negatif ise, yani x yéninde basing giderek azaliyorsa u(y) hizi
her yerde pozitif, yani akim tamamiyla x yéntndedir.

- Basing gradyanti pozitif ise (ters basing gradyanti) akim hareketsiz olan alt duvar
civarinda ters yonluddar.

Basing gradyantinin gesitli dederleri igin hiz dagilimlari Sekil 4.1 de gosterilmistir.

0.6 - A
—-0.75
0.2 —-0.5
5 / —-0.25
> 02 / —0
—0.25
0.6 —0.5
—0.75
1.0 : : : : : :
0.4 0.2 0.0 0.2 04 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4
u/Uw
R | [ W’ dp j
Sekil 4.1- Iki paralel levha arasindaki Couette akimi A= —_—
2uU,, dx

4.2.2- Sonsuz genis levha iizerindeki zamana bagh akim:

Buradaki problem baslangicta hareketsiz olan x dogrultusundaki sonsuz genis bir levhanin
Gzerinde olusan zamana bagh akim ile ilgilidir. Bu tip akimlar Stokes akimlari olarak
adlandiriir. Akimda basing gradyanti olmayip (4.1) momentum denklemi

ou o0’u
— =V
ot oy’

(4.6)

seklini alir. Bu problem igin de iki 6rnek hal s6z konusudur.
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Birinci halde levha t=0 aninda aniden x dodgrultusunda U, hiziyla gekilmektedir. (4.6)
denklemi lineer bir kismi diferansiyel denklem oldugundan ve geometri, sinir ve baslangic
sartlan basit oldugundan cozim klasik yontemlerle elde edilebilir. Nitekim donldsim
teknikleriyle

elde edilebilir. Buradaki erfc(x) buyukliglu x dediskeninin tamamlayici hata fonksiyonu
olarak bilinmekte olup dederi, x in sifir dederi icin 1 den baslayip, x in sonsuz dederi igin
sifira gider. Erfc fonksiyonunun tablolanmis dederleri standart matematik tablolarinda
bulunur.

Sinir tabakanin kalinhdi, hizin 0.01 mertebesinde oldugu noktanin levhaya uzakhgi
seklinde tanimlanarak elde edilir:

o~ 4\/W (4.8)

Bu ¢6ziimin daha genel sinir tabakalar igin ileride yapacagimiz analizlerle ilgili Gnemli bir
ozelligi vardir. Soyle ki bagimsiz degiskenlerin her ikisi de sadece

y /N4t

bUyuklaginun iginde gegmektedir. Sayet bu husus o6nceden bilinmis olsaydi (4.6)
denklemi

tek bir n=y /J4vt bagimsiz dediskeni ve
tek bir Fin)=u/U, bagiml degiskeni
cinsinden
F'+2F'=0 (4.9)

seklinde bir adi diferansiyel denklem olarak yazilabilecekti. Bu denklemin sinir sartlari da
sadece n cinsinden

F(0)=1,  lim_, F(n)=0
seklinde yazilabilir.
Boylece bu problemin bir kismi diferansiyel denklemle ortaya konan daha karmasik bir

problem yerine bir adi diferansiyel denklemle yonetilen bir problem olarak incelenebildigi
gorilmektedir. Bu gibi durumlarda hiz profillerine “benzerdir” denilmektedir. Yani

herhangi t anlarindaki bltlin boyutsuz u(y)/Uw hiz profilleri, y koordinatlari +4vt
blyukliga ile boyusuzlastiriimak kaydiyla birbirinin aynidir.

Bu siniftaki ikinci bir tip problem de levhanin x dogrultusunda salinim yaptigi halde
goralir.

u(0,t)=U, cos(nt)

seklindeki salinim hizlari igin standart matematiksel yontemlerle

M. Adil Yikselen
ITU Ugak ve Uzay Bilimleri Fakltesi 2007-2008 Bahar Yariyih UZB386 Sinir Tabaka Ders Notlari



Bolim 4: Sikistinlamaz, sabit 6zellikli Laminer akimlar igin tam ve sayisal gézimler 5

M e cos| nt —1}Ly (4.10)
U, 2v

seklinde bir ¢6zim elde edilmektedir. Bu ¢6ziimiin levha yilzeyinden olan uzaklik arttikga
genligi azalacak bigcimde sénimlenen salinimlari ifade ettigi gorilmektedir. Ayrica levha
Gzerindeki akiskanla y yuksekligindeki akiskan arasinda

yan/2v

kadarlik bir faz farki olusmaktadir. Bazi 6rnek hiz profilleri Sekil 4.2 de goérilmektedir.

6.0

5.0

4.0 1

/50
m/2

3n/2

2.0

1.0

0.0

-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0
u/Uoco

Sekil 4.2- Salinim yapan levha lzerinde akim (n =yn /2\/)

4.3- Hiz alani igin benzerlik ¢oziimleri

Bir grup akim igin nispeten basit tam c¢ozimler elde etmek muimkindir. Bu siniftan
problemler paralel akimlardan daha genel olmakla birlikte denklemlerdeki basitlestirmeler
o kadar fazla degildir. Bu bakimdan ¢dziimlerin elde edilmesi daha zordur.

Daimi, dizlemsel, sabit-6zellikli akimlar dikkate alinirsa hareket denklemleri

Ou Ov
—+—=0
ox Oy

Uu—+v—= V—;
Ox oy p dx oy

ou ou _iler o’u

seklindedir. Buradaki zorluk denklemlerin non-lineer olmasindan kaynaklanmaktadir.
Oysa oOnceki problemlerde momentum denkleminin sol tarafindaki terimler yok
oldugundan denklemler lineer hale gelmisti.
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Oyle bir sinif problem bulmak mimkin midir ki bu problemler icin kismi diferansiyel
denklemler, non-lineer olsalar bile, adi diferansiyel denklemlere dénustirilebilsinler? Ilk
bakista degiskenlerine ayirma yontemi vasitasiyla

u(x,y)=X(x)-¥(y) (4.11)

seklinde bir ayristirma yapilarak bir kismi diferansiyel denklemin iki adi diferansiyel
denklem ayrilabilecedi akla gelir. Ancak bu yontem sinir tabaka problemleri igin
calismamaktadir. Bir baska olasiik x- veya y-bagimliliklarindan birinin ortadan
kalkmasidir ki bu da genel degildir. Son bir olasilik da x ve y degiskenlerinin fonksiyonu
olan yeni bir n(x,y) dediskeni tanimlamaktir. Bdylece

u(x,y)=un(x,y)] (4.12)

olur. Ancak sadece denklemlerin degil, ayni zamanda sinir kosullarinin da bu tanimlama
ile uyumlu olmasi gerekir. Stiphesiz bu yontem bitin akimlar icin gecerli olmayip, sadece
bir kisim akim tipinde s6z konusudur.

Bu tip ¢ozUmlerin gelistiriimesi iki kaynaga dayanmaktadir:

Birincisi, deneylerden bilinmektedir ki diiz levha UGzerindeki sinir tabakada hiz profilleri
u/U. ve y/5 seklinde bir boyutsuzlastirma vyapildigi takdirde levha boyunca
degismemektedir. Bu husus normalize edilmis bitin hiz profillerinin digerleriyle ayni

oldugu anlamina gelmektedir. Yine deneyler géstermektedir ki sinir tabaka kalinhdi levha
hiicum kenarindan olan x uzakhginin karekoku ile orantilidir:

§~/x
O halde y/\/; karsiliginda u/U. igin cizilecek hiz profilleri de benzer olacaktir.

Ikinci dayanak da, yukarida incelenen aniden harekete gegen levha probleminin
¢6zimiadur. Cozimin y/\/t_ blylUklagint icermesi  n(x,y) seklindeki bir dediskenin

tanimlanmasi halinde & ~y /x olabilecedini cagristirmaktadir.

4.3.1- Diiz levha iizerindeki sinir tabaka icin tam ¢oziim:

Dz levha Uzerindeki sinir tabaka igin tam (exact) ¢6ziim orijinal olarak Prandtl’in doktora
ogrencisi Blasius (1908) tarafindan ortaya konmustur. Co6zim igin momentum
denkleminin akim fonksiyonu cinsinden formilasyonu hatirlanirsa, basing gradyantinin
olmadigi hal igin

2 2 3
MOy WOy _ 0V (4.14)
Oy Oxdy Ox Oy oy

seklindedir. Hiz profili

M arl);  n=2 (4.15)

U, Jx

seklinde bir f(n) fonksiyonunun tlrevi cinsinden tanimlanabilir. Burada A ve B daha sonra
bulunacak sabitlerdir.
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Akim fonksiyonu duvar ile herhangi bir akim gizgisi arasindan gecen debi ile ilgili
oldugundan y=vy (n) olacagdi sdylenebilir. Ayrica sinir tabakanin x uzaklklarinin karekok
ile ters orantili olarak gelistigi bilinmekte olup

v = x f(n)=CVx f(n) (4.16)

yazilabilir. Burada C de bir baska uygunluk sabitidir. Bu baginti (4.14) denkleminde
kullanilarak A,B ve C sabitlerinin dederleri bulunabilir. Béylece

_ U@
n=y 2vx
Mo g
U. ) (4.17)
v =42vU x f(n)
v= o)
X

doéntsum badintilar elde edilir. Bu bagintilarla momentum denklemi de

(4.18)

sekline gelir. Bu denklem basit gorinmekle birlikte ff” teriminde non-lineerlik oldugu
belirtilmelidir.

Sinir sartlarina gelince x,y dizleminde

y=0 da x>0 igin u(x,0)=v(x,0)=vy(x,y)=0
y— o da bitin x ler igin u(x,y)— Ue (4.19)
x=0 day>0igin u(0,y) - Ue

olup, burada sonuncu kosul akimin levha hiicum kenarina kadar Uniform-paralel geldigini
belirtmektedir. Degisken dénldstimleriyle bu kosullar

n=0, /(0)=1'(0)=0

n— o, f'(oo)—)] (4.20)

sekline gelir.

Blasius (4.18) denklemini sinir tabaka iginde birlestirdigi ic ve dis seri acilimlari
kullanarak ¢6zimlemistir. GUinimuizde ise sayisal ¢dézim tekniklerinden yararlanmak
midmkdndir. Sinir sartlan duvar lzerinde ve sinir tabakanin kenarinda, yani farklh iki sinir
Gzerinde verildigi icin problem bir “sinir deger problemi” olup sayisal yéntem kullanildigi
takdirde ancak iteratif olarak ¢ozulebilir. Genel ¢6zim teknidi kisaca 6zetlenirse

- (4.19) denklemi Gglincl dereceden bir adi diferansiyel denklem olup, 6nce

f:fo; f':fl; f”:fz

seklinde bir dedisken déniusimi uygulanarak
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f()':fz; f1':f2; lez_fofz
veya

P R
Yootii Loepi Teeop,

seklinde U¢ adet birinci dereceden adi diferansiyel denklem sekline dénistardlir. Bu
denklemlerin ¢ozUmu icin gerekli ti¢ sinir sarti da (4.20) badintilarindan

f0(0)=01 ; f/(O):O; f](oo):]
olarak yazilabilir.
- Bu denklemlerin ¢ézimi es zamanh olarak gergeklestirilecektir. Cézim igin Runge-
Kutta semasi gibi ¢ok kullanilan sayisal yéntemler mevcuttur. Ancak burada, sadece

¢6zim surecini géstermek bakimindan, cok basit bir yéntem olan Euler yéntemi ele
alinacaktir. Yontemin esasini birinci mertebeden Taylor agilimi olusturmaktadir.

fo(n+An)=f0(n)+(cg—T‘]’] M > fnean)= £ )+ /(e

f,<n+An):f,<n)+(%j M o Sl A= £ )+ S

f2<n+An)=fz<n)+("j’—;] Mmoo flnean)= £ 7 (A

Goraldagu gibi herhangi bir n noktasinda fo(n), fi(n), -(n) ¢éztmleri ve fy'(n), fi'(n), 2'(M)
tlrevlerinin dederleri bilindigi takdirde, n+An noktasinda fy(n+An), fi(n+An), fr(n+An)
degerlerini hesaplamak miamkindir.

Ancak bu hesaplarin baslatilabilmesi icin ylizey Uzerinde fonksiyon dederlerinin ve
tlrevlerinin bilinmesi gerekmektedir. Sinir sartlarindan

f0(0)=01 ; f1(0)=0
bilinmekle beraber Gglincl sinir sarti sinir tabakanin diger sinirinda verildiginden
1.(0)

dederi bilinmemektedir. Iste bu nedenle ¢6ézim igin bir iterasyon yapilmasi
gerekmektedir.

fo ve f; igin ylzey Uzerinde verilen sinir kosullari yaninda f; igin tahminde bulunularak

denklemler yukarida izah edilen yéntemle veya daha yilksek mertebeden denklemlerle
adim adim ¢o6zullr. n *nin gok blyik dederleri igin sinir tabakanin kenarindaki

fi(w)=1
sinir sartinin gergeklesip gergeklesmedigi kontrol edilir.
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- Bu kosul gerceklenmemisse f5 igin yeni bir tahminde bulunularak ayni islemler kosul
gercekleninceye kadar tekrarlanir.

Denklemin 4. dereceden Runge-Kutta-Gill yontemi ile elde edilmis bir ¢dézimine ait
sonuglar Tablo 4.1 de ve Sekil 4.3 de yer almaktadir.

Tablo 4.1: Blasius denkleminin ¢ézim

h f fr fre
0.0000 0.0000 0.0000 0.4696
0.2000 0.0094 0.0939 0.4693
0.4000 0.0375 0.1876 0.4673
0.6000 0.0844 0.2806 0.4617
0.8000 0.1497 0.3720 0.4512
1.0000 0.2330 0.4606 0.4344
1.2000 0.3337 0.5452 0.4106
1.4000 0.4507 0.6244 0.3797
1.6000 0.5830 0.6967 0.3425
1.8000 0.7289 0.7611 0.3004
2.0000 0.8868 0.8167 0.2557
2.2000 1.0549 0.8633 0.2106
2.4000 1.2315 0.9011 0.1676
2.6000 1.4148 0.9306 0.1286
2.8000 1.6033 0.9529 0.0951
3.0000 1.7956 0.9691 0.0677
3.2000 1.9906 0.9804 0.0464
3.4000 21875 0.9880 0.0305
3.6000 2.3856 0.9929 0.0193
3.8000 2.5845 0.9959 0.0118
4.0000 27839 0.9978 0.0069
4.2000 2.9836 0.9988 0.0039
4.4000 3.1834 0.9994 0.0021
1.0
0.8 |
0.6 | .
— f '
0.4 - —f"
0.2 |
0.0 : ‘ ‘ ‘ ‘ : : ‘
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 25 3.0 3.5 4.0 45
n

Sekil 4.3: Blasius denkleminin ¢dzimu
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Sinir tabakanin dis kenari alisilageldigi tGzere hizin serbest akim hizinin %99 una eristigi
n=3.5 noktasi olup Blasius donlisiim fonksiyonu yardimiyla sinir tabaka kalinhgi igin

}Ux 1 8 Re
- 9= 6() v 2x’ ECX) 2X

5.0 x
olx )= 4,23
(x) — (4.23)

X

n=y

elde edilir. Ayni dontstmler kullanilarak deplasman kalinlidi igin

o o Ton o

e e

e

2«
_Uex/v{ 8)- fn = ———1{3.5-2.2863]

St = L (4.24)

bulunur. Momentum kalinlidi igin

5 0w P J2x[® L
e:l(z-U—]U_dy_ Ve j I-f")f"dn \/R_ethdn_l(f) dn]

yazilabilir. Buradaki ilk terim dogrudan ve ikinci terim de kismi integrasyonla

) ﬁ_ {f h(s)]—(ff')Z“”nf)f a d”}

sekline veya ayrica "t ff"=0 - ff"=—f"

e

oldugundan

_ %{m(m—f{nwﬂf'[n ]+ 10 If'"dn}

sekline getirilebilir. Son terimdeki integral alinarak ve ayrica yuzey Uzerindeki ve sinir
tabakanin dis kenarindaki degerler kullanilarak sonucta momentum kalinlidi igin

0.664 x
Re

X

0=

(4.25)

bulunur. Ylizeyde kayma gerilmesi
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ou o' U PR Y pU’
= - = U | 24— —e¢ —pU n — e "(0
O e IR Er IR st e e (I & et

olup bdylece ylzey sirtiinme katsayisi igin de

T 1 pU’ V2£(0)  2x0.4696
C _ w _ e fu(O)_ _
TvpU? YpU? \/ZlRex JRe, Re,
0.664
Cr=s (4.26)

elde edilir.
4.3.2- Basing¢ gradyanti halinde benzerlik ¢coziimleri:

Bir cisim etrafindan gecen akimda ylizey boyunca genel olarak basin¢ gradyanti degisir.
Ornek olarak bir kanat profili etrafindaki akim dikkate alinirsa, durma noktasindan
maksimum kalinlik noktasi civarina kadar olumlu bir basing gradyanti (dp/dx < 0) gérulir.
Maksimum kalinlik noktasi civarinda basing gradyanti kitgulir (dp/dx~0). Daha sonra da
bir ters basing gradyanti (dp/dx > 0) vardir. Bu bélgelerdeki hiz profilleri birbirinin benzeri
degildir.

Ancak bazi akimlar vardir ki bunlarda basing gradyanti 6zel bir dedisim gdsterir. Oyle ki,

bu akimda olusan hiz profilleri benzerlik gosterir. Bunun bir 6rnedi bir kdse etrafindaki
akim olup, dis akim hizi

Ue(x)zU]x’"

seklinde bir degisim gosterir. Burada m basing gradyanti parametresi olup, hiz
ifadesinden tlrev alinarak

Us N Kése iginde akim Durma
m>1 noktasi

>: p>1 B akimi
= N

m=1
p=1

O<m<1
Hizlanan akim  0<pg<1

pr

_______‘\5\\\\\\\

Diiz levha akimi

m=0
B=0

Yavaglayan akm M <0

N

B e et

Sekil - Kése akimlari
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_x du,
U, dx

ve kdse acisi B ile m basing gradyanti parametresi arasinda

_ 2m
m+ 1/

iliskisi oldugu gosterilebilir. Bu akim igin

ou Ou du, ou
u—+v—="0U, +vV—
ox Oy dx oy

momentum denklemi

m+1U, B 2
=y ; \v—,/m”\/vUex ()

VX

dénltsimleri yardimiyla

S B [1 - (f')Z]Z 0|  Falkner-Skan denklemi

sekline ve sinir sartlari da diz levha halinde oldugu gibi

=0 0= 700
n— o f'(oo)—>]

sekline getirilebilir.

Falkner-Skan denkleminin ¢6zimui ilk kez Hartree tarafindan elde edilmistir.

12

(4.28)

(4.27)

parametresinin bazi dederleri icin elde edilen hiz profilleri Sekil 4.4 de sunulmustur.

fl

——0ho
—ohbo®
—obo®
—lio

—— O
—— OO
—— O|0IOIP [

Sekil 4.4: Falkner-Skan akimlarinda hiz profilleri
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Burada f=m=0 halinde basin¢g gradyanti sifir olup bu, diz levha Uzerindeki sinir tabaka
halidir. p< 0 dederleri ters basing gradyantlarini temsil etmekte olup B=-0.1988 dederi
ayrilma haline karsilik gelmektedir. > 0 dederleri olumlu (negatif) basing gradyantlarini
temsil etmekte olup, = m =1 dederi durma noktasi civarindaki dizlemsel akim haline
karsilik gelmektedir.

Falkner-Skan benzerlik akimlarinda deplasman kalinligi, momentum kalinhgi ve ylzey
surtinme katsayisi icin sirasiyla

§* 2 n(3)
—.JRe. = 1-1')d
—Re. m+]}|,.( f')dn

n

EJRex = 2
X

m+1

(8)
[(1=1")f"an

m+1
=2
! P

1)
bagintilar elde edilebilir. Céziimlerinin bazi 6nemli sonuclari Tablo 4.2 de sunulmustur.

Tablo 4.2: Falkner-Skan gézumlerinin énemli sonuglari

*
m B LY [Re, C,.Re, Ll JRe, 0 JRe, H
X X X

1 1 2.4 2.465 0.648 0.292  2.219
1/3 1/2 3.4 1.515 0.985 0.429  2.296
0.111 0.20 4.2 1.025 1.320 0.548  2.409
0 0 5.0 0.664 1.721 0.664  2.592
-0.024 -0.05 5.4 0.559 1.879 0.701 2.680
-0.065  -0.14 5.8 0.328 2.334 0.788  2.962
-0.0904 -0.1988 7.1 0 3.427 0.868 3.948

Tablodaki dederlerden, uygun basing gradyantlarinin diz levhaya kiyasla daha biyik
ylizey slrtiinmesine yol acarken sinir tabakay! da daha ince kildigi gérilmektedir. Ters
basing gradyanti ise aksine ylzey surtiinmesini azaltirken sinir tabakanin daha kalin
olmasina yol agmaktadir.

Falkner-Skan akimlarindan durma noktasi problemi (#=m=1) kit bir cisim etrafinda sinir
tabaka hesaplanmalarinin baslangi¢ kosullarini Gretmesi bakimindan ilgi ceker. Bu halde

'_Rex :\/U(,x :\/U,xx _ &x R Re, _ U,

A% v A% X v

olup, Tablo 4.2 deki bilgilerle

Re
L =0.648 —> &= 0.648

x JU, /v

6*
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\Re
0 L =0292 —> 0= 0.292

C,JRe, =2465 — C,=

H=—=22]6
0
elde edilir.

4.4- Diusuk hizda enerji denklemi igin benzerlik goziimleri
Daimi, dustk-hizli, sabit-yogunluklu, sabit-6zellikli akim icin enerji denklemi

oT or v o°T

U—+v—=——5 (4.30)
ox oy Proy
seklinde olup bu diz levha lzerindeki daimi akima ait
2
PN (4.31)

ox oy oy’

momentum denklemi ile karsilastirilirsa, enerji denklemi icin de benzerlik c¢oéziimleri
olacadi beklenebilir.

Bir diiz levha igin duvar sicakligi sabit ve gelen akim sicakligi Gniform olmak Uzere sinir
kosullari

y=0 da x>0 igin T=T,=S5b
y— o da bdtin x ler igin T=T.=Sb (4.32)
x=0 day>0igin T=T.=5Sb

seklindedir. Sicakliklar igin

T_Tw
T, -T

e w

0(x,y)= (4.33)

seklinde sifir ile bir arasinda dedisen boyutsuz bir blylklik tanimlanmasi daha uygun
olur. Bu dedisken doénlsimi viskoz sinir tabakanin (4.17) doénidsim fonksiyonlari ile
birlikte kullanilarak (4.30) enerji denklemi

0''+Pr-f0'=0 (4.34)
ve sinir kosullari da

0(0)=0; 0(0)=1 (4.34a)
sekline gelir.
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f(n) blyukliganin dederleri viskoz benzerlik denkleminden sayisal olarak elde
edildiginden (4.34) denkleminin ¢6zim{ ancak sayisal olarak gergeklestirilebilir.

Viskoz sinir tabaka icin benzerlik denklemi bir kez iteratif olarak ¢ozlldikten sonra elde
edilen f’(0) dederi denklemin Gglincl baslangi¢ kosulu olarak kullaniimak kaydiyla viskoz
benzerlik denklemi bir kez daha g¢ozillrken sicaklik benzerlik denkleminin de bununla
birlikte es zamanli olarak, Runge-Kutta semasi veya benzeri bir teknikle ¢ézilmesidir.
Ancak sicaklik icin de sinir kosullari farkli sinirda verildiginden ¢6zUmin iteratif olarak
elde edilmesi gerekir.

10)-r0)-0: 10)-c (419

0"+Pr-f0'=0)| 0(0)=0;  0(x)=1 (4.34)

Bu iki denklemin es zamanh olarak ¢ozilmesi igin 6ncelikle birinci dereceden denklemlere
ayristirilmasi gerekir. Bunun igin

f:fo; f’:fz; f"zfz
b=g,; 0=g

seklinde bir degisken donltsimi uygulanarak denklemler

f()’:fz; lezfz; f2,=_f0f2
go':gz; gI'Z_Pr’fgz

ve sinir sartlar da

£,(0)=0,5 £,(0)=0; f.(0)=C
g0(0)=0; g,(OO)ZI

sekline gelir.

Prandtl sayisinin cesitli dederleri icin 4. mertebeden Runge-Kutta-Gill yontemi kullanilarak
elde edilen boyutsuz sicaklik profilleri Sekil 4.5 de sunulmustur.

Pr=0.6
Pr=0.8
Pr=1
Pr=3
Pr=7
Pr=15
Pr=50
Pr =300
Pr= 1000

Sekil 4.5: Duz levha Uzerinde sicaklik profilleri
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4.7- Sayisal ¢oziimler
4.7.1- Sonlu fark yaklasimi
Daimi, iki-boyutlu, sikistirilamaz sinir tabaka igin streklilik ve momentum denklemleri

ou Ov
—_— + —_—
ox Oy

=0 Y

ou Ou dU o’u
+ e +v —
ox 0Oy dx oy Yorr

Yo

olarak yazilabilir.

Vi1
Sinir tabakanin, sekilde gosterildigi gibi x;.; ile belirtilen
herhangi bir konumunda duzenli olarak segilen y;
noktalarinda hiz bilesenleri bilindigi takdirde yukaridaki
denklemler sayisal bir sekilde integre edilerek x+Ax gibi Vi
bir sonraki istasyonda hiz bilesenleri elde edilebilir.

Y0=0:
Secilen noktalarin olusturdugu yapiya ag vyapisi adi Xt Xi Xiet
verilir. Sekildeki ad yapisinda mavi daireler hiz _ }
bilesenlerinin bilindigi noktalari, kirmizi daireler ise hiz sekil - Sinir tabakada ag yapisi

bilesenlerinin bilinmedigi, arandigi noktalari
belirtmektedir.

Sonlu fark yaklasiminda yukaridaki denklemlerde gecen tlirevler Taylor acilimi yardimiyla
yaklasik formda ifade edilerek cebirsel denklemler haline getirilip ¢d6zilmeye cgalisilir. Bir
fonksiyonun herhangi bir nokta etrafinda Taylor serisine acilis tarzina bagh olmak lzere
ileri, geri veya merkezi sonlu fark kavramlari ortaya cikar.

Birinci tiirev icin formiilasyon

Bir f(x) fonksiyonunun (x+4x) ve (x-4x) noktalarindaki degeri Taylor seri agihmi ile

f(x+Ax):f(x)+(Ax)%+(A2x') 2x{+(A3x') 2x{+...

o 3 af (M)’ &°f (M)’ &'f
S0 = )= (A o T T g e

seklinde yazilabilir. Bu bagintilardan birinci tlirev cekilerek

I _SEEAS® | o
ox Ax

o S-St
ox Ax

elde edilir. Bu ifadeler yukarida gosterildigi gibi bir ag sistemindeki ayrik noktalar dikkate
alinarak indissel formda
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fl f—f
g—x = % +0(ax) birinci mertebeden ileri fark formdlasyonu

0 =7
6l = % +0(Ax) birinci mertebeden geri fark formiilasyonu,
X |.

1

Seklinde yazilabilir. Ayrica ileri ve geri ydndeki Taylor agilimlar birbirinden cikartilarak

f(x+Ax)—f(x—Ax):2Axg+2(Ax)3 83_13‘+
ox 3! ox

benzeri islemler sonucu indissel formda

oX|; 24X

1

fl f.—f
O Ty =lig | O(ax)?|  merkezi fark formilasyonu

elde edilir. ileri ve geri formilasyonlar birinci mertebeden bir hassasiyete sahipken
merkezifark formilasyonun ikinci mertebeden oldugu dikkati cekmektedir.

Birinci tlrev igin yazilan formilasyonlarda hangi ag noktalarinin kullanildidi asadidaki
sekilde gosterilmektedir.

AY 1) p ) AY AY
— XA, 5 Jx) Slx+Ax)
\\ Teet) Jx) Jlx-Ax) —
b x+Ax > x-Ax X > x-Ax x x+Ax >
a) Ileri fark b) Geri fark ¢) Merkezi fark

Ikinci tiirev icin formiilasyon

Taylor serisinin (x+24x) noktasindaki agilimi

Fl+280) = () (2a0) Ly BRSO L OV 0T,

seklinde yazilabilir. Daha énceki

f(x+Ax):f(x)+(Ax)%+(A2x') 2x{+(A3x') 2x{+...

Taylor acihimi 2 ile garpilip bu denklemden cikartilirsa;
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2 3
F(x+2A%) =2 f(x+ Ax) = — f(x) + (Ax)’ 0 ~+(Ax)’ 0 ...
ox ox
ve buradan ikinci tirev cekilirse,
o? Z f(x+24x)-2f(x+ Ax) +f(x) +O(4x)
ox (Ax)?
veya indissel formda yazilarak
2
ot | _fie “2ha ¥t o(ax)  iteri fark formiild
ox?|, (Ax)

elde edilir. Benzeri sekilde (x-24x) noktasindaki

af (2Ax) f (2Ax) af
2l ox? 3! 8x3

f(x=2Mx) = f(x)- (ZAX)

Taylor agilimindan

f-a0= - (a0 L BT (0T,

aciliminin iki kati gikarilip buradan ikinci tlirev gekilerek indissel formda

oX| f —2f_ +f,
8x2|4 (Ax)?

i

+0(4x) ikinci tirevin geri fark formdali

elde edilir. Sayet

fora= o+ (an L BT TL B0 8T,

ORI RS LR

acilimlar toplanarak buradan ikinci tirev cekilirse indissel formda diizenlenerek

0%f f.,,—2f +f
| = i+t 7 ’)2 i +O(AX)2 ikinci tirevin merkezi fark formdilii
X

elde edilir.

Sonlu fark denklemi

Bir kismi diferansiyel denklemde yer alan butin tirevler yukarida gdsterilen yontemlerle
ayriklastinlarak denklemin tamami ayrik formda yazilir ve sayisal ¢ézimi bu sekilde
arastirilir.
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2 2
Ornek olarak bir f=f(t, x,y) bagimh degiskenine ait 6—f =« 8_f+8_f
ot ox?  oy?

denklemi ele alinirsa, t aninda f fonksiyonunun bitlin x,y konumlarindaki degerleri
bilindigi takdirde zamana gore tirevin ileri farkla hesaplanmasi uygun olur:

fret _fn
a_f:—,,, Y 0(4t)
ot At

Burada n Ust-indisi t anindaki bilinen dederleri, n+1 Ust-indisi t+At aninda bilinmeyen
(aranan) degderleri, i ve j alt-indisleri ise x ve y yonundeki konumlari belirtmektedir.

Konuma goére tlrevlerin t, aninda veya t,.; aninda ayriklastirilmasina gore iki farkh sonlu
fark denklemi elde edilebilir. t, aninda ayriklastiriima yapilirsa

2 f0_Ofn L fn
8 ); _ i+1,j /,12 i-1,j +O(AX)2
dx (4x)

2 fno_2fM L fn
8 7; _ ij+1 I,/2 i,j—1 +O(Ay)2
oy (4y)

Bdylece 6rnek denklemin sonlu fark formulasyonu

fiZ‘H _flnj g fii1,j - 2flnj + fir—11,j N fi,nj+1 - 2flnj + fi7j—1
At (4x)* (ay)
+olat, (ax) , (ay)]

sekline gelir. t,,; aninda ayriklastirilma yapildigi taktirde ise

n+1 n n+1 n+1 n+1 n+1 n+1 n+1
i =1 _ g fiag; —2f +f1, £ —2F7 +f75
At

(ax)’ (ayy
volat, (ax) , (ay)]

elde edilir.

Bu iki formulasyon arasindaki temel farklilik elde edilen ayriklagtiriimig denklemlerdeki
bilinmeyen sayisidir. Onceki denklemde bir tek bilinmeyen var iken, son denklemde 5
bilinmeyen vardir.

Onceki denklem bitiin ag noktalarinda kolaylikla hesaplanir ve bu formiilasyona "agik
(explicit) formdlasyon" adi verilir.

Buna karsilik son denklemin her bir ag noktasinda bagimsiz olarak ¢o6zimu mumkin
degdildir. Butin ag noktalarinda yazildiktan sonra elde edilen denklem sisteminin es
zamanl olarak c¢ozilmesi gerekir. Bu nedenle bu formilasyona "kapali (explicit)
formilasyon" adi verilir.
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4.7.2- Sinir tabaka denklemlerinin ¢éziimii igin bir acik sema

Burada ele alinan yéntemde momentum denklemi

akim dodrultusunda ilerleyen bir acik sema ile Y
gozilerek u(x,y) hiz bileseni elde edilirken,
sureklilik denklemi de v(x,y) hiz bileseninin elde
edilmesinde kullanilacaktir (Wu yéntemi).

Bu amagla sinir tabaka igerisinde sekilde e

gosterildigi gibi bir ayrnklastirma yapildigini, x; Y
istasyonunda hiz bilesenlerinin bilindigini ve x;,,

)—()—()—()—()—(H/&O—O—()—(

Vi1
istasyonundaki  hiz  bilesenlerinin  arandigini
varsayalim.
Duvar Uzerinde hiz bilesenlerinin her ikisinin de
sifir oldugu, sinir tabaka disinda ise u hiz yi
bileseninin U, kenar hizina esit oldugu Yo=0
bilinmektedir. X; Xis1 Xiv2
Momentum denklemindeki tlrevler Sekil - Sinir tabakada ayriklastirma
a_u_ Ui —U; ;5 a_u_ U, i — U
Ox Ax oy 2Ay
avu, _U,.,,-U, Ou _ Uiy — 2, U
dx Ax oy’ (av)
seklinde ayriklastirlabilir. Tirevler denklemde kullanilarak
Ui U Uijo —U ;g Uel-” _Ue,- Ui jvi _2ui,j +ui,j—1
i,j Ax +Vi,j 2Ay _Uei AX TV A 2
(Ay)

elde edilir. Bu esitlikteki tek bilinmeyen u;,;; olup, bu blyuklik igin dizenleme yapilarak

_ 20 —1i Vi Ax Uy Uy U, U, U,
u[+1,j - Q[,j ui,j+1 +ui,j71 Q[,j ui,j +
u . Ay 2 u . Ax

i,j 1]
bulunur. Burada

vAx

0, =—r—
] ul-,j(Ay)z

Sidreklilik denklemindeki tlrevlerin x; istasyonunda v hiz bilesenini verecek bigimde
ayriklastirlmasi gerekmektedir. v hizinin  duvar (zerindeki dederi sifir olarak
bilinmektedir. Bunu izleyen bir Gst noktadaki v hizini bulabilmek igin v nin vy
dogrultusundaki tirevinin

@ _ Vii Vi1
y Ay

seklinde yazilmasi uygun olur. Bu ifadenin y; ve y;,; arasindaki orta noktada (sekilde carpi
isaretiyle belirtilen nokta) yazilmis bir merkezi fark ifadesi oldugu varsayilabilir. Bu
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durumda sireklilik denkleminde yer alan x e goére tirevin de buna uygun bicimde
ayriklastinlmasi gerekir. Buna gore

u u. . u

1,]
ou _ Ax i Ax

o 2

i+, i+1,j-1 ui,j—[

yazilarak streklilik denklemi

Vi~ Vij-1 +£ Ui — U + Uierjo1 — Ui jg —0
Ay 2 Ax Ax

sekline gelir. Bu ifade bilinmeyen v;; igin
voo=v o+ (u vu —u., —u
i,j — Vij-1 2Ax iJ i,j~1 i+1,] i+1,j-1

seklinde dizenlenebilir.

Coziimiin kararlilig

Diferansiyel denklemlerin agik sema ile ¢éziminde en 6énemli konulardan birisi gdzimin
kararhlidr sorunudur. Burada s6z konusu olan diferansiyel denklem non-lineer oldugundan
kararhlik analizi icin Karplus(1958) tarafindan gelistirilen “devre analojisi” ydntemi
uygulanacaktir.

Bu analoji bir elektrik direnc agindaki voltaj veya akim siddeti dagiimini modelleyen
a (¢i,j+1 - ¢i,j )+ b (d)i,j—l - ¢f,j )+ c(¢i+1,j - d)i,j )+ d(d)i—l,j - ¢i,j ) =0

seklindeki denkleme dayanmaktadir. Bu denklemde a pozitif bir blyudklik olup, ¢
herhangi bir bagimh dediskendir. Gosterilebilir ki sayet (1) butlun katsayilar pozitif ise
veya (2) bazilari negatif ve toplam negatif ise sistem kararhdir.

Tartisilan bitin sonlu fark yaklasimlar yukaridaki bicime sokulabilecedginden sonlu fark
formilasyonunun kararliligini incelemek igin bu analojiden yararlanilabilir.

Simdi momentum denkleminin

u., . —u, . u
+1, B
u,  — gy

Y Ax Y 2Ay T Ax (AyY

ij+l

seklinde elde edilen sonlu fark agilimi

_{ A ﬂ}(ui,m _”w‘)"{ Ax Vit vax }(uul _”i,j)_”i,j(”mJ _”i.j)

280 (ay Y 24y (avy

--u,.., -U,)

ei ei+l

veya
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a:_Axv_vAx_ bzAxv +VAX' c=-u,. ; d=0
200 7 (ay) ] 200 7 (ayY ] w

olmak Uzere

ei ei+l _Uei )

a(”i,j+1 _ui,j)+b(”i,j—1 _”i,/)"_c(”m,/ _ui,j): -U '(U

seklinde dizenlenirse yukaridaki model denkleme benzemesi icin 6ncelikle a > 0 olmasi
gerekmektedir.

-v,, <0 ise a>0 dr.

-v,, >0 ise a oA ivi A PNy igin v, <2—V olmalidir.
J Ay 2 2] Ay )

- Sinir tabakada ayrilma olmadigi icin u >( olup, boylece c<O0 drr.

Bu durumda kararhlik igin katsayilarin toplaminin negatif olmasi gerekmektedir.

a+b+c:—{A)C ﬂ} {Ax VAX}— ,.]:ZVAX u. . <0

—V,; = +| Vv, + — U,
200 ()] L2y T () (av)y "
Buradan sonug olarak kararlilik icin

u,,(Ay)
2v

Ax <

olmasi gerektigi ortaya cgikar. Sinir tabakada duvar haricinde en dusik hiz duvarin
Uzerideki ilk ag noktasinda olacaktir. Bu ag noktasinin duvara uzaklidi Ay olmak Uzere
yukaridaki kosul yerine getirilerek x dogrultusundaki adim uzunlugu tespit edilir.

Ornek 4.1:

Kinematik viskozitesi v=2.0x10%m2/s olan bir akiskanin 10 m/s hizdaki akimi icerisinde
akima paralel bir diiz levhanin yer aldigini, levha hiicum kenarinin 1 m gerisinden itibaren
bir rampa oldugunu ve bu rampa boyunca akim hizinin Ue(x) = 10.5-0.5x m/s seklinde
degistigini varsayiniz (Howard akimi).

Bu levha lzerindeki sinir tabakayi x = 2.0 noktasina kadar hesaplayiniz. Sinir tabaka ters
basing gradyanti etkisiyle ayrilir mi, tespit ediniz.

Coziim:

Bu 6rnek daha dnce Thwaites-Walz yontemi kullanilarak incelenmisti. Simdi daha kuvvetli
ve hiz dagilimini ayrintili olarak verecek bir ydontemle incelenecektir.

Ancak bu incelemelerde kolaylik bakimindan denklemlerin boyusuzlastirilmasinda yarar
vardir. Bu amagla akim buytkltkleri serbest akim hizi U, ve kati ylzeyin karakteristik
uzunlugu L olmak Uzere

—_ u — v = U, —_ X
u=—:; V=—:; U,= ; xX=—
U U U L

o0 0 0

A
5 Yy I
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seklinde boyusuzlastirilarak

Y 0

Sireklilik denklemi 8_+8_
x oy

ouw _ou -~ d_ 1 &’u
—+v—=0,
ox oy dx R66 o

Momentum denklemi u

sekline gelir. Buradaki Reynolds sayisi serbest akim hizi ve karakteristik uzunluk
cinsinden

Re=U_L/v
seklinde tanimlanmaktadir.

Momentum denklemi daha 6nce gosterildigi bicimde ayriklastirilarak

ﬁ; A Ui :ui,j —[ . U __ui (7 Alz +Lﬁr j+l 25_:‘,/2"' Uit
TAY T 2AY AY  Re (A7)
Veya yeni bir dizenleme ile
V. Ay v, Ay — AU , _ u, X
A=t g L Ve g AV g oM gAY
Re 2 Re 2 Ax Re L (Ay)
olmak Uzere
u,,, =u,, +hldu,,, +Bu,,  +C|

seklinde diizenlenebilir. Boyutsuzlastiriimis sireklilik denklemi de daha dncekine benzer
bicimde ayriklastirilarak asadidaki sekle gelir:

_ Ay (. _ _ _
i = Vij-1 +E(”i,,‘ TU U T ui+1,j—])

=

Bu formtller yardimiyla bir kez hiz bilesenleri elde edildikten sonra sinir tabakanin global
buytklikleri hesaplanir.

Ornegin ylzeydeki kayma gerilmesi ylizey tzerindeki hiz u;; = 0 olmak lzere (ic noktadan
bir parabol gecirilerek

ve bdylece ylizey surtiinme katsayisi da

w ] u u
;= %;Uj = pUiZLAy (41’[1',2 —u,y3)=m(4”;,z _ui,3)

seklinde hesaplanabilir.
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Sinir tabaka kalinhdi her zaman oldugu gibi hizin kenar hizinin %99 una eristigi nokta
arastirilarak bulunur. Deplasman ve momentum kalinliklari ise hiz profilinin trapez kurali
kullanilarak integrasyonu yoluyla elde edilebilir.

Burada s6z konusu olan problem igin U.,= 10m/s olup levhanin karakteristik uzunlugu
L =1 m olarak alinacaktir.

Levhanin ilk I m lik kisminda basing gradyanti olmayip bu bdlgede Blasius denklemi
gegerlidir. Bu denklemin ¢6zimu yardimiyla basing gradyantinin oldugu bélge igin x=1m
de baslangig sartlar elde edilir. Buna gére x =1m de

Ux 101

Lokal Reynolds sayisi Re, = —=5x10"
v 2x10
Sinir tabaka kalinhigi d= 0x _ 3.0x1 =0.0224 m
JRe, 510°
o 1.721 .
deplasman kalinhgi o* = T 17201 =0.0077 m
JRe, J510°
Momentum kalinhgi 0= 0.66 x _ 06691 _ 0.00297 m
JRe, V5 10°
Sekil parametresi = L = 0.0077 =2.5926
0 0.00297
Sirtinme katsayisi C, = 0.664 _ 0.664 =0.00297

f_\/@_\/gloz

Levhanin karakteristik uzunlugu 1m alindigindan buradaki kalinliklarin ayrica
boyutsuzlastinlmasina gerek kalmamistir.

Levhanin dondiglu x =1 noktasinda y dogrultusunda Ay =0.00112 arahkla 100 nokta
alalim. Boylece bu noktalardan

5 0.0224

Ay 0.00112

adedi sinir tabakanin icinde kalacaktir. Diger noktalar ise levha boyunca giderek sinir
tabaka kalinlasacadi igin ilave edilmistir.

Kullanilan ¢6zim yontemi acik (explicit) sema oldugu icin akim dogrultusundaki Ax
adimini serbest segme olanagi yoktur. Bunu kararlilik kriteri belirleyecektir.

X =1 noktasindan itibaren ¢6zimin baglatilabilmesi icin ayrica bu istasyondaki hiz
profiline ihtiyag vardir. Bunun igin kolaylik bakimindan érnegin

w3, 1.5, _Y
7 658" 6=

kibik hiz profili kullanilabilir.
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Tablo: Howard tipi akimda agik formilasyonla sinir tabaka ¢é6ziima sonuglari

25

n X Ue 0 0* 0 H Cf
0 7.00000 7.00000  0.02240 0.008 0.00297 _ 2.59200 __ 0.00297
1 1.00188  0.99991 0.02128 0.008 0.00311 2.70365  0.00260

51 1.08290  0.99585  0.02240 0.009 0.00327 279783  0.00210

101 1.15457  0.99227  0.02352 0.010 0.00340  2.83169  0.00193

151 1.22068  0.98897  0.02464 0.010 0.00351 2.85486  0.00180

201 1.28248  0.98588  0.02576 0.010 0.00362  2.87348  0.00170

251 1.34070  0.98297  0.02688 0.011 0.00372  2.88978  0.00161

301 1.39581 0.98021 0.02800 0.011 0.00382 290480  0.00153

351 1.44816  0.97759  0.02912 0.011 0.00391 291909  0.00146

401 1.49801 0.97510  0.02912 0.012 0.00399 293299  0.00140

451 1.54558  0.97272  0.03024 0.012 0.00408  2.94667  0.00134

501 1.59105  0.97045  0.03024 0.012 0.00415  2.96026  0.00129

551 1.63457 096827  0.03136 0.013 0.00423  2.97384 0.00124

601 1.67626  0.96619  0.03136 0.013 0.00430  2.98745  0.00119

651 1.71624 0.96419  0.03248 0.013 0.00437  3.00114 0.00114

701 1.75460  0.96227  0.03248 0.013 0.00443  3.01491 0.00110

751 1.79144 0.96043  0.03360 0.014 0.00450  3.02879  0.00106

801 1.82683  0.95866  0.03360 0.014 0.00456  3.04278  0.00102

851 1.86084 0.95696  0.03472 0.014 0.00461 3.05690  0.00098

901 1.89354 0.95532  0.03472 0.014 0.00467  3.07115  0.00094

951 1.92499 0.95375  0.03584 0.015 0.00472  3.08553  0.00091

1001 1.95523  0.95224  0.03584 0.015 0.00478  3.10004 0.00087

1051 1.98433  0.95078  0.03584 0.015 0.00483  3.11469  0.00084

1.00 0.015 ——
0.98 1
0.010 1 00
0.96
Ue 0.94 -
‘ 0.005 - I
0.92 |
0.90 : : : : 0.000 : : :

1.0 1.2 1.4 1.6 1.8 2.0 1.0 1.2 14 X 1.6 1.8 2.0
0.003 3.1 o
0.002 301

cf o 29 1
H
0.001 | \ 28 -
27 -
0.000 : : : 26
1.0 1.2 1.4 1.6 1.8 20 10 12 14 16 18 20

Sekil: Howard tipi akimda sinir tabakanin karakteristik blytkltkleri

4.7.3- Sinir tabaka denklemlerinin ¢é6ziimii icin kapali semalar

Sinir tabaka denklemlerinin ¢6zUmi{ icin dedisik kapali formiulasyonlar uygulamak

mUmkuindar.

Ilk kapall semalardan birisi Parr (1963) tarafindan gelistirilmistir. Parr momentum

denkleminde y dogrultusundaki tlirevleri Crank-Nicolson yontemiyle

Ou 1| Uy — Uiy + Ui i — U

~
~

oy 2 2Ay 2Ay

o’u - i Uit — 2“i+1,j F U Ui T 2ui,_/ U
’ 2 (av) (av)
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ve x dogrultusundaki tlirevleri de ileri farklarla

Ou - U1~ U

ox Ax
seklinde ayriklastirarak sartsiz olarak kararli bir ¢g6zim ydntemini ortaya koymustur.

Daha basit bir ayriklastirma Grossman ve Schetz (1985) tarafindan gelistirilmis olup bu
yontem asadidaki 6rnekte incelenecektir.

Ornek 4.2:

Kinematik viskozitesi v=2.0x10"m2/s olan bir akiskanin 10 m/s hizdaki akimi icerisinde
akima paralel bir diiz levhanin yer aldigini, levha hiicum kenarinin 1 m gerisinden itibaren
bir rampa oldugunu ve bu rampa boyunca akim hizinin Ue(x) = 10.5-0.5x m/s seklinde
degistigini varsayiniz (Howard akimi). Bu hiz dagilimi bir ters basing gradyanti
yaratmaktadir.

Bu levha (zerindeki sinir tabakayi! x = 2.0 noktasina kadar hesaplayiniz. Sinir tabaka ters
basing gradyanti etkisiyle ayrilir mi, tespit ediniz.

Coziim:

Bu drnek daha dnce Thwaites-Walz yontemi kullanilarak ve ayrica acik formulasyonlu bir
sonlu fark yontemiyle incelenmisti. Burada kapali formilasyonlu bir sonlu fark yéntemi
uygulanacaktir. Problemin codgu girdileri acik yontemdekiyle aynidir. Denklemler yine
boyutsuz olarak

Sareklilik denklemi 5_u+5_v:0
ax  dy
_ ,_
Momentum denklemi ﬁa—u+va_” =U, du, LG_L;
& o °di Redy

seklinde kullanilacaktir. Sekildeki gibi bir ag yapisinda tiirevler ayriklastirilarak

ou _ My, TW j1

ox Ax
a_ﬁ _ l’_li+1,‘/'+1 _77;41,_;'—1 /
@y 2Ay

PR - _
ou _ Uil i+ 2ui+1,j +ui+1,j—1

@2 - (AJ_/)z

i i+1
Sekil - Sinir tabakada ag yapisi

ve momentum denkleminde yerlestirilerek

= Ui — U 45 Uirrjor " Wig 1 7 dU, +L“i+1,j+1 _2ui+1,j UL
2y M 1] ZA)_/ e df Re (A)_;)Z
(i+1) istasyonundaki bilinmeyenler cinsinden dlizenlenirse
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Au +Bu. , +Cu D

Wivl -1 Hivr Yivr v =5

elde edilir. Burada

4;=- Vi’j_+ ! =5 B = ul—i‘F% C,=| X -
20y Re(Ay) " | AY Re(4y)

— )
D =U, v, ]
j & ) A%

Boyutsuzlastirilmis streklilik denkleminin ayriklastiriimis bicimi daha 6nce oldugu gibidir:

_ _ Ay (.  _ _ _
Vij =Vt AT (ui,j U U _ui+1,j—1)

Momentum denkleminin ¢ézimu bu defa agik formulasyon Y
halindeki gibi basit bir formil seklinde degildir. Denklemde

Ug bilinmeyen olup yalniz basina ¢6zimi mdmkin
degildir.

Ancak sinir tabaka noktalarinin herbirinde (sinir noktalar Yo

haric) bu denklemin birer kez yazilabilecegi disinulirse i
sonucgta bir lineer denklem takimi elde edilir. Nitekim

yandaki gibi bir indisleme sisteminde bu denklem takimi "
B1”_‘i+1,1 + Czb_lm,z =D,
_ _ _ . Y1
A, +Bi,, +Ci,, .., =D, (j=2,3,.,NJ-2) Jo=0

Xi Xi+1

ANJ—I“H—I,NJ—Z + BNJ—Iui+1,NJ—I = DNJ—[ - CNJ—IUei+I

seklinde dizenlenebilir. Burada ilk denklem duvara komsu noktada, son denklem ise sinir
tabakanin kenarina komsu noktada yazilmis olup, sinir sartlari geregi duvar Uzerindeki hiz
sifir iken kenar nokradaki hiz bilinen dis akim hizina esit alinmistir.

Bu denklem sistemi matris formda yazilirsa katsayilar matrisinin diyagonal ve buna
komsu elemanlari disinda bitlin elemanlarinin sifir oldugu gorilir. Bu tipteki matrislere
tc-diyagonalli matris adi verilir.

B, & 0 0 0 0 L_‘m,o D,
4; B, G 0 0 0 L_‘m,z D,
0 A, B, C, 0 0 U, D,
0 0 0 Ays By Cys 0 Uirrns-s Dy, ;
0 0 0 0 Ay Byr Cyya | |Hivrws Dy,
L 0 0 0 0 0 Ay- Byyy ] (Hiernos Dy~ CNjflﬁeH]
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Bu tip denklem sistemlerinin ¢6zUmdi igin tercih edilen bir ¢6zim teknigi olan Thomas

yontemine iliskin bilgiler Ek-4 te yer almaktadir.

Hiz bilesenleri elde edildikten sonra sinir tabakanin global buyukltkleri daha énce acgik

formulasyonlu yéntemde oldugu gibi hesaplanir.

Kullanilan kapali sema sartsiz kararli oldugundan x dogrultusundaki adim uzunlugu
kalinhgi

serbest olarak secilebilecektir. Bu bakimdan sinir tabakanin baslangigtaki
mertebesindeki bir deger yani Ax=0.025 dederi segilmistir.
Tablo: Howard tipi akimda kapali formulasyonla sinir tabaka ¢6zimu sonuglari
n X Ue 0 g 0 H Cf
1 1.00000 1.00000 0.02240 0.008 0.00297 2.59000 0.00297
3 1.05000 0.99750 0.02128 0.009 0.00315 2.74492 0.00234
5 1.10000 0.99500 0.02240 0.009 0.00323 2.78601 0.00215
7 1.15000 0.99250 0.02352 0.009 0.00333 2.81155 0.00202
9 1.20000 0.99000 0.02464 0.010 0.00343 2.83039 0.00190
11 1.25000 0.98750 0.02576 0.010 0.00352 2.84617 0.00181
13 1.30000 0.98500 0.02576 0.010 0.00361 2.86031 0.00173
15 1.35000 0.98250 0.02688 0.011 0.00370 2.87357 0.00165
17 1.40000 0.98000 0.02800 0.011 0.00379 2.88643 0.00158
19 1.45000 0.97750 0.02800 0.011 0.00388 2.89922 0.00151
21 1.50000 0.97500 0.02912 0.012 0.00397 2.91218 0.00145
23 1.55000 0.97250 0.03024 0.012 0.00405 2.92551 0.00138
25 1.60000 0.97000 0.03024 0.012 0.00414 2.93933 0.00132
27 1.65000 0.96750 0.03136 0.012 0.00423 2.95379 0.00126
29 1.70000 0.96500 0.03248 0.013 0.00431 2.96899 0.00121
31 1.75000 0.96250 0.03248 0.013 0.00440 2.98505 0.00115
33 1.80000 0.96000 0.03360 0.013 0.00448 3.00207 0.00109
35 1.85000 0.95750 0.03472 0.014 0.00457 3.02018 0.00104
37 1.90000 0.95500 0.03472 0.014 0.00465 3.03949 0.00098
39 1.95000 0.95250 0.03584 0.014 0.00474 3.06014 0.00093
41 2.00000 0.95000 0.03696 0.015 0.00482 3.08230 0.00088
100 0.015
. P
0.98
0.010 x
Ue 0.96
0.94 0.005 I I
0.92 - I,
0'9010 1‘2 1‘4 1‘6 1.8 20 %00 ‘ ‘
: : : : : ' 1.0 1.2 14 x 1.6 1.8 2.0
0.003 3.1
3.0 _—
0.002 \ 29 | /
cf H
0.001 | 2.8 1
2.7
0.000 ‘ ; ‘ 2.6 ‘ ‘ ‘
1.0 1.2 1.4 1.6 1.8 2.0 1.0 1.2 1.4 1.6 1.8 2.0

Sekil: Howard tipi akimda sinir tabakanin karakteristik blyuklikleri
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4.7.4- Sinir tabaka denklemleri igin faydal bir degisken doniisiimii

Onceki béliimlerde sinir tabaka denklemlerinin ¢éziimi icin acik ve kapali formiilasyon
kullanan sonlu fark yéntemleri lizerinde durulmus, bazi érnek teknikler tanitilmistir. Daha
gelismis baska ydntemleri, sikistirilabilir ve tirbilansh hallerdeki uygulamalari literatirde
bulmak mimkdndur.

Orneklerde de gérildigi gibi sinir tabakanin giderek kalinlasmasi nedeniyle, hesaplar igin
olusturulan ag yapisinin sinir tabaka bdlgesini igine alacak bigimde genis tutulmasi
gerekmektedir. Bunun icin ya sinir tabaka baslangicinda duvara dik dogrultuda
gereginden cok fazla nokta alinmasi, ya da sinir tabaka kalinlastikga nokta sayisinin buna
uygun bicimde arttirilmasi gerekmektedir.

Ancak, bunlar yerine sinir tabaka kalinliginin sabite yakin kalmasini saglayacak bir
degisken donisumi yapilmasi faydali olacaktir.

Sinir tabaka kalinhginin diiz levha izerinde laminer halde x” ile orantili olarak arttigi
bilinmektedir. Nitekim diz levha lzerindeki ve kose etrafindaki benzer akimlar halinde
y/x” bilyukligl ile orantili bir dedisken tanimlanarak sinir tabakanin dénisim
dizleminde ayni kalinlikta kalmasi saglanmistir.

Genel bir akim halinde siphesiz benzerlik olmasi pek beklenmez. Bu bakimdan yapilacak
degisken dénisimi de sinir tabaka kalinhdinin dénidsim dizleminde tam olarak sabit
kalmasini saglamayacaktir. Ancak en azindan sabite yakin kalmasini saglayarak ¢ézim
aginin daha uygun genislikte segilmesi anlaminda faydal olacaktir.

Sinir tabaka dlizlemi; Dénliistim diizlemi;

Boyle bir degisken donlisimi genel olarak
_JIU,

N 2vs

seklinde 6nerilebilir. Bu degiskenlerle momentum denklemi,

T A e e e e

s:jiUedx'; n
0

sekline donlslir. Bu denklem Falkner-Skan benzerlik dénisimind andirmakla birlikte
denklemin sag tarafi Falkner-Skan akimlarindaki gibi sifir degildir. Bu farkhlik dis akim
hizlarinin kése etrafindaki akim hizlarindan farkli olmasindan, yani bir benezrlik ¢c6zimi
olmamasindan kaynaklanmaktadir.

Burada ayrica

; \|!=\/%f(s,n)

A
f = on

u
UG
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v:—Uem[a—ng+g+iJ
oson Os 2s
olup sinir sartlari da
f(s5.0)=0; f'(s,0)=0; lim, ., f'(s,n)=1
seklindedir. Kati cidar Gizerindeki sinir sarti, emme veya Ufleme halinde

1

f(S,O) =f, = —m vads

seklinde degisecektir.

Onceki bélimlerde izah edilen sayisal yéntemlerde bu dénistirilmis denklemleri bir
akim fonksiyonu kullanmak yerine

F(S,n):Ui

olmak Uzere
F'+B(1-F?)=VF'-2sFF,=0

sekline donlstirmek daha uygun olur. Buradaki V blyukligi donistlirilmis normal hiz
olup, dénustiridlmus streklilik denkleminden

2sF +V'+F =0

elde edilerek

n
v =v,—[(2sF,+F)dn

0
seklinde bulunur. Buradaki integral trapez kurali ile hesaplanabilir.

Donidstdrdlmids momentum denkleminin @ ¢é6zimid  igin  kapali  bir formilasyon
olusturulabilir. Bu amagla akim dogrultusundaki F; tlrevi ileri farklarla, dikey dogrultudaki
F’ve F” tirevleri de dnceki istasyonda merkezi farklarla ayriklastirilarak

AF, +BF,, . +CFE, =D,

it i+l j-1 it i+l,j i+1,j+1

seklinde bir denklem elde edilebilir. Burada

- F . V..

i:_;z_ l’]; ;= 22+BF;].+2S#; C[Z— ]2+ X
F?
D =p-2s—2>L
=P SAS

dir. Bu denklem takimi ic-diyagonalli olup, Thomas ydntemiyle ¢ézulir.
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EK
Uc-diyagonalli denklem sistemlerinin ¢oéziimii icin
Thomas yontemi
Hesaplamali akiskanlar dinamiginde ve Hesaplamali mihendisligin bazi problemlerinde
zaman zaman Ug-diyagonalli katsayilar matrisine sahip lineer denklem takimlariyla

karsilasihr. Ug-diyagonalli katsayilar matrisine sahip béyle bir lineer denklem takimi
matris biciminde normal olarak asagidaki gibi gosterilebilir.

ap ap 0 0 *i b
as a2 s X2 b,

0 as, as; X3 b;

0 0 0 i Qi @i 0 Xi b;
0 0 0 0 0 Ayn-r Ay | [ Xy by

Ancak katsayilar matrisinin gogu sifir olan elemanlari igin bilgisayar hafizasinda gereksiz
yer isgal etmemek ve gereksiz islemlerden kaginmak amaciyla (NxN) boyutlarinda bir
katsayilar matrisi yerine (Nx3) boyutlarinda bir katsayilar matrisi kullanacak bigimde bir
dizenleme ve buna uygun bir ¢6zlim algoritmasi kullaniimasi tercih edilir.

Co6zim icin c¢ok tercih edilen bir yontem Thomas algoritmasidir. Thomas algoritmasi
aslinda Gauss eliminasyon yonteminin (¢ kolonlu bir dikdértgensel matris kullanilarak
yapilan 6zel bir uygulamasidir.

Yukaridaki denklem sistemi

a_,; — 1 a; — d;; a;vp — U, by —
olmak Gzere dizenlenirse:
[ d, u, 0 . o 0 ] X, 7
L, dy, wu, .- o e 0 X, 7,
0 I, d; .- o e 0 X3 7y
o o0 0 I, d; wu 0 X, r,
L0 0 0 0 0 Iy dy | |xy Iy

Gauss eliminasyon ydnteminin esasinin diyagonal altinda kalan butin elemanlarin sifir
olmasini saglayacak islemler oldugu hatirlanirsa bu denklem sistemindeki ilk denklem /,
ile ve ikinci denklem de d; ile garpilip birinci denklem ikincisinden gikarildiktan sonra her
iki taraf d; ile bélinerek

lLydx, +1ux, =1 g - Lu, rl,
d,lyx; +dd,x, +duyx; =dr, ?
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elde edilir. Boylece ikinci denklemdeki x; bilinmeyeni yok edilmis veya dider bir deyisle
katsayillar matrisinde diyagonal elemaninin altindaki katsayi sifirlanmis olmaktadir. Bu

esitlik

seklinde yazilabilir. Béylece denklem sistemi

olmak Uzere

d,x, +u,x; =r,

d] u,; 0 0 X, vy
0 d, u, 0 X2 r
0 I, d; 0 X3 rs
o o0 0 I, d, wu 0 X; 7
L0 0 0 0 0 Iy dy | Xy Iy

sekline gelir. Yukarida yapilan eliminasyon islemi denklem sistemindeki ikinci ve Ggunci
denklem arasinda tekrarlanirsa, yani ikinci denklem /s ile ve lguncli denklem de d,' ile
carpilip yine birinci denklem ikincisinden cikarilip, karsilikl d,' ile bélinerek

lid,x, +1u,x, =1,r, Lu Lr,
3.22 3.23 3.2 ' - d3—3,2 x3+u3x4=1”3—3—,2
dyl;x, +d,d;x; +dyu;x, =d,r d, d,
veya yine
. lu . Lr, . ; ;
d,=d, -2 ; r=r, —22 olmak tizere dyx, +u,x,=r
3 3 3 3 343 374 3
d, d,

elde edilir. Bu denklemde de x, bilinmeyeninin ortadan kalktigi ve katsayilar matrisinde
Uglincl satirda diyagonal altindaki elemanin sifir yapildigi gérilmektedir.

Benzeri islemler daha sonraki denklemler icin de tekrarlanabilir. Bunun igin yukarida
cikartilan bagintilar karsilastirilarak bir genellestirme yapilirsa

d=g -l dine (i=2,3,..N)
di di,
elde edilir. Bu durumda denklem sistemi de
_dl u, 0 | X, 7
0 d, u 0 X2 "
0 0 d, X3 s
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sekline gelir. Bu denklem sisteminde en sonuncu denklemden xy bilinmeyeninin kolayhkla
cOzilebilecegi gorilmektedir:

Bulunan bu blyuklik bir tstteki denklemde kullanilarak

_ PN TUN Xy
Xnog = "

dN—]

bulunur. Benzeri islem herhangi bir x; bilinmeyeni igin

U Xyy

d;

1

seklinde gerceklestirilir.
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