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BOLUM 3
LAMINER AKIMIN DIFERANSIYEL DENKLEMLERI

3.1. Giris

Bu bdlimde hareket denklemlerinin sinir tabaka formlari incelenecektir. Bu amacla
diferansiyel buyuklikteki bir akiskan elemanina korunum ilkeleri uygulanacaktir.
Incelemelerin kapsami milkemmel gazlar icin iki-boyutlu ve eksenel-simetrik akimlarla
sinirh tutulacaktir. Ortaya c¢ikan denklem sistemi matematiksel olarak karmasik olmakla
birlikte akimin sinir tabaka igerisindeki ayrintilarini yansitabilmektedir.

3.2. Kiitlenin korunumu: Sureklilik denklemi

Iki-boyutlu sinir tabaka akimi icinde Sekil 3.1 deki gibi diferansiyel biytikliikte bir kontrol
hacmini ele alalim.

ov p
v+ﬁdy P+ay dy
0
p+aLdy ¢ T+Wdy
%)
o _
P p+(’;’X ax ~
y —> -~ u+—dy
op
P ] p+87dx
p

Sekil 3.1- Viskoz tabakada kiitle ve momentumun korunumu igin kontrol hacmi

Bu kontrol hacmine sol taraftan giren, sag taraftan gikan debiler arasindaki fark

op Ou ou op Op Ou 2 G(pu)
+—d +—dx |dy —pudy =|p—dx +u—dx + ——(d. dy =| ——=|dx d
(p ox xj(u ox x) v opuay [pax 3 u@x 3 ox 6x(x)} 4 { ox T

alt taraftan giren ve (st taraftan cikan kitlesel debiler arasindaki fark

(p+@dyJ (V +8—vdyjdx —pvdx ={pa—vdy +v@dy +@a—v(dy)2}dx E{M}dx dy
Ay oy oy oy 0y 0y oy

olup, kontrol hacminden g¢ikan net debi kontrol hacmi igerisinde birim zamanda meydana
gelecek kiitle dedisimine (azalmasina)

_8(pu) +_8(pv) dx dy = —@dx dy
ox oy ot

seklinde esit olacaktir. Bu baginti dizenlenerek
ot Ox oy
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seklinde getirilebilir.

0 10 10
Ayni baginti eksenel-simetrik halde L2 (pur)+_ (pvr) =0
ot r Ox r or

seklini alir. Burada r blyUkligu simetri eksenine olan radyal uzakhdi belirtmektedir.

Sabit yogunluklu akim halinde duzlemsel ve eksenel-simetrik sureklilik denklemleri, akim
daimi olsun veya olmasin

ou Ov
— +—=0 ve _
ox oy r ox r or

sekline indirgenir.

Agikga gorulmektedir ki slreklilik denklemi, sabit yodunluklu halde lineer bir adi
diferansiyel denklemdir. Denklemde viskozite bilylUkliglu yer almadigindan viskoz ve
viskoz olmayan akimlarin her ikisinde de gecerlidir. Denklemde birden fazla bagimli
degisken oldugundan baska denklemlerle birlikte ¢cozilmelidir.

Sureklilik denkleminin iki-boyutlu (dizlemsel veya eksenel-simetrik) bigcimi akim
fonksiyonunun tanimina goétirmektedir. Nitekim

ov_ . _ov_

u, %

oy Ox

seklinde bir w skaler fonksiyonu tanimlanirsa bunun sireklilik denklemini sagladigi
gorilmektedir. Bu skaler fonksiyon eksenel-simetrik halde de

a—\V:ur" _5_\|l=
or ox

vr

seklinde tanimlanir. Sikistirilabilir halde akimin daimi olmasi kaydiyla bu tanimlamalar

a_\v:pu; _a_\ll:pv
Oy ox

oy ) oy
— = pur; —— =pvr
or P Ox P

seklinde yapilir.

Akim fonksiyonu kavrami bilinmeyen sayisini bire indirerek streklilik denkleminin
¢6zUmulne imkan yarattidi icin faydali olmaktadir.

3.3. Momentumun korunumu: Momentum denklemi

Sinir tabaka yaklasiminda yizeye dik dogrultuda basing sabit oldugundan momentum
denkleminin sadece x dogrultusunda yazilmasi yeterli olur. Buna gore yine Sekil 3.1 deki
kontrol hacmi dikkate alinarak, kontrol hacmine soldan giren ve sagdan gikan kutlelerin x
dogrultusunda tasidiklari momentumlar arasindaki fark
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2
(u +6_udx)[pu +de} dy —u(pu)dy = de dy
Ox Ox Ox

alt taraftan giren ve Ust taraftan cikan kitlesel debilerin yine x-dogrultusunda tasidiklari
momentumlar arasindaki fark

ou a(pv) Apuv)
u +—dyJ [pv +—dy}dx —puvdx = ——=dx dy
( oy y oy

seklinde yazilabilir. Kontrol hacminde x-dogrultusunadaki momentum ayrica kitle
miktarinin zamanla dedismesi sonucunda da

o(pu)
NPY) 4 ¢
o Y

kadarlik bir degisim gosterecektir. Buna gére net momentum dedisimi

olpu) , olpu’) , alpuv)
ot ox oy

}dx dy

olarak elde edilir. Ki bu momentum degisimi x-dogrultusunda etkiyen bileske kuvvetle
dengelenecektir.

Kontrol hacmi igindeki akigkan kitlesine etkiyen kuvvetler bliinyesel ve ylzeysel kuvvetler
olmak Uzere iki gruba ayrilir. Burada x dogrultusunda etkiyen blinyesel kuvvetler kisaca,
birim hacim basina f, ile temsil edilecektir.

Codu pratik problemde ylizey kuvvetleri basing kuvvetleri ve tegetsel kuvvetlerdir. Sekil
3.1 e gore x-dogrultusundaki basing kuvvetlerinin bileskesi

pdy —(p +a£dxjdy = —a—pdx dy
Ox Ox

olur. Sinir tabaka igerisinde basing y dogrultusunda degismediginden kismi tlirev yerine
adi tirev alinmasi disunilebilir. Ancak burada daimi olmayan haller géz dnine alinarak
basincin x yaninda t dediskenine de bagh olacagi dislincesiyle kismi tliirev semboli
muhafaza edilmistir.

x-Dogrultusundaki tedetsel kuvvetler kontrol hacminin alt ylzeyindeki yavaslatici ve Ust
yuzindeki surikleyici kayma gerilmelerinden kaynaklanmakta olup, bunlarin bileskesi

(r+ﬁdyjdx —1dx =ﬁdx dy
Oy y
seklinde yazilabilir.

Momentum dedisimi ile kuvvetlerin bileskesi esitlenerek

8(pu)+ 8(pu2)+ Apuv) =—a£+ﬁ+f
ot ox oy ox Oy *

veya yeni bir dizenleme ile
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o

ApY/ - £/
ox oy ot Ox ox oy

L{Z—‘;+ a(pu)+—a(pv)}+p{a—”Jrua—u+

ou
Yy — =
oy
elde edilir. Burada ilk parantez igindeki terimler toplami sireklilik denklemi geredi sifira
esittir. Geriye kalan terimler yogunlukla boliinerek

ou ou
—tu—+
ot Oox

you__1op 1ot fo
d pox pdy p

elde edilir. Bu esitlik dizlemsel, zamana bagl, sikistirilabilir sinir tabakalar icin blinyesel
kuvvetleri de iceren denklem olup, gikartilmasi sirasinda akimin laminer olup olmadigi
dikkate alinmamistir. Bu bakimdan gerek laminer, gerekse tirbllansh akimlar igin
gecerlidir. Laminer ve tlrbllansh sinir tabakalar arasindaki tek fark bu denklemdeki 7
kayma gerilmesinin modellenmesi sirasinda gortlecektir.

3.3.1 Laminer kayma gerilmesinin modellenmesi

7 kayma gerilmesinin modellenmesi, énce sinirli bir hal dikkate alinarak agiklanabilir.
Blinyesel kuvvetlerin olmadidi, daimi, sabit yodunluklu sinir tabaka igin sureklilik ve
momentum denklemleri sirasiyla

ou Ov
—+—=0
ox Oy
Ou ou 1op 1on
Pe—=F P =—= ==
& d pax poy
seklindedir. Basincin  p(x) seklindeki degisimi tamamiyla dis akim tarafindan

belirlenmekte olup bu denklem sisteminin bilinmeyenleri, u, v ve 7 ‘dur. Iki denkleme
karsilik Ug bilinmeyen bulundugundan denklem sisteminin ¢ozUllebilir hale gelmesi igin
Uglinci bir denkleme (veya badintiya) ihtiyac vardir. u ve v hiz bilesenleri arasinda direkt
bir iliski aramanin anlami olmayip aranan Uglinct badintinin z igin olmasi gerekir. Yani 7
blylkligu dider buyuklikler cinsinden bir bicimde ifade edilmelidir. Bunu ifade edis
bicimi “modelleme” olarak adlandirilir.

Newtonien bir akiskanin laminer sinir tabakadaki akisi igin

Tzug

badintisi gecerlidir. Bu halde viskozite katsayisi u=p(T) seklinde sadece akiskanin fiziksel
bir 6zelligi ve sicakhdin bir fonksiyonu olup akiskanin hareketinden bagimsizdir. Non-
Newtonien akiskanlarda bu baginti biraz daha karmasiktir.

3.3.2 Momentum denkleminin laminer akimda gesitli bigimleri

Kayma gerilmesi igin verilen baginti momentum denkleminde kullanilarak ve biinyesel
kuvvetle ilgili terim ihmal edilerek
oy

ou ou
pl —+u—+
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elde edilir. Sayet akimda sicaklik degisiyorsa pu=u(7) olup en son terimde p katsayisi
tlrevin icinde tutulmahdir.

Sayet akim eksenel simetrik ise momentum denklemi

[au ou au} op 18( 8uj
pl—+u—+ =——+——|

y— y—
ot Ox or Oox r or or

seklinde olur. Eksenel simetrik cisim Uzerinde Sekil
3.2 deki gibi bir koordinat sistemi kullanilirsa
momentum ve sireklilik denklemleri

Ou ou Ou dp O Ou
pl —+u—+v—|=—"+—| u—
ot ox oy ox oy\ Oy

0 ot o oy Sekil 3.2- Eksenel simetrik sinir tabaka igin
godvdeye bagh eksen takimi

seklinde yazilabilir. Burada ry(x) lokal gévde

yarigapidir. Bu denklemler keskin koseler olmamak ve 8 << r, olmak kaydiyla gecerlidir.
Yani d2r,/dx2 tlrevi uygun bicimde olmalidir. Momentum denklemi diizlemsel haldeki ile
aynidir. Streklilik denklemi ise bir miktar farklihk géstermektedir. Siireklilik denklemi bu
farkhligi icerecek bigimde duzenlenmis olup, j=0 igin diuzlemsel hal, j=1 icin de eksenel
simetrik hal elde edilmektedir.

Sabit yogunluk halinde sireklilik denklemi, akim daimi olsun veya olmasin

6(ur,,j ) N 8(vr0j) _0
ox oy

sekline gelir. Sabit 6zellikli akim halinde (ki gaz akimlari icin sabit yogunluk haline karsilik
gelir) momentum denklemi

Ou Ou Ou 10p 0’u
—tu—+v—-= +v
ot ox oy p Ox oy’

sekline gelir. Daimi akim igin ilk terim ortadan kalkar ve basincin tlrevi de adi tlirev
sekline gelir.

Momentum denkleminin faydali bir bicimi de akim fonksiyonu sokularak elde edilir. Iki-
boyutlu halde hiz bilesenlerinin akim fonksiyonu cinsinden ifadeleri momentum
denkleminde yerlestirilerek

2 2 2 3
T U O GYON | Aap O

Ootdy Oy oxody ox oy’ pox oy’

elde edilir. Denklemin tek bilinmeyeni y(x,y,t) bayukliguduir.
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3.4. Enerjinin korunumu: Enerji denklemi

Akimdaki 1sil enerji ic enerji, antalpi veya sicaklik cinsinden ifade edilebilir. Bu (g
bUyUklagin toplam dederleri (durma noktasi dederleri) de kullanilabilir. Bu nedenle
literatlirde enerji denkleminin bir gok bigimini gérmek mimkundur.

Enerjinin korunumu termodinamigin birinci yasasi ile ifade edilir. Bu yasa bir sistemin
enerjisindeki dedisimin s transferi ile is arasindaki farktan kaynaklandigini belirtir. Yasayi
Sekil 3.3 deki diferansiyel kontrol hacmine uygulayalim.

+99 4 N
b oy y T+‘/Ldy

ov ar
v+Wdy T Z’+8y dy
—

Sekil 3.3- Sinir tabakada enerjinin korunumu igin kontrol hacmi

alNO ou ou

Sinir tabaka yaklasimi geredi =0, —>>—, u>>v
y simi gereg Y Py o
Sicaklik alani igin benzeri sekilde or >> or
oy ox

Mikemmel bir gaz akimindaki enerji degisimi isil enerji ile kinetik enerji degisimlerinin
toplami olarak

2 2
de +d| | =c dT +d|
2 2

seklinde ifade edilebilir. Kontrol hacmine soldan giren kitlelerin soktugu enerji

2
pu(e + %] dy

ve sagdan gikan kutlelerin gikardidi enerji

o o (), 2 )

Alt ylizeyden giren ve (st ylizeyden gikan enerjiler
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u?
vl e+— |dx
2 2
pv+Mdy e+ +i e+ dy |dx
oy 2 oy 2

Ayrica kontrol hacmi icindeki kitle miktarinin zamanla degisiminden kaynaklanan enerji

dedisimi de
0 u’
—|ple+—||dx d

seklinde yazilabilir. Bu buyuklikler birlestirilerek net enerji degisimi, dx,dy — 0 igin

0 u’ 0 u’ 0 u’
pl —|e+—|+u—|e+—|+v—|e+—
ot 2 ox 2 oy 2

olarak elde edilir.

Isi akisi g vektort ile belirtilirse ve sinir tabaka yaklasimi geregi 1si akisinin sadece
kontrol hacminin alt ve Ust ylzeylerinde 6nemli oldugu dikkate alinirsa net isi akisi igin

aq, aq,
qydx—(qﬁr%dy]dx:— aq"
) v y

dxdy

yazilabilir.

Blinyesel kuvvetler ihmal edildigi takdirde sistem (zerinde is yapan kuvvetler sadece
basing kuvvetleri ve viskoz kuvvetler olacaktir. Kontrol hacminin dikey ylzleriyle yatay
ylzeylerine etkiyen kuvvetlerin yaptiklari net isler sirasiyla

L) gy ve ~2PY) gy

ox oy
Kontrol hacminin alt ve st ylizeylerindeki tedetsel kuvvetlerin yaptigi net is de

[ G(Tu) ] a(ru)
—tudx+| tu+——=dy |dx =——=dxdy
oy Ay

seklinde ifade edilebilir.

Sistem (zerinde basing kuvvetlerinin ve tedetsel kuvvetlerin yaptigi net isler
birlestirilerek

[G(W) o(pu) a(”V)}zxdy

oy ox oy

elde edilir.
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Simdi, termodinamidin birinci yasasi geredi, kontrol hacmine sokulan isi ile sistem
Gzerinde yapilan is toplami kontrol hacminin enerjisindeki degisime esitlenirse, birim
hacim basina

p[é[egwﬁ(ﬁgjﬂz(ﬁzﬂ:_%+a<w>_a<w>_a<pv>

ot ox oy 2 oy oy ox oy

elde edilir. Bu esitlik enerji denkleminin pek kullanigh olmayan bir bigimini
olusturmaktadir.

Bu esitligin solundaki terimler, materyal tlrev tanimi geregi

0 u’ 0 u’ 0 u’ D u’
—le+— |+u—| e+— |[+v—| e+— |=—| e+—
Ot 2 ox 2 oy 2 Dt 2

D[ uZJ: oq, a(ru){@(pu)ﬁ(pvq

ile belirtilerek enerji denklemi —| e+ — +
) P oy oy Ox oy

2

seklinde yazilabilir.

Ote yandan antalpi tanimindan h=e+

Materyal tirev alinarak p—=p—

Sireklilik denkleminden

ot ox oy

@4_ @4_ @ a_u @ :0
ot ox oy ox oy
Dp__ (0w ov

Dt ox Oy

Yukaridaki materyal turevde kullanilarak p—=p————-p

De  Dh dp 6(pu)+8(pv)
Dt th ot

UZB 386 Sinir Tabaka 2007-2008 Bahar Yariyili Ders Notlari M. Adil Yikselen



B6lUim 3: Laminer akimin diferansiyel denklemleri

Buradan basingla ilgili tlrevler gekilerek

Enerji denkleminde kullanilarak

ve dizenlenerek

elde edilir.

x-Momentum denklemi

iki tarafi u ile carpilarak

dizenlenerek

veya

sekline gelir. Bu denklem

enerji denkleminin son halinde

kullanilarak

Ayrica

dh=c,dT

olup

Oox

IR

Dh
Dt

+£%3+

ot

De
th

oq
oy

Dh

D( u’ )
p—| e+ =——+

Oy

o(m) _

De_

Dh
Dt

dq

Y

o(w)

+£§Z+

ot

De

Dt

+p—-—

Dt

e

Dt oy oy ot

%, o(w)

e
o

Oy

Dh 8p

Dt 8x

617
ay

mekanik enerji denklemi

oq

Y

oy

aqy

o(w)
oy

oy

ot
U—+T
oy

e
o

ou ou_ op
oy Ot

Oh Oh
p| —+u—+v
ot ox

oy

ox

oy

au
oy

+£§Z+
ot

o | O
P ar o

oT

ﬁy} ox

G

ot Oy

oy
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elde edilir. Bu badinti sinir tabakalar igin enerji denkleminin gok tercih edilen kullanigh bir
bicimini olusturmaktadir. Buradaki kayma gerilmesi ve 1si transfer hiz henlz

gegerlidir.
3.4.1 Laminer 1s1 akisinin modellenmesi

Bilinen gogu akiskanin laminer sinir tabakasi igin 1si iletimi

L

%y

q, = Fourier yasasi

ile modellenir. Burada k buyldkliglu akiskanin fiziksel bir 6zelligi olup sicakligin bir
fonksiyonudur: k=k(T).

Bu ifade ve ayrica Newtonien akiskanlar igin kayma gerilmesi modeli enerji denkleminde
kullanilarak

or or or| of,er ouY o op
c|—+u—+v—|=—|k— |+p| — | tu—+—
Pl ot ox oy | ovl oy oy ox Ot
Bu denklem sabit 6zellikli akiskanlar igin
or or or| . &T (ou) ap op
pc,| —tu—+v—|=k—+pu| — | tu—+——
Pl ot ox 0Oy oy oy ox Ot
sekline gelir.
Eksenel simetrik sinir tabakalar igin benzeri denklemler
B 7 2
"l ot o&x oy| ror\ or or ox Ot
ve
6T oT oT| &k a( 6Tj (aujz op op
pc, | —tu—+v— |=——r— |+p| — | tu—+—
"l ot ox oy | ror or or ox Ot
seklindedir.

3.6. Eksenel simetrik denklemlerin iki boyutlu bicime donilisiimii

Bazi hallerde eksenel simetrik bir cisim etrafindaki sinir tabakanin hesaplanmasi problemi
esdeder iki-boyutlu bir cisim Uzerindeki sinir tabakanin hesaplanmasi problemine
indirgenebilir. Akima dik egriligin etkisinin kiclik oldugu (5<<r,) hallerde bu indirgemeyi
saglayan bir donlisim Mangler (1945) tarafindan ortaya konmustur. Sikistirilabilir sekli
de mevcut olan dénlisim burada sabit-yodunluklu, sabit 6zellikli akis igin gosterilecektir.

Eksenel simetrik haldeki daimi akim icin

G(uro) N 6(er)
ox oy

Sureklilik =0
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ou ou_ 1op o’u
Momentum Uu—=+v ———+V—
ox 8y pox Oy
- 1o, — Yy
X —FL rydx'; y =
denklemlerinde I d
u=u, V:—(erQiJ; _e(x):Ue(x)
7 7, dx
0 0
(@, o0 _,
x oy
déndsimleri uygulanirsa 5
_ou _om_ ldp o'
U—+v—=—-—"-+vVv_—
ox 6)7 p dx oy

elde edilir. Bu donusim yontemi ileride gorlilecedi gibi bazi basit sonuglarin dogrudan
gelistirilmesini saglar. Ayrica sinir tabaka problemlerinin sayisal ¢6zimiinde hesaplama

bélgesinin seklinin dénustirilmesinde de yarali olmaktadir.
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