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SIFIR HUCUM ACILI BiR KONi UZERINDEKI SOK
ACISINDAN HAREKETLE SUPERSONIK AKIM HIZININ
TESPITI

1- Giris:

Stipersonik riizgar tiinellerinde deney hizinin kalibrasyonuna iligkin ¢alismalar daha
sonra gerceklestirilecek olan deneysel caligmalarin giivenilirligi bakimindan son
derece onemlidir. Bu ¢aligmalar sirasinda 6nemli bir kontrol yontemi olarak akima
sifir hilcum agisinda yerlestirilmis olan bir koni etrafindaki akimda olusan egik sokun
acisindan yararlanilabilir. Nitekim koni acgis1 verildiginde e8ik sok acis1 hassas bir
sekilde Oolciiliirse, bu iki veriden yararlanarak serbest akimin Mach sayisi
hesaplanabilir. Bulunan bu deger de baska yontemlerle elde edilen Mach sayisinin
tahkiki i¢in iyi bir referans olarak kabul edilebilir.

Koni etrafindaki eksenel simetrik akimin analitik ¢Oziimiine yonelik 6nemli bir
calisma literatiirde Taylor-Maccoll yontemi [1-3] olarak bilinmekte olup, bu yontem
cesitli yazarlar tarafindan genel olarak iki farkli bi¢imde uygulanmistir. Bir
uygulamada Mach sayis1 ve sok acist segilerek bu degerleri saglayacak koni agisi
tespit edilmekte, degisik Mach sayilar1 ve sok acilart i¢in elde edilen koni agilari
grafikler haline getirilerek kullanilmaktadir [1]. Diger uygulamada ise bir koni agis1
ve bu koni {lizerinde tegetsel hiz secilerek bunlara karsilik serbest akim Mach sayis1 ve
sok acist tespit edilmektedir. Yine degisik koni agilar1 ve tegetsel hizlar icin Mach
sayilart ve sok acilar1 bir grafik iizerinde yerlestirilerek uygulamada bu grafikler
kullanilmaktadir [2,3].

Bu caligsmada her iki tip uygulama i¢in, tepe acist verilmis bir koni etrafindaki eksenel

simetrik akimda olusan egik-konik sok acis1 Olgiildiigiinde serbest akimin Mach
sayisinin iteratif hesabina yonelik bir caligma sunulmustur.

2- Koni Etrafindaki Eksenel Simetrik Akimin Fiziksel Yapisi:

Diizlemsel bir egrinin bir eksen etrafinda dondiiriilmesiyle elde edilen sekle eksenel
simetrik cisim adi1 verilmektedir. Sekil 1a ’da (r, @, z) silindirik koordinat sisteminde
gosterilen boyle bir cisim sifir hiicum agisiyla {iniform paralel bir akima maruz
kaldiginda cismin etrafindaki akim alani1 da cismin simetri eksenine gore simetrik,
yani biitiin akim biiyiikliikleri ¢ den bagimsiz olacaktir;
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Akim biiytikliiklerinin sadece » ve z ye bagl oldugu bdyle bir akim alani eksenel
simetrik akim olarak adlandirilir.

Sayet eksenel simetrik cismin akim dogrultusundaki profili bir dogru seklinde ise bu
defa bir koni etrafindaki eksenel simetrik akim s6z konusu olup, bu tipten akimlar
hareket denklemleri tam (exact) olarak ¢oziilebildiginden ve ¢ogu yliksek hizli roketle
birgok siipersonik ugagin burun kisimlari1 konik oldugundan pratikte hayli 6nemlidir.

Sekil 1b *de goriildiigii gibi yar1 tepe agist 6, olan keskin uglu ve akim ydniinde yari-
sonsuz uzunlukta bir koniyi gézdniine alalim. Koni bir siipersonik akim igerisinde yer
aldiginda tepe noktasina bagl konik bir egik sok meydana gelecektir. Siipersonik
serbest akimdan gelen bir akim ¢izgisi bu soku gecerken yon degistirecek ve sokun
gerisinde biikiilerek sonsuzda asimptotik olarak koni yilizeyine paralel hale gelecektir.
Iki-boyutlu akim halinde bir kose etrafinda olusan egik-soku gegen akim ¢izgisinin
soku geger gegmez hemen yiizeye paralel hale geldigi hatirlanirsa, konik halde 6nemli
bir farklilik oldugu dikkati cekmektedir.

Isin boyunca
p TV, p sabit

a) Eksenel simetrik akim b) Koni etrafinda siipersonik akim

Sekil 1

Eksenel simetrik bu akimda koni ylizeyi boyunca biitiin akim biiytikliikleri sabittir.
Koni ylizeyi tepe noktasindan ¢ikan bir 151n seklinde olup, koni ylizeyi ile sok dalgasi
arasinda kalan benzeri baska 1sinlar gézoniine alinirsa bu 1sinlar boyunca da akim
biiyiikliikleri sabittir. Akim 6zellikleri sadece bir 1sindan digerine degisme gosterir.
Konik akimin bu 6zelligi deneysel olarak da tespit edilmistir.

3- Konik Akim icin Taylor-Maccoll Formiilasyonu:

Daimi akim i¢in siireklilik denklemi kiiresel koordinatlarda
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seklinde yazilabilir. Eksenel simetrik konik akimda eksenel simetri ve radyal
dogrultuda akim biiyiikliiklerinin sabitligi sartlar1 sirasiyla



i =) ﬁ =(
Y or
seklinde uygulanarak bu denklem
ov op
2pV_+ pV, cot O + L +V,——==0 1
PV, +pV, Py Ve, (D

sekline getirilebilir.

Konik akimda meydana gelen sok dalgasi dogrusal olup, soku gegen biitiin akim
cizgileri boyunca antropi artiglar1 aynidir. Dolayisiyle konik akim alaninda Vs=0
dir. Ayrica akim adyabatik ve daimi olup

4h, =0
dir. Bu sartlarda Crocco denklemi geregi
VxV =0
elde edilir. Yani konik akim irrotasyoneldir. Kiiresel koordinatlarda bu son baginti
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seklinde olup, burada e, e, ve e, swrasiyla r, 6 ve ¢ dogrultusundaki birim
vektorleridir. Eksenel simetrik konik akim sartlar1 kullanilarak bu denklem
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seklinde son derece basit bir hale gelir. Bu son denklem konik akim igin
irrotasyonellik sart1 olarak da ifade edilebilir.

Akim irrotasyonel oldugundan Euler denklemi herhangi bir dogrultuda tatbik
edilebilir:

dp =-pVdV



Bu bagintida bileske hiz yerine hiz bilesenleri cinsinden
V:=V: + vV, (3)
yazilarak

dp=-p(V.dV. +V,dV,)

ve izantropik akimlar i¢in
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oldugu hatirlanarak
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elde edilir.

Diger taraftan sabit depo sartlarinda teorik olarak elde edilebilecek bir maksimum hiz
V. tarif edilerek (hiz maksimum oldugunda akimin teorik olarak sifir sicakliga

genisledigi ve boylece #=0 oldugu varsayilmaktadir) enerji denklemi
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seklinde yazilabilir. Bu bagint1 (4) bagintisinda kullanilarak Euler denkleminin konik
akimlara uygun bir sekli elde edilir.

dp 2 {v,dv,wedvﬂ 5)
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(1), (2) ve (5) denklemleri p, V, ve V,bagiml degiskenleri i¢in yazilmis iic denklem
olup, eksenel simetrik konik akim sartlar1 nedeniyle bu denklemlerdeki
degiskenlerden sadece & bagimsiz bir degiskendir. Bu nedenle denklemlerindeki
tiirevler adi tiirev olarak degerlendirilebilir. Bu durumda (1) denklemi
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ve (5) denklemi de
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seklinde diizenlenerek ve bu sonuncu baginti bir 6ncekinde kullanilarak
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veya yeni bir diizenleme ile
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bulunur. Bu denlem konik akimlar i¢in Taylor-Maccoll denklemi olarak bilinir.
Sadece V, = f(6) degiskenine bagli bir adi diferansiyel denklemdir. Coziimii bir kez
elde edilirse ¥, biytkliginin de (2) denklemi yardimiyla elde edilmesi mimkiin
olur.

(6) denklemi ancak nilimerik olarak ¢oziilebilir. Niimerik ¢oziimii kolaylagtirmak
acgisindan
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seklinde bir tanimlama yapilarak bu denklem
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seklinde yazilabilir. Buradaki 7 boyutsuz hizi sadece Mach sayisinin fonksiyonudur.
Bunu daha acik bir sekilde gérmek i¢in enerji denklemi diizenlenerek
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elde edilir.

4- Taylor Maccoll Denkleminin Savisal Coziim Teknigi:

Konik akim i¢in elde edilen Taylor-Maccoll denkleminin ¢6ziimii igin literatiirde iki
farkl1 yol onerilmistir.

a) Ters (Invers) Yontem:

Anderson [1] tarafindan onerilen bu yontemde 6, sok agis1 problemin verisi olarak
kabul edilir ve secilen bir M, serbest akim Mach sayisinda bu soku yaratacak koni
tepe agis1 @, aranir. Yontemin asamalar su sekilde siralanabilir:

- Verilen sok acis1 ve secilen serbest akim Mach sayisi iki-boyutlu egik sok
bagintilarinda kullanilarak sokun gerisindeki A, Mach sayis1 ve akimdaki 6 sapma
acisi
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seklinde hesaplanir. Bulunan bu degerler akim geometrisinde kullanilarak (Sekil 3)
sokun gerisindeki bileske hiz ile hizin radyal ve normal bilesenleri
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seklinde elde edilir.

Sekil 3: Soku gegen akimin geometrisi

- Bulunan radyal hiz bileseni baslangi¢c sarti olmak {izere, verilen sok agisindan
itibaren & acis1 kiiciik adimlarla kiigiiltillerek Taylor-Maccoll denklemi niimerik
olarak ¢oziiliir ve bu islemler normal hiz bileseni sifir oluncaya kadar siirdiiriiliir.

- Normal hizin sifir oldugu durumdaki € agisi, verilen serbest akim Mach sayisinda,
verilen egimdeki soku yaratan koninin yari-tepe acist olacaktir. Ancak genellikle
bulunan bu koni agis1 uygulamada ilgilenilen asil koni agisiyla ayni olmayip, ayni sok
acisinda serbest akim Mach sayisini degistirerek bu hesaplarin istenilen koni agisi
elde edilinceye kadar iteratif olarak tekrar edilmesi veya bir ¢ok ¢6ziim bir grafik
iizerinde birlestirilerek garfikler yardimiyla ¢6ziime ulagilmasi gerekir.

b) Direkt yontem [2,3]:

Bu yontemde koni agis1 problemin verisi olarak alinir ve verilen bir serbest akim
Mach sayisinda olusacak sikun agis1 aranir. Yontemin agsamalari su sekildedir:

- Koni yiizeyi tizerinde tegetsel hiz i¢in bir deger secilip normal hiz sifir kabul edilir.
Bu baslangic sartlariyla 6 acist kiiclik adimlarla degistirilerek Taylor-Maccoll
denklemi niimerik olarak ¢oziiliir.

- @ acisinin her degerinde bulunan tegetsel ve radyal hizlardan akimdaki sapma,
bileske hiz ve buna karsilik gelen Mach sayis1
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seklinde hesaplanir. Ayn1 zamanda & agis1 sok agis1 gibi kabul edilerek iki-boyutlu
egik sok bagintilar1 yardimiyla serbest akim Mach sayis1 ve sok gerisindeki Mach
say1s1
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seklinde hesaplanir.

Sekil 4: Direkt yontem

- 6 nin her degerinde sok gerisindeki Mach sayisi i¢in iki-boyutlu egik-sok
hesabindan ve Taylor-Maccoll denkleminin ¢dziimiinden bulunan Mach sayilari
karsilagtirilir. Bu iki Mach sayisinin esit oldugu & acis1 verilen sartlarda (koni agis,
serbest akim Mach sayis1 ve koni yiizeyindeki tegetsel hiz) meydana gelecek sokun
egim acis1 olacaktir.

Ancak bu suretle bulunan sok agis1 genellikle ilgilenilen sok agisindan farkl
olacagindan sozii edilen biitiin bu islemlerin koni yilizeyindeki tegetsel hizin farkl
degerleri icin, istenilen sok acisina erisilinceye kadar iteratif olarak tekrar edilmesi
veya klasik ¢alismalarda oldugu gibi cesitli ¢ozlimler bir grafik iizerinde
yerlestirilerek ¢ozlimiin grafik iizerinde aranmas1 gerekir.



5. Sifir Hiicum Acili Koni Uzerindeki Egik Sok Acisindan Hareketle Siipersonik
Akim Mach Savyisinin Tespiti:

Stipersonik riizgar tiinelinde sifir hiicum agisiyla yerlestirilmis bir koni {izerinde
olusan egik sok bir Schlieren donanimi ile goriiniir hale getirilip fotografi alinarak
egim agis1 tespit edildigi taktirde, koninin tepe agisiyla sok agisindan yararlanarak
serbest akimin Mach sayis1 hesaplanabilir.

Bu amagla iteratif iki bilgisayar kodu gelistirilmistir. Kodlardan birisi (CONE1.FOR)
Taylor-Maccoll denklemini invers modda ¢ozerken digeri (CONE2.FOR) direkt
modda ¢6zmektedir.

a) Invers Yontem:

Invers yontem kullanan bilgisayar kodunda (CONE1.FOR) ana program verilen sok
acisinda (BETA SHOCK) serbest akim Mach sayist i¢in secilen bir ilk degerden
itibaren (M1=10 gibi) bir iterasyon dahilinde ¢esitli degerler alarak sok gerisindeki
akim sartlari1 (Akimdaki sapma, Mach sayisi, hiz, radyal ve tegetsel hizlar gibi)
hesaplamakta, bu ilk sartlardan hareketle Taylor-Maccoll denkleminin ¢6ziimiiniin
invers modda yapildiZt MACCOLL alt programindan gelen koni yari-tepe agisin
verilen koni acistyla karsilastirmaktadir. Gerekli yakinsama saglanincaya kadar
iterasyonu devam ettirmektedir.

MACCOL alt programi ana programdan gelen radyal ve tegetsel hiz bilesenleriyle
sok acist baslangi¢c sartlar1 olmak iizere acgilari kiiclik adimlarla azaltarak Taylor-
Maccoll denklemini ¢ézmekte, normal hiz bileseninin sifir oldugu agry1 koni agisi
olarak ana programa gondermektedir.

Her 6 adiminda Taylor-Maccoll denklemi dordiincii dereceden Runge-Kutta-Gill
yontemini uygulayan bir alt program (RKTGIL) vasitasiyla ¢oziilmektedir. Bu amacla
(7) Taylor-Maccoll denklemi
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seklinde yazilmistir.

Yontemin uygulanmasinda onemli bir kritik nokta iterasyon yakinsamaya basladigi
sirada ortaya ¢ikmaktadir. Sayet serbest akimin Mach sayisi verilen bir koni acisinda
verilen sok agis1 i¢in gereken Mach sayisindan daha kiigiik olursa egik sok denklemi
sok gerisindeki sapma agisini negatif degerli vermekte bu da ¢oziimiin ilerlemesini
engellemektedir. Bu bakimdan iterasyona yiliksek bir Mach sayisindan itibaren
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baslayip Mach sayisini iterasyon boyunca, higbir zaman ¢dziim sonucu ulasilacak
Mach sayisindan daha kii¢lik olmayacak sekilde kiigiiltmek gerekmektedir.

b) Direkt Yontem:

Direkt modda ¢6ziim yapan kodda ana program, verilen koni yari-tepe-agisina
(TETA_CONE) karsilik koni yiizeyi lizerinde boyutsuz tegetsel hiz (UBARO) icin
baslangi¢ degeri yiiksek bir deger (0.96-0.97 gibi) olmak iizere bir iterasyon dahilinde
cesitli degerler alarak her defasinda MACCOLL isimli alt programla hesaplanan sok
acisint (TETA) verilen sok acistyla (BETA SHOCK) karsilastirmakta, esitlik
saglanincaya kadar bu iteratif islemi devam ettirmektedir.

MACCOLL alt programi ana programdan gelen koni agisiyla (TETA CONE)
boyutsuz tegetsel hiz degerlerini (UBAR) ve koni iizerinde sifir normal hiz sartini
(VBAR=0) baslangi¢ degerleri olarak alip TETA acisini arttirarak Taylor-Maccoll
denklemini ¢cozmektedir.

Her TETA adiminda ¢6ziim invers yontemde oldugu gibi dordiincii dereceden Runge-
Kutta-Gill yontemi kullanan RKTGIL alt programi vasitasiyla gerceklestirilmektedir.

Bu yontem i¢in de bir kritik durum s6z konusu olup, iterasyonun baslangicinda egik
sok agis1 olarak kabul edilen ag1 koni agisina ¢ok yakin oldugundan iki-boyutlu egik
sok denklemi ¢oziim vermemekte, ancak & agis1t makul bir degere geldikten sonra
¢Oziim vermeye baslamaktadir.

6. Ornek Uygulama ve Sonuc:

Her iki bilgisayar kodu ITU 15x15 cm kesitli trisonik riizgar tiinelinde yapilmus bir
deney i¢in uygulanarak deney sonuclariyla karsilastirilmistir.

Deneysel caligmada, yari-tepe agis1 7.5 derece olan bir koni riizgar tiinelinin deney
odasina sifir hiicum agisinda yerlestirilmis ve deney sirasinda Schlieren goriintiisii
fotografa alinmistir (Sekil 5). Olusan konik-egik sokun acgist 20 derece olarak
Olgtilmiistiir.
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Sekil 5: Schlieren fotografi

Tablo 1: Invers yontemin (CONE1.FOR) iterasyon sonuglar1

Koni yaritepe Agis1 =7.50 Sok a¢is1 =20.00

ITER MI DELTA | VBAR TETA FARK
1 9.000000 14.705380 0.001853 17.200000 -9.700000
2 8.000000 14.222739 0.003049 16.900000 -9.400000
3 7.000000 13.520257 0.000311 16.600000 -9.100000
4 6.000000 12.441804 0.000157 16.000000 -8.500000
5 5.000000 10.665388 0.002136 14.900000 -7.400000
6 4.000000 7.444220 0.000678 12.900000 -5.400000
7 3.000000 0.773337 0.000091 6.200000 1.300000
8 3.666667 5.774096 0.000744 11.700000 -4.200000
9 3.333333 3.615596 0.000685 9.900000 -2.400000
10 3.000000 0.773340 0.000091 6.200000 1.300000
11 3.222222 2.756105 0.001845 9.000000 -1.500000
12 3.111111 1.812175 0.001193 7.900000 -0.400000
13 3.000000 0.773337 0.000091 6.200000 1.300000
14 3.074074 1.476997 0.001879 7.400000 0.100000

Deney sirasinda dinlenme odast ve deney odasi duvar basinglart yardimiyla
hesaplanan Mach sayisiin 3.075-3.081  arasinda degistigi tespit edilmistir.
Gelistirilen bilgisayar programlarmin c¢ikiglart ise Tablo 1 ve 2 de sunulmus olup,
goriildiigl gibi hesaplanan serbest akim Mach sayis1 3.074 civarindadir.

Tablo 2: Direkt yontemin (CONE2.FOR) iterasyon sonuglari

Koni yaritepe Agis1 =7.50 Sok a¢is1 =20.00

ITER | UBAR | TETA MI FARK

1 0.960000 | 10.100000 | 9.391008 9.900000
0.860000 | 15.800000 | 4.093287 4.200000
0.760000 | 21.900000 | 2.782992 | -1.900000
0.770000 | 21.300000 | 2.864368 | -1.300000
0.780000 | 20.600000 | 2.975214 | -0.600000
0.790000 | 20.000000 | 3.072792 0.000000

(o)} LV, ¥ ~N) LS R | \ 9}

Sonug son derece tatminkar olup, ITU Trisonik riizgar tiineli deney odasindaki serbest
akim Mach sayisinin tespitinde kullanilan yontemin hayli hassas oldugunu
gostermektedir.
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