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8.1. Giris:

Sikistirilabilir akimlarin incelemesinde daha 6nce yararlandigimiz bir-boyutlu akim kabuli
sadece son derece ince cereyan borulari boyunca gecgerli olan bir ilk yaklasimdan
ibarettir. Bu yaklasim kanallar ve llleler icindeki akimlar halinde de ilk hesaplar icin
oldukga yararh sonuglar vermektedir. Ancak, ucak kanadi, govdesi ve kontrol ylzeyleri;
tirbin ve kompresor palleleri, kesit degisiminin cok fazla oldudgu kanallar vb gibi
ortamlardaki akimlar cogu zaman bir-boyutluluktan uzaktir. Bu gibi akimlari iki-boyutlu,
veya ¢ogu zaman da Ug¢-boyutlu olarak gozonine almak ve bu sekilde incelemek gerekir.

Ug-boyutlu genel bir akim surtiinme, 1si transferi, sok gibi olaylar gdézéniine alindiginda
matematiksel acidan oldukca karmasik ve ¢6zimi glc¢ denklemlerle ilgilenilmesini
gerektirir. Bu nedenle her tirli problemde en genel akim halini almak yerine, problemin
Ozelligine gore daha basit modellere giderek bunlarin ¢éziimlerinden yararlanmak daha
uygun olur.

Ornegin, Prandtl sinir tabaka teorisine gére Reynolds sayisinin yeterince biiyiik oldugu
akimlar halinde slirtinme ve IsI transferi etkilerinin sadece kati cidarin ¢gok yakininda,
sinir tabaka adi verilen, cok ince bir tabaka icinde kendini gosterdigi bilinmektedir. Bu
tabakanin disinda strtinme etkilerini ihmal ederek akimi tamamiyle potansiyel kabul
etmek mumkunddar.

Akimin tamamiyla sesalti oldugu bolgelerde sok dalgalar olusmaz. Buna karsilik transonik
ve sipersonik akimlarda genellikle soktan kagcinmak mimkin degdildir. Bununla birlikte,
soklu bir akimda sokun 6nliindeki ve arkasindaki akimlar ayri ayri ele alinabilir. Sok ise bu
iki bolgeyi birbirinden ayiran bir slreksizlik ylizeyi olarak ayrica incelenebilir. Bunun
yaninda, baslangigta Uniform-paralel olan bir akim, akim alaninda herhangi bir sok
olusmadigi sirece sinir tabaka disinda irrotasyonel olma 6zelligini muhafaza edecektir.

Baslangigta irrotasyonel olan bir akimda herhangi bir sokun olusmasi halinde, soktan
sonraki akim (normal sok veya konik sok hari¢) cogu zaman rotasyonel olur. Ancak bir
cok halde rotasyonellik hayli klicik olup, akimin irrotasyonel kabul edilmesi ¢ok bulyuk
yanhshklara yol agmaz.

Sikistirilabilir akimlardaki cogu problemde akiskani mikemmel gaz kabul etmek bulylk
kolaylk saglar ve ¢cdoziimlerde bliyik yanhsliklara yol acmaz.

Butin bunlarin yaninda ¢odu slipersonik akimda sok dalgalari mevcut olmakla birlikte
zayif egik soklar halinde soku gecen akimin antropisinde artis hayli kiglUktir. Bu
bakimdan zayif egdik soklu bir akimda zayif sokun etkisini ihmal ederek soku gegen akimin
irrotasyonelligini korudugunu kabul etmek mumkindir. Yani baslangicta potansiyel olan
akim zayif soktan sonra da potansiyel kabul edilir ve akim alaninin incelenmesinde
potansiyel akim denklemlerinden yararlanilir.

Zayif soklu, iki-boyutlu stipersonik akimlara hiicum ve firar kenarlan keskin ince profiller
Uzerinde kigiuk hiicum acilarinda, ince palali ve burulma acilan kigik olan tirbin ve
kompresorlerde, iki-boyutlu kanallarda ve supersonik lilelerin cikislarinda rastlamak
mumkunduir. Verilen 6rneklerden de farkedilecegi gibi sokun zayif olmasi cismin yarattigi
bozuntularin kiglik olmasiyla dogrudan ilgilidir.

Bu boélimde soklarin ihmal edilebildigi kiicik bozuntulu, iki-boyutlu stpersonik akimlar
icin yaklasik bir analitik yontem olan "kdglk bozuntular yéntemi" nden bahsedilecektir.
Yontem sipersonik ve subsonik akimlar arasindaki temel farkliliklar hakkinda ¢ok énemli
bilgiler vermesi yaninda ayrica, karmasik sipersonik akimlarin daha ylksek mertebeden
yaklasimlarla zahmetli incelemelerinden énce akimin temel 6zellikleri hakkinda énemli
bilgiler verebilmesi bakimindan da oldukga ilgingtir.
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Bu boélimde mikemmel gazlarin daimi, irrotasyonel, sdrtiinmesiz, adyabatik,
sikistirilabilir sesalti soksuz veya soklarin etkisinin ihmal edilebilir mertebede oldugu
seslstl akimlan igin potansiyel denklemi gikartilacaktir. Elde edilen potansiyel denklemin
analitik c¢ozimlerini arastirmak icin klclUk-bozuntular yaklasimi ile bir lineerlestirme
yapilacaktir.

8.2- Sikistirilabilir potansiyel akimlar

8.2.1- Daimi, sikistirilabilir akimlar igin siireklilik denklemi:

sureklilik denklemi en genel halde %+V(pl7): 0
t
Daimi akimlar igin é,éEO - V(pV)zO
t
: 0 0 0
(x,y,z) kartezyen koordinatlarinda —(pu)+—(pv)+—=—(pw)=0
Ox oy 0z

—+— U—+v—+w—
ox 0Oy Oz p

Dlzenleme ile
Ox Oy 0z

ou v wg_z(w op aﬂ

8.2.2- Daimi irrotasyonel sikistirilabilir akimlar icin momentum denklemi:

%+V(pau): Pri +f
(x,y,z) kartezyen koordinat sisteminde 5(/0") i P% :_a_l’ 7 7
momentum denkleminin diferansiyel formu: ot - (p V) 0 tyt 7
%%)V@%P Pl + 1.
ot
ou op - - op
—4+u—+uV\pV )+ pVVu = ——
» ot ot ('0 ) P ox
VisI_<oz_ e_tki_lerin ve bl:,'lnyese_l_ kuvvetlerin p@Jrva_PJrvv(pI})Jr pVVv _ _a_l’
etkilerinin ihmali halinde, tlirevler de acilarak ot ot oy
ow op — op
—+w—+wV\pV |+ pVVw=—-—
o o lo7)+ o
ot Dt Ox
Her bir denklemdeki 2. ve 3. terimlerin P @+I7Vv :p&: _8_17
toplami sureklilik denklemi geregi sifir olup ot Dt oy
ot Dt 0z
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i ai au 1 &
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Euler denklemleri Acik bir formda yazilirsa Uu—+v—=+w—=——
& @ a py
ow w ow 1 @
U—+v—=+w—=———
12,3 12 E p
8.2.3- Basing ve yogunlugun denklemlerden yok edilmesi:
- . .. , _dp
Izantropik akimlar icin ses hizi a =d—
p
D_D P _ P
& Op & &
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Basingla ilgili tirevlerde kullanilarak @ = @_,0 =a’ @
¥y Pp @ ¥
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Boylece momentum denklemi U—+v—=+w—=——-—
& ¢ a py
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Ilk denklem u ile ikincisi v ile ve iglinclisii de w ile carpilip tim denklemler toplanarak

M L, o 12 TRZ % (éh 0’14/) N w
U —+v —+w —+uv-| —+— [tuw-| —+— [+ VW] —+—
a %% 124 & &

2
a g a
Sareklilik denklemi yardimiyla yogunluklar yok edilerek

u’) d v & w’)
I—— | —+| -5 | =+ -5 | —
a” ) & a ) o a 124

w (bt &) uw (0’?4 0’14/) w( b w
- - |-— — 4+ — :0
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Bu denklemde artik basing ve yogunluk yer almamakta olup, sadece hiz bilesenlerine ve
ses hizina bagh bir denkleme ulasiimistir.
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8.2.4- Sikistirilabilir potansiyel denklemi:

Potansiyel akim halinde V= V¢

Hiz bilesenleri u=%=¢x, =%—¢y, WZ%:@
=9 o b

Irrotasyonellik nedeniyle VxV =0 - % = % - $.=9.,
=% o =,

Batln bu ifadeler yukaridaki denklemde kullanilarak

% ¢, ¢’ .9, .9 9,9
1-= +| I—— +| I-—= —-2—¢ —-2""¢_ -2—20 _ =0
[ Wt 1 | 1 e — 27, 25 <27,

Daimi, "Sikistirilabilir akimlar igin potansiyel denklemi" elde edilir.

Denklem, sesalti akimlar icin eliptik, seslistli akimlar icin hiperbolik karakterdedir.

8.2.5- Enerji denklemi:

Sikistirilabilir potansiyel denklemi potansiyel fonksiyonu disinda ikinci bir bilinmeyen
olarak ses hizini icermektedir. Bu bakimdan tek basina ¢6zim igin yeterli degildir.

Potansiyel denkleminde gecen a ses hizi enerji denklemi vasitasiyla akim hizina, ve
dolayisiyle hiz bilesenlerine veya potansiyel fonksiyonuna baglanabilir:

=a; - 21(u2+v2+w2)

8.3- Iki-boyutlu kiiciik bozuntulu akimlar igin lineerize teori
Sikistirilabilir potansiyel denklemi non-lineer bir denklem olup analitik ¢dézimi{ zordur.
Ancak bozuntularin kiclk kabul edilebildigi akimlar icin lineerlestirilerek ¢oztmleri
arastirilabilir.

8.3.1- iki-boyutlu potansiyel akim denklemleri:

Iki boyutlu akim halinde
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: PP 4,
Potansiyel denklemi (1— ¢xzj‘¢m -2—~-9, J{]——yzj‘%y =0
a a a
-1
Enerji denklemi a’ =a, —}/7(@2 +¢y2)

8.3.2- Kiiciik bozuntular yaklagsimi:

iki-boyutlu halde de sikistirilabilir potansiyel denklemi non-lineer olup analitik ¢6zimii
zordur. Ancak, ugak kanatlarinda, pervane palalarinda, eksenel kompresoér ve tlrbinlerde
akimin iki-boyutlu kabul edildigi bolgelerde bazi hallerde cismin yarattigi bozucu etkiler
hayli klgUktlr. Bu gibi durumlarda cisim etrafindaki akimi Gniform-paralel bir akimla,
cismin yarattigi kicglk bozuntular akiminin stiperpozisyonu olarak distinmek g¢ok buylk
hatalara yol agmaz. Boylece potansiyel akim denklemlerini lineerlestirip ¢dziime
ulastirmak mimkdin olur.

Buna goére sekilde gorildigu gibi Gniform-paralel akimda yer alan iki-boyutlu ince bir
cismin civarindaki bir noktada akim hizi serbest akim hizi ile cismin yarattigi bozuntu
hizinin sliperpozisyonuyla ifade edilebilir.

(y— t) Ve

. .
> >

Y
Y
Y
Y
Y

—_— —_—
Y
—_— —_—
P
v
— —
—
(x = -o0) Ve . (x > +)
—_— —_—
Vo ¥ Ve
—_— —_—
— —
> > > > > > >
-0 7V,

Ayni dlslince ile, potansiyel fonksiyonu da Uniform-paralel akima ait potansiyel
fonksiyonu ile cismin varligindan kaynaklanan bir bozuntu potansiyelinin toplami seklinde
alinabilir.

p=9,+¢

Sekildeki akim icin x ekseni serbest akim dogrultusunda olup o=V x+¢
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.=V, +o =V, +u

u
¢xx - ¢xx - dC
Potansiyel fonksiyonunun turevleri P, =0, =v
2%
¢yy =0y :5
o e ob
¢x,v =P =Py =Py _5_5
8.3.3- Enerji denkleminin seri agilimi:
. . IR S T PY. N 2 =1
Enerji denklemi a, =a +T g +9,)=a, +TV°°
-1 -1
Hiz bilesenleri cinsinden a’ +77[(Vw +u)’ +v2]= a’ +7T 2
,
Serbest akimin Mach sayisi M, =—
aoO
a’ y—1 u ul v’ B
Enerji denkleminde kullanilarak 2= 1-— M| 2—+——
a 2 V., V:
- u v
Bozuntular kigik —<<, — <</
V., V,
2 2 2 2
a -1 u u +v u
Binom serisine acilarak — = 1+7/—Mi 2—+ — |+ 0 M:;—2 +...
a 2 V., V: -

8.3.4- Potansiyel denkleminin katsayilarinin seri agilimlari:

Potansiyel denkleminin herbir teriminin katsayisi dizenlenip enerji denklemi igin elde
edilen seri acilim kullanilarak

2 2 2 2 2
v v

]_¢"2 =1_@=1_%(1+lJ —

a a a; . ) a

2 _ 2, .2
SR VE| PR LI A Aty Ve AL
v, ¥ 2 v, V.

1 = 1-M2—2Mm> L —1)i—M2£+

az o0 ooVOO © ]/ Vw OOV;
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PRI G G
a’ a’ Vof ai a’
YRS VERM DI Aty Vel PR A
v A2
4, , v
]—a—};: —MOO—2+

2 = Lo o
a’ a’ v, V., al a’
_ 2, .2
N R RS Ve PRty Vil R L
2¢x(fy —oMm?om? 2y
a o0 Voo

8.3.5- Potansiyel denkleminin lineerlestirilmesi:

Potansiyel denkleminin katsayilarina toplu olarak bakildiginda

2 2
u A% uyv
M; —<<1|, M} —<<1|, |M] —<<I
V. ' V.
o0 o0 0

olmasi halinde ikinci katsayinin non-lineerlikten kurtuldugu gérilmektedir.

¢2 2 2 u 4 u
-2 =]-M°-2M:—-M —1)—
a2 0 ooVOO oo(y )VOO
¢2
-—==]
a
PP v
2R =2M] - —
a V.

Ancak bu kabuller diger terimler icin yeterli degildir. Uclinci katsayida non-lineerlik v/V.,
blUyukluginden kaynaklanmakta olup, lineerlestirme igin

M2
V.

0

olmasi gerekmektedir. Bu durumda zaten bu katsayl tamamiyle ortadan kalkmaktadir.
Birinci terimin katsayisi ise

1—%%(I—Mi)-{l—M—i-L-(Hy—_lMiﬂ

a
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seklinde yeniden dizenlenirse bu terimin lineerlestirilmesi igin de

u
—<< ]

|4

00

MZ
1-M:

olmasi gerektigi gorulmektedir. Buradaki mutlak deder, sesalti ve seslisti akimlarin her
ikisi birlikte dlistnildugu igin kullaniimistir.

Yapilan bu kabullerle birlikte sikistirilabilir 5
potansiyel denklemi igin lineer bir ifade (I—Mm)-¢xx +¢yy =0
seklinde bulunur. Veya pr=1-M;]
o’y 07
2
olmak lzere p P + oy’ =0
yazilabilir.

Potansiyel akim denkleminin lineerlestiriimesi ortaya konulan son iki sart daha &énceki
sartlari da icermekte olup, daha kuvvetli sartlardir. Bu bulylkliklerin Mach sayisi ve
bozuntu buylklikleriyle degisimleri, bir fikir vermek Uzere asadidaki sekillerde
gOsterilmistir.

1.0 1.0
0.8 0.8
] N
— "
1-M_ V. N
0.6 I~ / 0.6
T —
\ / M, L
I\ / -
V.
/] —
0.2 / 0.2
/// / /,/
/
L
0.0 jj J‘// 0.0
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.000 0.5 1.0 1.5 2.0
M uV, | 02— Mo

u/V., ve v/V, hiz oranlarn o6ncelikle cismin kalinlik oranina baglidir. Dolayisiyle
lineerlestirme icin kosulan sartlar ince profiller igin gok ylksek sesalti hizlar ve uygun
stipersonik hizlar icin genellikle saglanir. Buna karsilik kalin profiller icin bu badgintilar
ancak kuicik sesalti Mach sayilarinda saglanir.

Bununla birlikte kosulan sartlardan ve bunlara iliskin sekillerden, lineerlestirmenin
gerceklesebilmesi icin bozuntu hizlarinin kigik olmasi yaninda Mach sayisinin da 1'e
yakin olmamasi gerektigi goérilmektedir. Diger bir deyisle, bu bélimde izah edilen
lineerize teori gok yuksek hizli sesalti akimlar igin ve gok disik hizli stipersonik akimlar
icin gegerli degildir.
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8.3.5- Basing katsayisinin lineerlestirilmesi:

Basing katsayisi

Yiksek hizli akimlar igin

kullanilarak

Izantropik akimlar igin

Enerji denkleminin seri acilimi kullanilarak

Binom serisine acilarak

Boylece basing katsayisi

Bu ifade

olmasi durumunda lineerleserek

2 2
%<<1, —2<<1
2 Op
Cp E—Z—Z—V— ﬁ_
X

seklinde yazilabilir. Yapilan bu son kabuller, daha 6nceki kabuller gergevesinde gegerlidir.
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