BOLUM 11

IKI-BOYUTLU PANEL YONTEMLERI

11.1 Giris
11.2 Panel yontemlerinin genel yapisi
11.2.1 Serbest akim ve cismin geometri bilgileri
11.2.2 Panel 6zellikleri
11.2.3 Bir panel kontrol noktasinin baska panele bagl eksen takiminda konumu
11.2.4 Panel ug noktalarinin panele bagh eksen takiminda koordinatlari
11.2.5 indiklenen hizlarin i ‘inci panele bagh eksen takiminda ifadesi
11.2.6 Serbest akim hizinin i ‘inci panele bagli eksen takiminda bilesenleri
11.3 Sabit tekillik dagihmi ve Neumann tipi sinir sarti kullanan yéntemler
11.3.1 Sabit kaynak dagilimi kullanan panel yontemi
11.3.2 Sabit duble dagilimi kullanan panel yéntemi

11.3.3 Sabit girdap dagilimi kullanan panel yontemi



B6lim 11: iki-boyutlu panel yéntemleri 11-1

11.1 Giris

Iki-boyutlu potansiyel akimda potansiyel fonksiyonunun herhangi bir P noktasindaki
dederinin

1 0 1 )
O(P) = cpw(P)+Ej [o“lnr—,u'a(lnr)]ds—zs{ ,u—a(lnr)-ds (3.17)

Sp

tlrinde bir integralle hesaplanabilecedi daha 6nce gortlmistl. Burada Sg kati cidari, Sy
hesaba katilmissa iz sinirlarini, ¢ ve p ise kati cidar ve iz sinirlari boyunca bunlarin
etkilerini temsilen yer alan kaynak ve dublelerin siddetlerini belirtmektedir. Duble yerine
esdeder bir girdap cifti almak mimkdndar.

Bu esitlikten tlrevler alarak ayni P noktasinda hiz bilesenlerini

oD oD
Vx(P)=a, Vy(P)=E (11.1)

seklinde elde etmek mimkulndur.

Yukaridaki badintilardan yararlanarak potansiyel fonksiyonunun dederini veya hiz
bilesenlerini hesaplayabilmek icin kaynak ve duble (veya girdap) siddetlerini bilmek
gerektigi aciktir.

Iz Gzerindeki tekilliklerin siddetleri genellikle potansiyel akim hesaplamalarina paralel
olarak yapilan (viskoz) iz hesaplamalarindan elde edilir.

Kati cidar boyunca tekilliklerin siddetini elde edebilmek igin ise kati cidar Gzerindeki sinir
sartindan yararlanilarak yazilan bir denklemin ¢ézimiuine calisilir.

Ancak bu tirden bir denklemde bilinmeyen tekillik siddetlerinin integral ifadesi icerisinde
yer almasi ¢ézuimu glcglestirir. Bu bakimdan kati cidar panel adi verilen kigik ylzey
elemanlarina ayrilarak yukaridaki ifadeler, 6rnegin potansiyel fonksiyonu igin

NB g 0 @] 0
d)(P)zq)w(P)+jZ_;;£ [Gdnr—,wa(lnr)]ds—;;;[ ,u~a(lnr)~ds (11.2)

olmak lzere, toplamlar seklinde yazilir.

Bu durumda da bilinmeyen tekillik siddetleri halen integraller igerisinde oldugundan
¢6zim gliclik gobsterir. Bu bakimdan panel geometrileri ve panel boyunca tekillik
siddetlerinin dadilimlari igin yapilan 06zel kabullerle tekillik siddetleri integral disina
alinarak

NB
O(P)=D, (P)+ (4,0, +B,u,)- D, (P) (11.3)

Jj=1

tirinde ifadeler elde edilir. Burada A; ve B; blyuklikleri sadece panel geometrisine bagl
integrallerden ibaret olan katsayilari, o; ve p; ise j inci panel Gzerindeki tekillik siddetini ve
dagihmini temsil eden bilinmeyenleri belirtmektedir. Benzeri bagintilari hiz bilesenleri igin
de yazmak miumkdindiir.
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Bu tip badintilar paneller izerinde secilen kontrol noktalarinda yazilip kati cidar sinir sarti
da uygulanarak tekillik siddetleri icin lineer denklemler elde etmek ve bu denklemleri

standart yontemlerle ¢ézerek tekillik siddetlerini hesaplamak mumkundar.
Literatlrde:

Panel geometrilerinin cinsine - dogrusal
- dairesel
- parabolik

Kontrol noktalarinin yerine - panel orta noktalar
- panel ug noktalari
- panel 6zel noktalan

Tekillik dagiiminin cinsine - kaynak dagihmi

- girdap dagilimi

- duble dagilimi

- bunlarin kombinasyonu
Sinir sartinin cinsine - Neumann tipi

- Dirichlet tipi

- karnisik tip
badli olarak bir cok farkh panel yéntemine rastlamak mimkindur.

Bu boélimde ©6nce iki-boyutlu herhangi bir panel yénteminin genel
bahsedilecek, ardindan bazi 6zel panel yontemleri tanitilacaktir.

11.2 Panel yontemlerinin genel yapisi

Iki-boyutlu herhangi bir panel ydonteminin genel asamalari asagidaki gibidir:

- Serbest akim bilgileri
- Cismin geometri bilgileri

Panel 6zelliklerinin
hesaplanmasi

Lineer denklem takiminin
katsayilarinin hesaplanmasi

Lineer denklem takiminin
¢O6zUmu

Hizlarin hesaplanmasi

Aerodinamik katsayilarin
hesaplanmasi
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11.2.1 Serbest akim ve cismin geometri bilgileri

Iki boyutlu problemleri herhangi bir kartezyen eksen takiminda incelemek mumkindiir.
Ancak ¢codu zaman cisme bagh bir eksen takimi tercih edilir.

Ornegdin tek pargali bir kanat profili y/c

(flap ve slat gibi ilave elemanlari

olmayan) icin veter dogrultusuna ve x/c
hicum kenarina bagh, sekildeki gibi ~  -—--7 == S—— F

bir eksen takimi kullanilmasi uygun y

olur.

Y

Potansiyel akim probleminin ¢d6zimi{ cismin biyidkliginden ve serbest akim hizindan
bagimsiz oldugu igin,

- profil koordinatlarini veter uzunlugu ile bélinmus olarak kullanmak ve

- serbest akim hizini 1 olarak almak
mimkindir. Bu durumda serbest akim sartlarini sadece « hiicum acisi belirleyecektir.

Geometri bilgileri cisim ylzeyi Uzerinde secilmis noktalarin bu eksen takiminda
koordinatlari ile verilecektir. Profil ylzeyi Gzerindeki noktalarin sayisi genellikle problemin
bir parametresidir.

Profil ylzeyi Uzerindeki noktalarin dadilimi ¢ogu zaman uygulanan panel ydnteminin
sayisal basarisi agisindan ve aerodinamik ¢ézimun kalitesi agisindan énemlidir.

Literatirde yer alan cogu kanat profilinin geometrisi o profilin tasarimcisi tarafindan
belirlenen sayida ve belirli bicimde dagiimis noktalarla sunulmaktadir. Bu bakimdan bir
panel yonteminin uygulanmasindan ©6nce bu noktalarinin sayisinin arttinlmasi ve
noktalarin panel yéntemine uygun bicimde yeniden dagitiimasi gerekebilir.

Kanat profilleri igin uygun nokta sayisi en az 50 civarindadir. Noktalarin profil boyunca
siralamasi tercihe gore saat ibreleri yéniinde veya tersine olabilir. integral formiillerinde
secilen yone bagl olarak gerekli isaret ayarlamalari unutulmamalidir. Profilin ilk noktasi
olarak firar kenari noktasinin segilmesi genellikle uygun olmaktadir.

Nokta dagihmi icin uygulamada tercih edilen
bir yontem “kosinls dagihmi”dir. Bu dagihm
icin sekilde goéruldigu gibi kanat profilinin
veteri Uzerine bir yarim daire oturtulur.
Bdylece profil lzerindeki noktalarin x
koordinatlari yarim daire merkezindeki @
agisina 1

x:%(1+cos 0) (11.4) X=¢/2+¢/2 cosé

seklinde baglanir. Sayet daire Uzerinde esit agisal aralikli noktalar alinirsa bu noktalarin
veter Uzerindeki izdlistmlerinin, yani x koordinatlarinin dagilimi htiicum ve firar kenarlari
civarinda daha sik ve profilin orta kisimlarinda daha seyrek olarak elde edilir.
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11.2.2 Panel ozellikleri

Iki boyutlu panel ydntemlerinin uygulamalari sirasinda panellerin boylari, eksenlerle
yaptigi acilarin kosinusleri, kontrol noktalarinin koordinatlari vb gibi bazi geometrik
blyukltklerine ihtiyag olacaktir.

Bu bakimdan sekildeki gibi bir kanat profili Gzerinde noktalarin saat ibreleri yéninde
siralandigini varsayarak panellerden herhangi birini ele alalim. Bu panel kése noktalarinin
koordinatlarn sirasiyla Pyi(Xk1,Yk1), Pro(Xi2,Yi2) olsun.

Panel uzunluklari As, = \/(Axk)z +(ay,) (11.4)
. - Axk = xzk _x]k

seklinde hesaplanabilir. Burada (11.5)
Ay, =V 7Yy

dir. Panel kontrol noktalarinin Cy(xc,,yc,) seklinde tanimlandidini varsayalim. Kontrol
noktalari panel orta noktalari olarak segilirse koordinatlari

Xy T X Yo, t Yy
fo =R yg =P (11.6)

seklinde hesaplanabilir.

Sayet Cy kontrol noktasi baslangigc noktasi olmak ve & ekseni panel ug noktalarindan
gecmek Uzere panele bagh bir (&, ) eksen takimi tanimlanirsa

Ax A

& ekseninin kosinls direktorleri cosa, =—F, cos 3, = (11.7a)

k Ask k Ask

A Ax

1« ekseninin kosinUs direktorleri cosa, =—i; cos j, =—k (11.7b)

k Ask k Ask
& ekseninin birim vektori Ek = COS(Xék; + COSng}' (11.7¢c)
nx ekseninin birim vektora N, = COSankf + coank} (11.7d)

seklinde hesaplanabilir.
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11.2.3 Bir panel kontrol noktasinin baska panele bagh eksen takiminda konumu

Uygulamada herhangi bir / ‘inci panelin kontrol noktasinin baska bir j ‘inci panele bagli
eksen takiminda ifade edilmesi gerekir.

Bu amacla C; kontrol noktasinin (&, n)

eksen takimindaki (&, n7¢;) koordinatlar VA c
7l
v, —}"j ~ ~ &
= v, —r.
r; ! J
vektorinin sirasiyla & ve 17 eksenleri
Uzerindeki izdlisumleri alinarak P,
. - 2
hesaplanabilir. r c
. P > X
Buna gore: !
v, =dx4./.l?+dy,.j]' burada dx, = (x,. —xj), dy =(y,. —yj.)
olup
‘icv, = (F,. —Fj)-ij = (dx,.ji +dy,.jj)-(cosa§ji +cosBi/j)
Ne, = ro=r )M, =(dxi1.17+dyi/ })-(cosanjoJrcoanj})
veya
&, =dx, cosa, +dy, cosp,
v J J (11_8)
e, =dx, cosa, . +dy, coan/
Bulunur.

11.2.4 Panel ug noktalarinin panele bagh eksen takiminda koordinatlari

Bir panel Uzerindeki tekilliklerin indukledikleri potansiyel veya hiz bilesenlerinin
hesaplanmasi sirasinda bu panelin ug noktalarinin ayni panele bagh eksen takimindaki
koordinatlarinin bilinmesi gerekir.

Bu amacgla dnceki paragrafta yazilan formillerde C; noktasinin koordinatlari yerine bir
defa P;; ve bir defa da P,; noktasinin koordinatlar konularak

g, =dx, cosa, + ay . cosBéb
! ! ! (11.9a)
g, =dx,.cosa, +dy, coSP,
elde edilir. Burada
dx ;¢ :(x@. — X, ), dyc :(yzj _ycj)
(11.9b)

dx =(x2/ = Xc, ), dy,e =()’2, _J/cj)

Kontrol noktasinin ve panele bagh eksen takiminin baslangic noktasinin panel orta
noktasinda olmasi halinde ug noktalarinin panele bagli eksen takimindaki koordinatlarinin
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fjj =-As, /2, fzj =As, /2 (11.10)

olacagdi agiktir.

11.2.5. Indiiklenen hizlarin i ‘inci panele bagh eksen takiminda ifadesi
Akim hizlarina goére formillestirilen panel yéntemlerinde j ‘inci panel Uzerindeki
tekilliklerin bu panele bagh eksen takiminda 7 ‘ini panel kontrol noktasinda indikledigi hiz
bilesenlerinin i ‘inci panele bagh eksen takiminda ifade edilmesi gerekmektedir. Bunun
icin hiz bilesenlerinin

- Odnce cisme bagli eksen takimina aktarilmasi,

- ardindan / ‘inci panele bagh eksen takimina aktariimasi

uygun olur.

Hiz vektdri j ‘inci panele, cisme ve i ‘inci panele
bagli eksen takimlarinda sirasiyla

seklinde tanimlanmis olsun.

Buna gore cisme bagl eksen takiminda hiz bilesenleri

[}

I7j ] (uj Ej +v, ﬁj)-f = [uj (COSOL§/;+COS[3§})+ v, (cosanjf+coanj])J-f

~
Il

u

v=V,.j= (uj g, +v, ﬁ(/.)-]’ = [uj (cos%/_f+cosBEj])+ v, (COSOLT]/;+COSB“/_})]‘]

veya
u=u,6cosa, +v, cosa,
(11.11)
v=u, cosﬁé‘/ +v, coanJ
i ‘inci panele bagh eksen takiminda hiz bilesenleri
u,=V-§g, = (ui +vj)-(cos%i +Cos[3§,.j)
v, =V -, = (ui +vj)-(cosami +cosij)
veya
u, =ucoso, +vcosf,
(11.12)
v, =ucosa, +vcosp,
olur.
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11.2.6 Serbest akim hizinin i ‘inci panele bagh eksen takiminda bilesenleri

Herhangi bir panel tzerindeki tedetsel ve normal
hiz bilesenlerinin hesaplanmasi sirasinda serbest VA
akim hizinin katkisini da ilave edebilmek igin
serbest akim hiz vektérinin bu panel kontrol
noktasindaki tedetsel ve normal bilesenlerini
bulmak gerekir. Buna goére serbest akim hiz
vektoru

V=V, i+V,

V., =V,cosa

V., =V, sino

seklinde tanimlanirsa i‘inci panele bagh eksen takiminda hiz bilesenleri
V.=V, & +V,m =

olmak Uzere

v, =v-g =i+ Vw}) (cosa, i +cosB, j)
n

vV, =V, = (ij +V,, ]) (cosamzT + cosﬁnj)
veya
V., =V, cosa, +V, cosp,
’ (11.13)
qu =V, cosa, +V, cosB,
bulunur.

11.3 Sabit tekillik dagilimi ve Neumann tipi sinir sarti kullanan
yontemler

11.3.1 Sabit kaynak dagihimi kullanan panel yontemi

Panel yontemleri ilk olarak tasima kuvveti Gretmeyen iki- ve lUg-boyutlu cisimler lzerinde
kaynak tekillikleri kullanilarak ve Neumann tipi sinir sarti uygulanarak AMO Smith ve J.
Hess tarafindan ortaya konulmustur.

Iki-boyutlu halde bu probleme tipik drnekler olarak dairesel silindir etrafindaki veya sifir
hicum acgisinda simetrik kanat profili etrafindaki potansiyel akim problemi gésterilebilir.

Buna gore sekilde goruldagi gibi
sifir hicum acisinda serbest akim
icerisinde yer alan simetrik bir kanat

profili etrafindaki potansiyel akim a
problemi ele alinirsa bu akim -
alaninin  herhangi bir noktasinda 2

potansiyel fonksiyonu igin kanat
profili ylzeyi boyunca yayil kaynak
tekillikleri cinsinden
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c1>(P)=c1>w(P)+ij o-Inr-ds (11.14)
27rSB

seklinde bir integral yazilabilir. Ayni noktadaki hiz vektdrd icin bu ifadeden

I7(P)=V(D=VCDOO+LIJ-V(lnr)-ds (11.15)
27Z'SB

elde edilir. P noktasi kanat profilinin ylizeyinde olmak lzere hiz vektériinin yizey normal
vektora ile skaler carpimi ylzeye dik hiz bilesenini verecektir.

V(P)=V i,=Vd-i, ZV(Dw-ﬁP+2iJ‘ c-V(nr)-n, -ds
TC?B

Vﬂ(P)zVCDw-ﬁ,,+2iJ. c-i(/nr)-ds (11.16)

on,

SB

Neuman tipi sinir sarti geregdi ylzeye dik hiz bileseni sifir olacadi igin

V.(P)=0 — L 6~i(/nr)-ds=—VCDw-ﬁP (11.17)
2n;  On,

denklemi elde edilir. Bu denklemin ¢6zim{, bilinmeyen o tekillik siddetini verecektir.

Daha oOnce de belirtildigi gibi yukaridaki tipte integral denklemleri ¢6zimi bilinmeyenin
integral icinde olmasi nedeniyle zorluk gésterir. Ylizey panellere ayrilarak bu denklem

> [ o Clinr)-ds =vo, -7, (11.18)

j=1 ns] nP

seklinde yazilabilir. Burada N panel sayisidir.
Her bir panel lizerinde kaynak siddetinin sabit oldugu varsayilirsa bu denklemi

S ﬁ
Yo,— | -—(nr)-ds=-vo_ n, (11.19)
= 2my o On,

seklinde de yazmak mimkindir. Buradan goérialdigtu gibi N adet panel (zerinde
bilinmeyen kaynak siddetlerinin sayisi N olup ¢d6zlim igin N adet denkleme ihtiyag vardir.

Yiizey sinir sarti kanat profili ylizeyinin her noktasinda gecerli olup yukaridaki denklemin
benzerinin kanat profilinin her noktasinda yazilmasi mimkindir. Sayet her bir panel
Uzerinde secilen bir kontrol noktasinda bu denklem bir kez yazilirsa gereken sayida
denklem elde edilebilir.

N
Z;Aijoj =R,; (i=12,..,N) (11.20)
=
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1 0

s (Inr)-ds (11.21)
S P

ise j ‘inci panel lUzerindeki birim sabit siddetli kaynak dagiliminin i ‘inci panelin kontrol
noktasinda indikledigi normal hiz bilesenidir.

(11.20) denklem sistemi matris formda agik bigimde

Ay A A o Ay O R,

Ay Ay Ay Ay o, R,

A; A Ay o Ay |05 =9 R; (11.22)
_ANI Ay, Ays o Ay 1 On Ry

seklinde yazilabilir.

(11.21) integral dederinin cisme bagli eksen takiminda hesaplamasi zordur. Bu bakimdan
bu integralin dogrudan hesaplanmasi yerine, j ‘inci panel tGzerindeki kaynak dagiliminin i
‘inci panel kontrol noktasinda indlkledigi hiz vektord j ‘inci panele bagh eksen takiminda
hesaplanip, bu hiz vektori 6nce cisme bagh eksen takimina daha sonra da i ‘inci panele
bagh eksen takimina aktarilarak normal bileseni olan A; biiyukligu elde edilir.

Smith-Hess yonteminde paneller dogru

parcalari seklinde olup, dogrusal panel y M
Uzerinde sabit siddetli bir kaynak

dagihminin alinmasi halinde bu panele bagl o(x)=o=sb
eksen takiminda herhangi bir P(x,y)

noktasinda indiklenen potansiyel x4 A L 1
fonksiyonu ve hiz bilesenlerinin  (10.11), ¥y v v
(10.12) ve (10.13) bagintilariyla X1 X2

@(x,y)=%f1n\/(x—xo)z +y7 dx, (10.11)

X7

KT
><V

op o F x-x,

=—=—|—"—T7—7d 10.12
ulx.) 0x Zﬂx[(x—x0)2+y2 0 ( )
v(x,y)zag— g j*dxo (10.13)

y _%xl(x—xo)z +yz

seklinde tanimlanacadi daha 6nce goésterilmistir. Birim siddette kaynak dagilimi igin bu
integrallerin degerleri de (10.14), (10.17) ve (10.18) badintilarindan

1
q)(x,y)za[(x —x,)Inr} —(x —=x,)inr} = 2(x, —x,)+ 2y(6, —91)] (11.23)
1, r, o, rf
e i e 11.24
u(x y) 2nnr2 4nnr22 ( )
1
v(x,y)= 2—n(92 -0,) (11.25)

M.A. Yiikselen, UCK 419 Hesaplamali Aerodinamik 2007-2008 Gliz dénemi ders notlari



B6lim 11: iki-boyutlu panel yéntemleri 11-10

seklinde hesaplanabilir.

Buradaki parametreler yanda belirtilmis olup
y P(x.y)

0, =tan”' —L—; k=12 (10.15) , r;

X — X
04 <\02 R
no=y(r-x ) +y°; k=12 (10.16) (x1,0) 20  x

seklinde hesaplanir.

Ozel olarak i=j halinde bir panel lizerindeki sabit siddetli kaynak dagiliminin ayni panelin
kontrol noktasindaki indiklemeleri s6z konusu olur ki, bu durumda kontrol noktasinin
panel orta noktasi olmasi halinde tegetsel ve normal hiz bilesenlerinin sirasiyla

u(x,x0)=0 v(x,20) =+

olacadi da yine daha 6nce (10.23) ve (10.24) bagintilariyla gosterilmistir.

(11.20) denkleminin sag tarafindaki V®_ -7, terimi de serbest akim hizinin panel normali

dogrultusundaki bilesenini belirtmekte olup bunun dederi daha o6nce verilen (11.13)
badintilar yardimiyla elde edilecektir.

(11.20) denklem sistemi c¢ozilerek kaynak siddetlerinin elde edilmesinden sonra akim
alanindaki herhangi bir P noktasinda hiz vektérini elde etmek igin (11.15) bagintisindan
hareketle

—_ —_ N —_
V(P)=V,+ ) AV,0, (11.25a)

J=1

bagintisini yazmak mimkindir. Burada

J

AV, :Lj V(Inr)-ds (11.25b)
27

Sj

j 'inci panel Uzerindeki birim siddetli kaynak dagiliminin P noktasinda indikledigi hiz
vektorinl ifade etmekte olup bunun dederini hesaplamak icin hiz vektéri 6nce j ‘inci
panele bagli eksen takiminda, daha o©nce verilen (10.17) ve (10.18) badintilariyla
hesaplanir. Bu vektor daha sonra eksen takimi degistirilerek (11.11) badintilariyla cisme
bagli eksen takimina aktarilir.

Kanat profili Gzerindeki panellerin kontrol noktalarindaki tedetsel hizlarin hesaplamasinda
herhangi bir P noktasindaki hizlarin hesaplanmasi icin yapilan islemler yapildiktan sonra
hiz vektort (11.12) badintilar vasitasiyla i’ inci panele bagli teget-normal eksen takimina
aktarilir. Boylece

N
V=V, +> B0, (11.26a)
j=1

seklinde bir baginti elde etmek mimkindir. Burada V.4 serbest akim hizinin i ‘inci panele
bagli eksen takimindaki tegetsel bilesenini belirtmekte,
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1 9
B.=—|—\nr)-ds 11.26b
J 2ﬂsas( ) ( )

ise j ‘inci panel Uzerindeki sabit birim siddetteki kaynak dagiliminin j ‘inci panelin kontrol
noktasinda indlkledigi tegetsel hizi ifade etmektedir. Bu hizlar da yine énce j ‘inci panele
bagli eksen takiminda hesaplanip, daha sonra cisme bagh eksen takimina ve ardindan da
i 'inci panele bagh eksen takimina aktarilarak hesaplanabilir.

Profil Uzerindeki veya herhangi bir noktadaki basing katsayilarini elde etmek igin Bernoulli
denklemi yardimiyla yazilabilen

2
Vi
c, :1—(7 j (11.26)
V

0

bagintisindan yararlanilir.

Sirkiilasyonlu hal

Yukarida izah edilen sabit kaynak dadilimi esasl yontem sirkilasyonlu (tasima olusturan)
haller icin kullanilamaz. Iki-boyutlu cisim etrafinda, hiicum acili ve/veya kamburluklu bir
kanat profilinde oldugu gibi sirkilasyon etkisini yaratmak icin probleme en az bir girdap
veya bir girdap dagilimi ilave etmek gereklidir.

Miinferit girdapla sirkiilasyon

Basit bir uygulama olarak kanat profilinin igindeki bir noktaya siddeti bilinmeyen bir
munferit girdap ilave edilebilir. Bu girdap panel orta noktalarinda normal ve tegetsel
hizlar olusturacaktir. Normal hizlar kaynaklarin ve serbest akimin olusturdugu normal
hizlara eklenerek ylizey sinir sartindan elde edilen denklemlerin iginde yer alir.

Sekilde goruldagu gibi bir P.(x,,¥.)
noktasinda saat ibreleri yéninde »
siddetinde bir girdap bulundugunu
varsayalim. Bu girdap / ‘inci panelin

kontrol noktasinda

—a
2mr

blylklaglinde bir hiz indiukleyecektir.
Burada r=|Fl=;  F=EMAxi+AV ],  Ar=xe-x, A=y -,

olup (x,,y,) panel orta noktasinin koordinatlaridir. Hiz vektoriiniin cisme bagli eksen
takiminda bilesenleri

_rN T A

V,=vi+v, J; = -
o 2

v

X y

2w r

seklinde bulunabilir. Panele bagli eksen takiminda normal ve tegetsel hizlari bulmak igin
daha once oldugu gibi panel kosinls direktérlerinden yararlanilarak
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U, =v, cosa; +v,cospy
‘ (11.27)
v, =v,cosqa, +v,cosf,
yazilabilir.
Girdap ilavesiyle (11.20) denklem sistemi
N
D A0, + Ay, v=R;  (i=12,.,N) (11.28)
=1
ve hizlar igin verilen (11.26a) bagintisi da
N
Vig=Veors+ 2By, + By 7 (11.29)

j=1
sekline gelir.

(11.28) denklem sisteminde N adet denkleme karsilik N+1 bilinmeyen vardir. Ilave bir
denlem Kutta sartindan elde edilir.

Kutta sarti geredi firar kenarina komsu iki panel kontrol noktasindaki hizlar esit olmalidir.
Tedetsel hizlarin saat ibreleri yoninde 6lglildiigu dikkate alinarak bu sart

=V >V, +V,, =0

seklinde yazilabilir. Veya (11.29) bagintisi da kullanilarak ilave denklem

N
Z(Bu +BNj)Gj +(BI,N+1 +BN,N+])7 =—<Voot] +Vm,N) (11.30)
=1

seklinde elde edilir.

Bdylece (11.28) denklem sistemi (11.30) denklemiyle birlikte ¢ézilerek tekillik siddetleri
elde edilir. Denklem sistemi matris formunda acik olarak yazilirsa

— [——=—=—===== -

4y A, A Ay Ay i o R,

4, 4, Ay Ay i Ay i 0, R,

As, A;, As; Az i Ayt i O3 _ R; (11.31)
A Avo Ay Aw 3 Avwe i | |ow| | Ra
L Averr Ay Avers. o Avay Avawa L7 ) (Byw

Burada katsayilar matrisinin sonuncu sdtundaki ilk N satirda yer alan katsayilar birim
siddetli munferit girdabin herbir panel kontrol noktasinda indikledigi normal hizlarn
belirtmektedir. Katsayilar matrisinin sonuncu satiri Kutta sartindan elde edilen (11.30)
denkleminin katsayilarini icermekte olup, ilk N situnda yer alan katsayilarin herbiri o
panel Uzerindeki birim siddetli kaynak dagiiminin 1 ‘inci ve N ‘inci panel kontrol
noktalarinda indikledigi tedetsel hizlar toplamini, sonuncu diyagonal elemani ise birim
siddetli minferit girdabin 1 ‘inci ve N ‘inci panel kontrol noktalarinda indikledigi tegetsel
hizlar toplamini ifade etmektedir.
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AN+],j:B By s (j=1,2,...,N+])
Ryo =Vt +7V0)

ot N

oldugu kolaylikla gortlebilir.

Sabit siddette girdap dadilimi ile sirkiilasyon

Mlnferit girdap kullanilmasi halinde girdabin yakin oldugu bélgelerde ¢6zim hatali
olmaktadir. Bu bakimdan bir tek girdap kullanmak yerine butlin paneller boyunca ayni y
siddetinde olmak (zere bir girdap dagilimi kullanilabilir.

Bu durumda herbir panel (zerindeki sabit siddetli kaynak ve girdap dadilimlarinin
herhangi bir i inci kontrol noktasinda indikledikleri normal hizlar toplami, serbest akimin
ayni kontrol noktasinda etkittigi normal hiza ters isaretle esitlenerek

N
ZAU J +ZBU'7/:R1‘; (i:]729"'7N) (1132)
j=1

denklem sistemi elde edilir. Panel kontrol noktalarindaki tegetsel hizlar igin de

N N
Vu:an*ZBuU_/JrZAu?’ (11'33)

j=1 j=1
yazilabilir.

(11.32) denklem sisteminde bilinmeyen sayisi denklem sayisindan bir fazla olup, yine
Kutta sarti yardimiyla ilave bir denklem bu kez

(8, + By, Z(A v Ay )=V V) (11.34)

J=1

seklinde elde edilecektir.

11.3.2 Sabit duble dagilimi kullanan panel yontemi

Iki-boyutlu cismin vyilizeyi boyunca sadece duble dadilimi kullanilmasi halinde akim
alaninin bir P noktasindaki potansiyel fonksiyonunun dederi icin yazilan (3.17) denklemi

i )
@(P):@w(P)+2—nj [—u-a—n(lnr)]dS (11.35)

Sg

ve dogrusal paneller boyunca sabit siddette duble dagilimi alinmasi halinde

O(P) = <I>(P)+Z j[ %}-ds (11.36)

sekline gelir. P noktasinin herhangi bir panelin kontrol noktasi olmasi halinde

D =d, +3D (11.37)
i ©1 UM./
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yazmak mumkindlr. Burada @, buyuklugu j ‘inci panel Uzerindeki sabit birim siddetli
duble dagiiminin j ‘inci panelin kontrol noktasinda indlkledigi potansiyel fonksiyonunu
belirtmektedir.

@, :—ija(/”r)-ds (11.38)

V,=V®, =V, +> VO p, (11.39)

N —
Vo=n,V, =0, -V®_ +> i, -V, u, (11.40a)

— - N . e
Vp=t,-V,=t,-VO_ +>1,-VO, p, (11.40b)

N

V=R, +> 4, n, (11.41a)
j=1
N

V,=0,+Y.B, 1, (11.41b)
j=1

Burada

A, =i, -ijva('”r)-ds (11.42a)
2ng. On

B, =1, -ijva(/”r)-ds (11.42b)
2ng,  On

R,=n, VDO (11.42c)

0,=t,-VO_, (11.42d)

dir. Burada A;; ve Bj sirasiyla, j ‘inci panel Gzerindeki birim siddetli duble dagiliminin j ‘inci
panel kontrol noktasinda normal ve tedet dodgrultularda indikledigi hiz bilesenlerini
belirtmekte olup, R, ve Q; ise serbest akim hizinin j ‘inci panel normal ve tedet
dogrultularindaki bilesenlerini ifade etmektedir.

(11.42a) ve (11.42b) integrallerinin cisme bagh eksen takiminda dogrudan hesaplanmasi
glc olup bu bakimdan j paneli Uzerindeki birim siddetli duble dagiliminin i kontrol
noktasinda indikledigi hiz bilesenleri 6nce bu panele bagli eksen takiminda hesaplanacak,
elde edilen sonuglar daha sonra cisme bagh eksen takimina ve ardindan da i paneline
bagh eksen takimina aktarilarak A; ve Bj; katsayilar elde edilecektir.
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Dogrusal panel Gzerindeki duble dagihminin, bu panele bagli eksen takiminda bir noktada
indukledigi bileske hizlar icin daha 6nce

H y y
)=t - 10.29
) zﬂLx—x,)uyZ <x—xo)2+y2} (1029)

-T X—X; X=X,
==L _ 10.30
) zﬂ{(x—x,mz (x—x2>2+y2} (10:30)

badgintilar verilmis, indikleme noktasinin ayni panel Uzerinde olmasi halinde bu hiz
bilesenlerinin

u(x20) = 3 _ (10.32)
dx
v(x,i0)=_—u[ r 1 } (10.33)
2n|x—-x, Xx-Xx,

olacagi belirtilmistir. Kontrol noktalarinin panel orta noktalari olmasi halinde son
bagintilar

u, =0 (10.32)

Vil' = _ZH
TAs,

(10.33)

olur. Burada As; blyUklagu i’ inci panelin uzunlugunu belirtmektedir.

Neumann tipi sinir sarti her bir panel kontrol noktasinda uygulanarak (11.41a)
esitliginden

N
V. =0 - DA, p,=-R,, i=12,..,N (11.43)
j=1

denklem sistemi elde edilir.

Bir panel Uzerindeki sabit duble dagiliminin
indiklemesinin panel ug¢ noktalarinda yer

alan, duble siddetiyle ayni siddetteki bir y

girdap ciftinin indiklemesiyle ayni oldugu e

daha 6nce gdsterilmistir. Buna gére bir ;ﬁ‘ﬂ 2,<
kanat profili etrafindaki potansiyel akim < < X
problemi yukarida izah edilen sabit duble X1 X2

dagihmi yontemiyle incelendiginde firar
kenarindaki esdeger girdap siddeti

I=p, —uy

olacaktir. Girdap siddetinin sifirdan farkh olmasi firar kenarinin Gst ve alt taraflan
arasinda bir hiz farki olmasi anlamina gelir. Oysa Kutta sarti geredince bir hiz farki
olmamasi gerekir. Bu bakimdan firar kenarindan geriye uzanan ilave bir panel alinarak,
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1y bu panel Uzerindeki sabit duble siddeti olmak Uzere firar kenarindaki esdeger girdap
siddeti igin

'=p,—p, +p, =0 (11.44)

bagintisi yazilarak Kutta sarti saglanir. Boylece (11.43) denklem sistemi (11.44)
denklemiyle birlikte gozulur.

Kontrol noktasindaki tegetsel hizlar icin yazilan (11.41b) badintisi da bu durumda, ilave
panelin etkisini de icerecek

N+1

V,=0,+>.B,n, (11.45)
j=1
sekline gelir.

11.3.3 Sabit girdap dagilimi kullanan panel yontemi

Dogrusal paneller boyunca sabit girdap dagihmi kullaniimasi halinde herhangi bir panel
kontrol noktasindaki normal ve tedetsel hiz bilesenleri igin

N
Vo=R +> 4,7, (11.46a)

Jj=1

V,=0,+>.B, 7, (11.46b)

seklinde birer baginti yazmak mimkindir. Buradaki R; ve Q; blyuklikleri serbest akim
hizinin 7 ‘inci panel kontrol noktasindaki normal ve tegetsel bilesenleri iken, A; ve Bj
katsayilari j ‘inci panel Uzerindeki birim sabit siddetli girdap dagiliminin j ‘inci panel
kontrol noktasinda indiikledigi normal ve tegetsel hiz bilesenleridir. A; ve Bj; katsayilari
daha onceki yontemlerde oldugu gibi yine, j ‘inci panele bagh eksen takiminda
hesaplanan indiklenmis hizlarin énce cisme bagh eksen takimina, daha sonra da / ‘inci
panel eksen takimina aktarilmasi suretiyle elde edilecektir.

Bir panel Gzerindeki sabit girdap dagiliminin herhangi bir P(x,y) noktasinda indukledigi hiz
bilesenleri icin daha 6nce 6nce verilen (10.39) ve (10.40) badintilari yardimiyla

u, =0, -0,) (10.39)
21
Y/‘ 722
L =—In—= 10.40
Vi in 7/ ( )

yazilabilir. Indiikleme noktasinin ayni panelin orta noktasi olmasi halinde

(10.38)

=
Il
+l

o =

v. =0 (10.39)

elde edilir.
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Bu badintilarda

y P(x,y)
0, —tan'—2; k=12 (10.15) ; .
oy &
no=ylr-x, ) +y7; k=12 (10.16) (x1,0) 0 X

(10.39) badintisindan goérildiga gibi bir panel Gzerindeki girdap dagihminin bu panelin
orta noktasinda indukledigi normal hiz bileseni sifir olmaktadir. Dolayisiyla sabit girdap
dagilimi kullanan bir panel yonteminde Neumann tipi sinir sarti kullaniimasi halinde elde
edilecek

N
DA4,v,=-R,, i=12..,N (11.47)
j=1

denklem sisteminin katsayilar matrisinin bdatin diyagonal elemanlan sifir olacaktir. Bu
durum bu yéntemin 6énemli bir zaafidir.

0 A12 A13 AIN Y. Rz

A21 0 A23 AZN ') Rz
4, A4, 0 e Ay 1YY =R, (11.48)

_ANI ANZ AN3 0 1 UYw RN

Yontemin zaafinin giderilmesi igin ©6nerilen ydontemlerden birisi sinir sartinin bir baska
bicimde uygulanmasiyla elde edilmektedir. Séyle ki; ylzey sinir sartini cismin igerisindeki
bolgede potansiyel fonksiyonunun sabit olmasi seklinde yorumlamak muimkindir. Bu
durumda i¢c bdlgede potansiyel fonksiyonunun tlrevleri, yani hiz bilesenleri sifir olur.
Boylece sinir sarti panel kontrol noktalarinda vyilzeyin i¢ tarafinda tedetsel hiz
bilesenlerinin sifir olmasi seklinde uygulanabilir:

V., =0, i=12,...,N (11.49)

Bu yontemde de firar kenarina komsu iki panel Uzerindeki girdap dagiimlarinin firar
kenarinin st ve alt yilzleri arasinda bir hiz farki yaratmamasi icin (Kutta sarti) bu
paneller Gzerindeki girdap siddetleri toplami sifir olmahdir.

Y, +yy =0 (11.50)

Ancak bu denklemin ilavesiyle denklem sistemindeki denklem sayisi bilinmeyen
sayisindan bir fazla olur. Bu durumda denklemlerden herhangi birisi cikartilir.
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