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Boliim 10

TEKILLIK ELEMANLARI ve ETKILESIM KATSAYILARI

Onceki bélimlerde gévde ve kanatlar etrafindaki potansiyel akim problemlerinin ¢éziimaniin
basit cézumlerin dagihmlarindan elde edilebilecedi gosterilmistir. Laplace denkleminin bu
basit ¢6zimlerinin siddetleri kati cidarlar Uzerinde sifir normal hiz sarti uygulanilarak
bulunabilir. Bu sinir-deger probleminin niimerik ¢ézimiine giden adimlar bicimsel olarak
Bolim 9.7 de anlatilmistir. Genel olarak yontemin karmasikhdl arttikca elaman
etkilesimlerinin hesabi da daha zor olmaktadir. Bu bakimdan, bu bélimde, nUmerik
yontemlerin esasini teskil eden tipik nimerik elemanlardan bir kismi tanitilacaktir. Sekil 10.1
de bir elemanin etkilesim katsayisi hesabiyla ilgili bilgiler bigcimsel olarak gdésterilmistir.
Herhangi bir P(xp,ypzp) noktasindaki indiklenmis potansiyel ve hiz artimlarini hesaplamak
icin eleman geometrisiyle ve tekilligin siddeti ile ilgili bilgilere ihtiyag vardir.

Oxeryez) Etkilesim
Panel geometrisi = katsayilari = (Au, Av, AW, AD)
Tekillik siddeti hesabi
Sekil 10.1

ifade basitligi acisindan tekillik elemanlaryla ilgili asagidaki biitiin tanimlamalarda 4 sembolii
g6zardi edilecektir. Bununla birlikte, hiz potansiyelinin ve hiz bilesenlerinin dederlerinin
artimsal dederler oldugu ve slperpozisyon ilkesine uygun olarak birbirleriyle toplanacadi
unutulmamalidir.

izleyen bélimlerde ¢ikarimi nispeten kolay olan iki-boyutlu bazi elemanlar sunulacaktir.
Daha sonra sunulacak olan Ug-boyutlu elemanlarin karmasikliklari, tekillik siddetindeki
polinomik yaklasimin derecesine bagl olarak artmaktadir. Formduller panele bagh eksen
takiminda verilecek olup, bu formiller genel bir koordinat sisteminde kullanilirken ilgili
koordinat déontsimlerinin (6teleme ve dénme bigiminde) yapilmasi gereklidir.

10.1 iki-boyutlu noktasal tekillik elemanlari

Bu elemanlar muhtemelen en basit ve kullanimi en kolay olan elemanlardir. Bu bakimdan,
yliksek dereceden elemanlar kullanildigi zaman dahi, etki noktasinin elemandan gok uzakta
oldugu durumlarda uzak-bdlge etkisinin tanimlanmasinda noktasal elemanlar kullanilabilir.

izleyen alt bélimlerde kaynak, duble ve girdap olmak Uzere (i¢ noktasal elemana ait
formuller verilecektir.
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_ X P(x.y)
10.1.1 Iki-boyutlu noktasal kaynak

Sekil 10.2 de goraldigu gibi  (xg,Y0)
noktasinda vyer alan o siddetindeki bir
noktasal kaynadin bir P(x,y) noktasinda
yarattigi hiz potansiyeli ve hiz bilesenleri
artimlari sirasiyla (X0.Yo) «

Sekil 10.2: Noktasal kaynadin etkisi

(D(x,y):%m\/(x—xo)z+(y—y0)2 (10.1)

(10.2)

V(X,J’)Zaﬁzi Y=o (10.3)

seklindedir.

Noktasal kaynadin kompleks potansiyel fonksiyonu ve kompleks eslenik hiz fonksiyonu
sirasiyla

f(z)zilnz w*(z)=

2 2wz

seklinde yazilabilir.

10.1.2 Iki-boyutlu noktasal duble

Bolim 3.7 de oldudu gibi (xgYs) noktasinda yer alan ve y dodrultusunda yonlenmis
[ﬁ:(O,u)] bir dublenin P(x,y) noktasinda (Sekil 10.2) indukledigi hiz potansiyeli ve hiz

bilesenleri sirasiyla

d(x, __H Y=Yy 10.4
T P S B (104

u(x, )_aﬁ_ﬁ (x_xo)(y_J’o) - (10.5)
T A e )]

v(x _0® _—u (x=x,) ==y, ) |
" v [(X—x0)2+(y_y0)2]2 (10.6)

seklinde yazilabilir.
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Temel tekillik elemaninin  Sekil 10.3 de y*
gosterildigi gibi (x,y) koordinatlarina gére g agisi y
kadar dondirdlmids bir (x*y*) koordinat
sisteminde verilmesi halinde hiz bilesenleri

X
* cos —sin 7 N
S 4k (10.7) 6= s »
v ¥ sinff  cosf \v
kil 10.3: Panel koordinatlarind |
seklinde bir déntstimle bulunabilir ekl koofcﬂf,aﬂ(;?; ;’;ituzﬂﬂq an gene
10.1.3 Iki-boyutlu noktasal girdap y P(x.y)
(x0,¥0) noktasinda yer alan I siddetindeki
noktasal girdabi dikkate alallm. Bu girdabin
P(x,y) noktasinda indikledigi hiz potansiyeli | (2. __________
ve hiz bilesenleri B6lim 3.9 daki sonuglarin
(Xo,Y0)
yardimiyla b%s
®(x, y) = -1 tan [ 2720 (10.8)
2 X—Xx,
ob I Y=y
ulx,y)="—=— (10.9)

(10.10)

seklinde yazilabilir.

Noktasal girdabin kompleks potansiyel fonsiyonu ve kompleks eslenik hiz fonksiyonu
sirasiyla

f(z):%lnz w*(z):%

seklinde yazilabilir.
Burada belirtilen butin noktasal tekillik elemanlan Sekil 10.1 de gdsterilen gerekleri

saglamaktadir. Yani, P noktasindaki hiz ve potansiyel artimlari geometriye (x,y,xq,Y0) ve
tekillik elemaninin siddetine baghdir.
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10.2 iki-boyutlu sabit siddetli tekillik elemanlari

Yukarida izah edilen muinferit kaynak, duble

ve girdap tekillik elemanlar sdrekli bir y P(x,y)
ylzeyin temsilini saglayamaz. Daha hassas ors) —
bir temsil igin bir surekli ylizey panel adi l\

verilen kiglk elemanlara bdlintr. Herbir
panel ve bu panel Uzerindeki tekillik dagihmi
Sekil 10.4 de gosterildigi gibi polinomlarla N %
temsil edilir. Bu bolimde paneller dogru
parcalar seklinde alinacak, tekillik siddetleri
icin ise sadece sabit, lineer dedisen ve
kuadratik dedisen dagilimlar kullanilacaktir.

Ancak bu bélimdeki ydntem daha-yiuksek mertebeden paneller icin de uygulanabilir.

Sekil 10.4: Panel elemanlari

Bu boélimde kaynak, duble ve girdap dagilimlarn igin ornekler verilecek olup, basitlik
acisindan bagintilar panele bagh eksen takiminda verilecektir. Incelenecek bir problemde
sonuglarin problemin genel eksen takimina dénustitrilmesi gerekecektir.

10.2.1 Sabit siddetli kaynak dagilimi y P(x,y)
—
Sekil 10.5 de gorildigi gibi x ekseni boyunca
o=sb siddetindeki kaynak dadiiminin bir P o(x)=o=sb
noktasindaki indiiklemeleri noktasal kaynagin N P
indiklemeleri icin daha o6nce bulunmus olan 7 N X

(10.1-3) bagintilarindan yararlanilarak

X X2
asadidaki integrasyon formilleriyle elde edilir: '

Sekil 10.5: Sabit siddette kaynak dagihmi

@(x,y)=%fln\/(x—x0)2+y2 dx, (10.11)

X

u( ,y) ob o K X=X,

- ([—= % g 10.12
O 27fx,(x—x0)2+y2 X0 ( )

ov o ¢ y
,V)=—=—"|——""—-d 10.13
R Ty e o

Yukaridaki integraller sirasiyla
(D(x,y):%[(x—x])lnr]z —(x—xz)lnr; —Z(x2 —x1)+ 2y(6’2 —6’,)] (10.14)
3

c.r o, 1
u(x,y)=—In-L=—In-L (10.17)

T 1, 4m n
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v(x,y)z%(@z _91)

seklinde hesaplanabilir. Burada x; ve x, panel ug
noktalarinin koordinatlari, r; ve r; ug noktalarinin P
indikleme noktasina uzakliklar, 6; ve ¢, de ug
noktalarini P noktasina birlestiren dogrularin x

ekseniyle yaptigi acilar olup:

0, =tan”’ L ;

12 (10.15)

(10.16)

dir.

Bu badintilar x ve y degiskenleri cinsinden agik olarak

10-5

(10.18)

(x1,0) (x2,0) X

Sekil 10.6: integral parametreleri

(x,y)=-Z{w = x, ) nl(x =, Y+ 32 |- (o= (=2, 2]
iz

(10.19)

+2y(tan"’ Y —tan™’ y]
X—x, X—x
(x—x,)" +y°

ulx,y)=—7In

(e7)=—~ P

v(x, y) =2 {tanl —tan™’ J
2 X—Xx, X=X

seklinde de yazilabilir.

(10.20)

(10.21)

Ozel bir durum P noktasinin panel lizerinde yer almasi halidir. y=+0 halinde indiklemeler

4

®(x,£0)=-Z[(x - x,)In(x = x, ) = (x = x,)Inx - x, ]

O
+0)=+—
(x20) =

olur. P noktasinin panel orta noktasinda olmasi halinde ise

(10.22)

(10.23)

(10.24)
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o 22 19]= T (x, —x, )| 222 (10.22)
2 2r

dir. Ayrica v hiz bileseni batiin panel Gzerinde sabit iken, u hiz bileseni panel orta noktasinda
sifir, panel uglarinda ise sonsuz buyukliktedir.

v hiz bileseninin panel lzerindeki sabit dederinin panele lstten veya alttan yaklasilmasina
badh olarak farkli isaretli oldugu unutulmamalidir.

10.2.2 Sabit siddetli duble dagilimi y P(x.y)
—
Sekil 10.7 de goruldaga gibi x ekseni boyunca
y dogrultusu ve yéninde, u=sb siddetinde bir u(x)=u=sb
duble dagilimi bulunmasi halinde bir P IOV OUY
x1l | T X

noktasindaki indiklemeler duble indiklemeleri

T I S

icin daha ©6nce bulunmus olan (10.4-6) X
bagintilarindan yararlanilarak asadidaki
integrasyon formudlleriyle elde edilir: Sekil 10.7: Sabit siddette duble dagilimi

(D(x,y):_if%dxo (10.25)

27 x,('x—xO) +y
oD u'f -
u(x,y)— il J (x al) )y dx, (10.26)

x _ 2_ 2
v(x,y)=—=—"— . dx, (10.27)

Goraldaga gibi duble dagihmi igin bulunan potansiyel fonksiyonu daha 6nce kaynak dagilimi
icin bulunan v hiz bileseniyle benzerdir. Buna gére (10.25) integralinin sonucu (10.18)
bagintisi yardimiyla

‘D(x,y)=l[tan"L—tan" Y J (10.28)
2 =35 X=X

olarak yazilabilir.

(10.28) badintisinin ayni zamanda bir girdabin y

indukledigi potansiyel icin verilmis olan (10.8)

badintisina da  benzedigi  g6rilmektedir. I1=-u I2=u
Dolayistyla  duble dadiiminin  indikledigi C :)
potansiyel panel ug¢ noktalarinda yer alan zit X1 X2 X

ybnde ve [I=u siddetindeki iki girdabin

indikledigi potansiyele dzdestir. Sekil 10.8: Duble dagilimina 6zdes girdap sistemi
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Belirtilen bu 6zellik nedeniyle duble dagiliminin indliikledigi hiz bilesenleri icin verilen (10.26)
ve (10.27) integrallerinin sonuglari noktasal girdabin indtkledigi hiz bilesenleri igin verilen

(10.9) ve (10.10) badintilarindan hareketle

M Y Y

“(x’y)7{<x—xl)z P g

er)=o0

—F{ X—X,; X=X,
(

rx ) vy n) ey

seklinde yazilabilir.

(10.29)

(10.30)

P noktasli panelin lzerinde oldugu taktirde (y=+0, x><Xx<X3)

Y
D(x,+0)=
(x’ ) +2

v(x,io)=i{ - }

2r | x—Xx; X-—X,

olur. Panel ug noktalarinda v hiz bileseni sonsuzdur.

10.2.3 Sabit siddetli girdap dagilimi

Sekil 10.9 de goraldiga gibi x ekseni boyunca
saat ibreleri ydéninde y=sb siddetinde bir
girdap dadgilimi  bulunmasi halinde bir P
noktasindaki indiklemeler noktasal girdapla
noktasal kaynak arasindaki benzerlikten
yararlanilarak kolaylikla hesaplanabilir.

Noktasal girdap icin daha énce bulunmus olan
(10.8-10) bagintilarindan yararlanilarak
asagdidaki integrasyon formdlleriyle elde edilir:

@(x,y)z—%ftanl[ J de(,

X=X,

oo _ gy y
V) =—="—|——5—-d
u(x J’) o Zﬂi(x—xo)z o X,

(10.31)

(10.32)

(10.33)

X1 X2 X

Sekil 10.9: Sabit siddette girdap dagilimi

(10.34)

(10.35)
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oD y ¢ X—Xx,
9 R | 10.36
) oy 2z ;': (x—xo )2 +y° K ( )

Bu integraller hesaplanarak

_ 2
C[)(x,y):z—j; (x—x1)01 —(x—x2)492 +§ln% (10.37)
2
u(x,y)=2L(6’z -0,) (10.39)
T
Y ’”22
v(x,y)zglnr—z (10.40)
1

elde edilebilir.

Elemanin kendi Gizerindeki indiklemeleri igin

O £0)=F7 (v~ x,) (10.41)

u(x,iO)zig (10.38)
y .1

v(x,20)=——In—=- (10.39)
4 r;

Cogu zaman panel orta noktasindaki indikleme ile ilgilenilir ki bu noktada r;=r, olup v hiz
bileseninin dederi sifirdir.

10.3 iki-boyutlu lineer siddetli tekillik elemanlari

Bir ylizey Gzerindeki tekillik dagihminin paneller (izerinde sabit siddette tekillik dagilimlariyla
temsil edilmesi halinde panel u¢ noktalarinda tekillik siddetleri slireksiz olmaktadir. Bunu
gidermek igin panel boyunca lineer dedisen tekillik dagiimlari 6nerilebilir. Tekilligin strekli
olmasini saglamak igin komsu iki panel tGzerindeki tekillik siddetlerinin bu iki panelin birlesme
noktasinda esit olmasi sarti kosulur.

10.3.1 Lineer kaynak dagilimi

Sekil 10.10 ‘da goruldagt gibi x ekseni boyunca (x;<x<x,) aralidinda siddeti
o(x) = op+ o;(x-x;) seklinde dedisen bir kaynak dadilimini dikkate alalim. Bu kaynak
dagilimini o, sabit siddetinde bir kaynak dadiimi ile o(x) = o;(x-x;) seklinde lineer olarak
dedisen siddetteki bir kaynak dagilminin siperpozisyonu seklinde disinmek mimkuinddr.

Bu iki kaynak dadilimi icin ayri ayri elde edilecek sonuglar sliperpoze edilerek istenen lineer
dagilimlara ait sonuclar bulunabilir.
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o(x)= oo+ o1(X-X1)

op=8b O'(X):O'1(X-X1)

+

X1 X2 X X1 X2 X X1 X2 X

(0]

Sekil 10.10: Lineer kaynak dagiliminin sliperpozisyonu

Sabit kaynak dagilimi icin sonuglar daha 6nce bulunmustu. Siddeti o(x)=0;(x-x;) seklinde
dedisen kaynak dagilimi igin panel boyunca integral alinarak

CD(x,y)z% fxo lnwl(x—xo)z +y7 dx, (10.44) y P(x,y)

3 (x—x 1 ra
ulx, y) j ) dxo (10.45)
%, x x(,
O,
’ o) | |\
W, y)=2 - Xy g (10.46) i X X

2 2
ay 2ﬂx1(x_x0) +y
Sekil 10.11: Lineer kaynak dagiliminda

bagintilari yazilabilir. Bu badintilar integre edilerek parametreler
asagidaki sonuclar elde edilebilir:

2 _ 2 .2 T
D(x,y)= Gl[x le Y nrf -2 xzz Yinrd + 2x0(0, - 6,) - x{(x, - x,) || (10.47)

ir
B 2
)= S|S0 s )50, 0) (10.48)
L 2
o, | ’”22
v y)=_= ylnr—2+2x(6’z -0,) (10.49)
1

Buradaki r;, r», 6;, 6 buylkliklerinin dederleri daha 6nce (10.15-16) badintilariyla
verilmistir.

P noktasli panel lizerinde oldugu taktirde (y=+0, x,<x<Xx>) bu bagintilar

(I)(x,J_rO) 40;1[ [(x - X; )lnr, (xz —xzz)lnrz —x(x2 —x])] (10.53)

2
r

2
u(x,iO)zﬁ{xlni+(x1 —xz)} (10.54)
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v(x,iO)zi%x (10.55)

sekline ve P noktasi panel orta noktasinda oldugu taktirde de

o) xX,—x; 1
D(x,£0)=—L(x; —x] )| In=2——L - = 10.53a
(x20) 47r( 2 )[ 2 2} ( )
ol
ulx,x0)=—L(x, —x,) (10.54a)
2r
g
v(x,i0)=i7(x1 —xz) (10.55a)
sekline gelir.
10.3.2 Lineer duble dagilimi P(x.y)

Sekil 10.12 ‘de gorildigu gibi x ekseni boyunca
(x;<x<x;) aralidinda siddeti u(x) = up+ 11 (x-x1) y
seklinde dedisen bir duble dagiimini dikkate
alahm. Duble eksenleri y dogrultusunda olsun

(= (0, )]

H(X) = o+ pr (x=X1)

Sabit duble dadilimi igin etkilesim sonuglari daha \))(1 X2 J X
6nce verilmis oldugundan burada da sadece =0 T1=p0+ 111 (X2-X1)
lineer duble dadiliminin etkisinin incelenmesi

yeterli olacaktir. Sekil 10.12: Lineer duble dagilimi

Siddeti  u(x)=u;x seklinde dedisen duble
dagiliminin bir P(x,y) noktasindaki indiklemeleri

M ¢ Xo¥
D == |—"d 10.56
(x,y) 272')‘!:()(—)60 )2 +y’ o ( )

u(x,y)zaﬁ:ﬂ_f xg(x—zx,))y 5 dx, (10.57)
o7, 7]
X2 _ 2 _ .2

v(x,y)_a(l)_ ﬂj[(x x()) Y ])Z() dxo (10.58)

» 25 [eox, Y 4 y?]
integralleriyle hesaplanabilir.
Potansiyel fonksiyonu igin yazilan integral lineer kaynak dagilimina ait v hiz bileseni igin daha

once yazilan (10.46) integralinin benzeri olup bunun icin (10.49) badintisi ile bulunan
sonuctan yararlanilarak
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_ 2
®(x,y)=4—‘;{yln%+2x(92 —91)} (10.59)

Ty

elde edilir.

Bu son badintiy1 (x26.- x;0;) terimini bir defa ekleyerek ve bir defa da gikartarak

2 2
<1>(x,y)=_2—“1Bln%+x(92 -0, )}zﬂ{lln%+x(ﬁj —02)}

V4 7] 2r| 2 1

B 2
./l Xlﬂ%+x(91 —92)+(l92x2 _91)‘1)_(92)‘2 - 0,x, )}

27[_2 r;
B 2
A Xlni+(x—x,)l91 —(x—xz)HZ +0,x, - 0,x,
27[_2 r22
B 2
=;—;_%ln%+(x—x])ﬁj —(x—xz)ﬁz}+;—;[[¢9]x1 _Hzxz]

(10.60)

seklinde diuzenlemek mumkandir. Bu esitligin sagindaki ilk terim daha Once sabit girdap
dagilimi icin bulunan

2
(D(x,y)zz—:;{(x—)q)ﬁj—(x—x1)192 +§ln%} (10.37)
2

bagintisina benzemektedir. Yani belirtilen terim 7=-u; siddetindeki bir sabit girdap
dagiliminin indiklemesine esit bir indlikleme yapmaktadir. Sayet bu terim

2
®**(x’y):§_;|:(x—x1)6’]—(x—x1)92+§ln—2} (10.38a)

seklinde belirtilirse lineer duble dagiliminin indiklemesi de
@(x,y):m**(x,y)+§—7’[[9,x1 - 0,x, ] (10.61)

seklinde ifade edilebilir. Ayrica bu son esitlikte parantez iginde yer alan son iki terim de daha
6nce munferit girdap igin verilmis olan

(D(x,y)z—%tan_l[%jz—%e (10.8)
0

bagintisina benzer olup, (x;,0) noktasinda yer alan I'=u;x; siddetindeki ve (x,,0) noktasinda
yer alan I'= u;x, siddetindeki minferit girdaplarin indikledikleri potansiyellere esdegerdir.
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Simdi, lineer duble dagihminin indikledigi hiz bilesenlerini bulmak icin (10.59) badintisindan
tirev almak yerine, bu bagintinin esdederi olan (10.61) badintisinin tlrevlerini almak veya
daha kolay bir yol olarak bu badintiyi kismen veren (10.37) badintisinin ve (10.8)
badintisinin daha 6nce alinmis tirevlerinden yararlanmak uygun olur.

Buna gore (10.37) ve (10.8) badintilarinin x ‘e goére tlrevlerini veren (10.39) ve (10.9)
bagintilari yardimiyla lineer duble dagiminin indtkledigi u hiz bileseni icin,

X X
o) o) A A
1 2

ve badintilarinin y ‘ye gore tlrevlerini veren (10.40) ve (10.10) badintilari yardimiyla lineer
duble dagiliminin indukledigi u hiz bileseni igin,

2
My T HX X=X HXp X~ X,

v(x,y)z T 2w r,z 2w rj

y

veya bu badintilar diizenlenerek

u(x,y)=§—7’[ (x—j—x—ﬁJy—(ﬁz —91)} (10.62)
I\"2 N
B 2
v(x,y)zﬂ _1n2+2x1(x—x1)_2x2(x—x2) (10.63)
4z | rf ”12 r22

elde edilir.

P noktasli panel lizerinde oldugu taktirde (y=+0, x,<x<Xx;) indlikleme badintilar

(D(x,iO)zi%x (10.64)
u(x,iO)z?% (10.65)
2
v(x40) =41 _1n%+fo(x;xf)—z%(xj%) (10.66)
4 7, r; ry

sekline ve P noktasi panel orta noktasinda oldugu taktirde de

d)(xM,iO):i%x (10.64)

u(xM,iO)zi% (10.65)
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Wy, ,io):—ﬂ{x?—”’} (10.66a)

T X, =X,

sekline gelir. Gorildugu gibi panel uglarinda dikey hizda tekillik mevcuttur.
Duble dagilimi siddetinin u(x) = up+ u;(x-x;) seklindeki genel hali igin daha 6nce abit duble

dagilimi igin bulunan integral dederleriyle bu boélimde 6zel lineer dadilim icin bulunan
integral sonuclarinin stiperpoze edilmesi gerekir.

10.3.3 Lineer girdap dagilimi
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10.4 Ug-boyutlu sabit siddetli tekillik elemanlari

Ug-boyutlu halde, iki boyutlu halde oldudu gibi ayriklastirma islemleri iki kisimdadir:
Geometrinin ayriklastirilmasi, tekillik dagihminin ayriklastirilmasi.

Sayet geometri ve tekillik siddetleri polinomlarla ifade edilirse, birinci-dereceden bir yaklasim
halinde yiizey icin diizlemsel-dértgen (quadrilateral) paneller tanimlanir. Ikinci- veya tglinci
dereceden yaklasimlar halinde ise ylizeye parabolik veya Uglncl-dereceden polinomik egriler
uydurulur. Benzeri bicimde tekillik siddetlerinin dagiimi sabit-siddette (birinci-dereceden
yaklasim), lineer dedisen (ikinci-derece), veya parabolik (lglinci-derece) fonksiyonlarla
ifade edilir.

En basit ve temel Ug-boyutlu eleman, dizlemsel-dortgen geometri ve sabit-siddette tekillik
dagihmi seklindedir. Izleyen kisimda bu tip sabit-siddette elemanlar tanimlanarak gerekli
formiilleri verilecektir.

Buradaki cikarimlar da yine panele bagh bir lokal koordinat sisteminde yapilmaktadir.
Herhangi bir geometri icin ¢ozllecek problemde cisme bagl genel koordinat sistemine ayrica
gecmek gereklidir.

10.4.1 Diizlemsel-dortgen kaynak elemani

Sekil 10.14 de gésterildigi gibi doért dogru ile z *Pxy.2)
sinirlandiriimis bir dizlemsel-dértgen eleman Gzerinde
birim alan basina o sabit siddetinde bir kaynak
dagihmini  dikkate alallm. Bu elamanin bir P
noktasinda indikledigi potansiyel hiz bilesenleri

- ds
(I)(x,y,z) = —o-”
75 =, P =y 2
(10.87) (x4,y4,0)
kil 10.14: Dizlemsel dortgen kaynak
(”’Vaw):(ag,ag,agj (10.88) ek UZIZT'\?.—“ ortgen kayna
Ox 0Oy oz

seklinde hesaplanabilir. Buradaki integralin hesaplanmasi ¢ok uzun islemler gerektirmekte
olup, Hess ve Smith %! tarafindan elde edilen indiiklenmis potansiyel ifadesi asagidaki
gibidir:

q)(x,y,z)ziﬂ(x—x,)(yz )=y e =x,), n 4+,

4 d,, rt+r,—d;,

(x—xz)(y3 _)’2)_ )’_)’2)(x3 _XI)lnrz +r;+dy;
23 ry+ry—dsy

d
(x—x3Xy4 — ;3 —(y—y3)(x4 _x3)lnr3 +r,+dy,
d

+

+

23 rytr,—dsy,

)
(x—x4)(y1 —y4)—(y—y4)(x1 _x4)1n r,trt+dy,
d, rytr—dy,

+
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+|z|{ tan"’[w —tan’
zr,
+tan~!| P2 = |
zr,
ttan!| a8 s |
zry
+tan”’ w —tan”’
zr,
Burada
d), = \/(xz _xz)z +(y, _)’1)2
dy; :\/(x3 —x2)2 +(y; —y2)2
ds, = \/(x4 —x3)2 +(y, _y3)2
dy =\/(XJ —x4)2 +(y, _)/4)2
y —_—
m,, 2~V
X, =X
Y3 =)
my; = ———
X3 =X,
Yy— )Y
my, = ———
X, — X5
m,, = Yi— Vs
X, — X,
no=G-x) -yt k=1234
e, =(x—xk)2 +z7, k=1234
hy=(x-x)"+(y=y)", k=1234

Hess ve Smith tarafindan hesaplanan hiz bilesenleri de asagidadir:

u=

m,e, —h,

zr,

myse; —hy

zr,

mse, —h,

zr,

mye, —h

zry

O |\ Y2 Vit +r,—d, +y3 -) 1n’”2+’”3_d23

ir| d,, r+r+d;, d,;

r,+r;+dy,

10-15

(10.89)

(10.90a)

(10.90b)

(10.90c¢)

(10.90d)

(10.91a)

(10.91b)

(10.91c)

(10.91d)

(10.92)

(10.93)

(10.94)
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LYV Bty —dsy  yemyi Ttri—dy (10.95)
ds, r+r,+dy, d, r,+r+dy,
b O | X=X 1nr1+r2_d12 LX2m%s lnr2+r3—d23
4 d12 V]+7'2+d12 d23 }"2+V3+d23
+x3—x4 lnr3+r4_d34+XI_X4 lnr4+r]_d41i| (1096)

dsy rytrgtdy, dy rtrtdy

w:i{ta [mueI J [muez J
i

zr,
+tan- (m34e3 J ( 3464 ~ J

Han-f(m}m-z[mﬂ (10.97)
ZV4 Z]”I

Hizin u ve v bilesenleri her yerde tanimhdir. Ancak dértgenin kenarlarinda sonsuz olur.
Elemanin kendi Gzerindeki etkisi sentroid Uizerinde dederlendirilir ki bu noktada u ve v hiz
bilesenleri sifira yaklasir. z— 0 icin eleman icinde dik hiz bilesenindeki ani degisim B6lUm 4.4
dekinin benzeridir:

w(z :oi)zi% (10.98)
P noktasi elemanin disinda olursa:

w(z=0")=0 (10.99)
ahinir.
UZAK BOLGE:

P kontrol noktasi (xo,y,,0) eleman merkezinden uzak oldugunda hesaplama verimini
arttirmak bakimindan doértgensel elemanin etkisi bir tek noktasal kaynak kullanilarak temsil
edilebilir. Uzakhk tanimi her ne kadar kullanici tarafindan yapiliyorsa da genellikle ortalama
panal ¢apinin 3-5 katini Uzerindeki uzakliklar bayutk sayilir. Bélium 3.4 de verilen bilgiler
cercevesinde A alanina sahip doértgensel elemanin etkisi bir noktasal kaynakla

D(x,y,z)= —o4 (10.100)

4r \/(x_xo)2 +(y _yo)2 +z’

o4 (x_xn)
4n [(x—x0)2 +(y-y,) +22]3/2

u(x,y,z)= (10.101)
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v(x,y,z)= 4=y, — (10.102)
anlx—x, ) +(y-p,) +2°]
w(x,y,z)= od(z-2,) (10.103)

dnl(x—x,) +(v-y, ) +2°]"
seklinde tanimlanir.

Sabit kaynak dadiimli diizlemsel-dortgen bir elemanin etkisinin hesabi igin bir program Ek D
de 11 nolu program olarak verilmistir.

10.4.2 Diizlemsel-dortgen duble elemani

10.4.5 Sabit-siddetli girdap cizgi parcasi

Tasiyicl akimlara ait ilk ¢céztmler tasiyici ylizey denklemlerinin (Bolum 4.5) girdap dagihmi
¢bzimlerine dayanmaktadir. Bu gibi bir problemin Gg¢-boyutlu ¢bézimi, kanadi ve izi
modelleyen sabit-siddetli girdap-gizgi parcgalar kullanarak gercgeklestirilebilir. 7" siddetindeki
bir girdap parcasinin indtkledigi hizlar Bélum 2.11-2.12 de (2.68b) denklemi ile

. T dlxF
AV =— 22T (10.114)
I r
seklinde hesaplanmisti. Sayet girdap pargasi Sekil 10.23 de (X2,y2,22)

gosterildigi gibi 1 ve 2 noktalari arasinda yer alirsa

2
herhangi bir P noktasindaki induklenmis hiz (2.72) 1%’
denklemi vasitasiyla '

(X1,y1,21) \\\ !

< 1

\\ 7
~ r ¥xr, _ | F 7 z S
AV]_2=—’—22r0~ L2 (10.115) y p M
ir |;71 X7, AN (Xp.yr.2p)
X
seklinde hesaplanir. 1, 2 ve P noktalarinin koordinatlarinin

verildigi  bir kartezyen koordinat sisteminde hizin Sekil 10.23
hesaplanmasi asadidaki adimlarla gergeklestirilir:

1- 7, x7, vektdrel garpiminin ve mutlak degerinin hesaplanmasi:

Py =Xpd +YVp, ] +2pk Xpp =Xp =X, Y1 =Vp = Vs Zpp = Z2p— 2

Ty =Xpyd +Vp,] +2Zp,k Xpy = Xp =Xy, Yp2=YVp = V2> Zpy =Zp 2,
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olmak Ulzere vektoérel carpim

seklinde dizenlenebilir. Burada

dir.

i ]k

FXE=\Xp,  Yp Zp|=X0+Y,Jtzk

P2 Vp2 Zp

Xy =VpiZp2 ~Zp1Yp2
Vv = ZpiXpy = XpiZp;

Z, =Xp1Vpr — Vpi¥p:

mutlak deger de

2- r; ve r> uzakliklari,

|’71 |:A1 :\/(xm)z +(yP])Z+(ZP1)2

17 ]= 8, = (x52) +(72) +(20)’

3- Skaler carpimlarin hesaplanmasi

Ly=Xp,l +y,]+z,k,

Xp =X =X YV =V= Vi Z,=2,7 %

Iy
v
= " S T S0z

|r2|

Nl X Xp, H Y Ye tZ52p

To T _ XppXpy + Y12Vpr +2152p,

A,

. 7 7 7r

$= 7| iy | =

|1| |”2 |r1|

Sor =757 =
7|
olmak Uzere

Spp =73
|’”2

A

2

4- Boylece indiklenmis hiz vektori

AI712 —ui+vj+wk

. I xs
olmak Uzere

I ys I zgs

u= =
dr (AV)

V= =, U=———2—,
4r (Av) dr (AV)

elde edilir.

10-18

UYARI: P noktasi girdap cizgisinin Uzerinde ise tekillik s6z konusu olup bu durumun kontrol
edilmesi ve girdap cizgisinin cok yakininda 6zel bir uygulama yapilimasi gerekmektedir.
Sayisal hesaplamada bu yakinlik ¢ yarigapli bir bélge ile tayin edilir. Yani

rn<ég, r<e, |;71x;72|<8
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olmasi durumlarina bakilir. Bu durum gercgeklesiyorsa Ug hiz bileseni icin de

u=v=w=0

alinir. Ya da, sayet kati cisim dénmesi kabullyle veya daha gelismis girdap cekirdegi
modelleriyle (bkz: Ref 10.3 de Bdélium 2.5.1) u, v ve w ‘nin dederleri hesaplanmaya
cahsilabilir.



