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BOLUM 2

VISKOZ OLMAYAN SIKISTIRILAMAZ AKIMIN
ESASLARI

B6lim 1 ‘de Reynolds sayisinin ylksek oldugu akimlarda viskozite etkilerinin ince bir sinir
tabaka ve iz bolgesi icerisinde kaldigi gortlmistir. Bu nedenle, ilk yaklasimda akimin viskoz
olmadigi kabul edilen sinir tabaka ve iz disindaki bélgesi ile ilgilenmekle yetinilebilir. Bu
tipten akimlan yéneten denklemleri ve bunlarin ¢6zimbu igin gerekleri araglari gelistirmeden
6nce akim icerisindeki rotasyonun ve bunun viskozite ile iliskisinin anlasiimasinda yarar
vardir.

Bu boélimun amaci dlslk-hiz aerodinamigindeki matematiksel problemin (diferansiyel
denklem ve sinir sartlan) tanimlanmasidir.

2.1 Acisal hiz, Vortisite ve Sirkiilasyon:

Bir akiskan elemaninin keyfi hareketi - Oteleme,

- dénme (rotasyon) ve

- sekil degistirme (deformasyon)
bilesenlerinden olusmaktadir.

Hareket eden bir akiskan elemaninin dénme hareketini géstermek icin Sekil 2.1 ‘deki kontrol
hacmini géz 6nline alahm. Bu sekilde, kolaylik olmasi bakimindan z=0 dlizleminde sonsuz
kiglk dikdortgensel bir akiskan elemani ele alinmistir. Akiskan elemaninin t=t, aninda, x ve
y eksenleri dogrultusundaki kenar uzunluklarn sirasiyla Ax ve Ay olup 1 numarali kdsesi (u,v)
hizi ile hareket etmektedir. Akiskan icerisinde hizlarin konum ile dedismesi nedeniyle
(6rnedin 4 numarall késenin hizi (u+au/dy)Ay olacaktir) akiskan elemani hareket sirasinda
herhangi bir bir t=t,+4t aninda Sekil 2.1 in sag st kosesinde goérialdaga gibi sekil
degistirebilir.

y

u+a—uAy
4__ 3

A

Y v+@AX
v Ox

Ax
1 2
u
t=ty X

Sekil 2.1: Dikdortgensel akiskan elemaninin sekil degistirmesi
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Acisal hiz:

Akiskan elemaninin bu sekil dedistirme sirasindaki agisal hizinin z ekseni etrafindaki bileseni
w, olup pozitif yonl sag el kuralina gore saat ibrelerine zit yondedir.

@, agisal hizi akigkan elemaninin 1-2 ve 1-4 kenarlarinin anlik agisal hizlarinin aritmetik
ortalamas! olarak hesaplanabilir. Iki ug noktasinin lineer hizlari arasindaki farkin kenar
uzunluklarina bélinmesi suretiyle 1-2, ve 1-4 kenarlarinin anlik agisal hizlari sirasiyla

v+@Ax -V (u+auAy —u
ox _ov . 3 y __Ou

Ax Ox Ay oy

olarak elde edilir. Boylece bu dizlemdeki agisal hiz igin

l1{ov ou
0, ==|—-—
2 ox Oy

bulunur. Akiskan elemaninin agisal hizinin diger iki bileseni de benzeri sekilde elde edilebilir.
Bdylece bileske agisal hiz, vektérel bigimde

(73203j+03y]+0321€ - ézéVxV (2.1)
olur.
Vortisite
Vortisite acisal hizin iki kati olarak tanimlanir: szchVxV (2.2)

Vortisitenin kartezyen koordinatlarda bilesenleri
oy 0z Y Y \oz ox ox Oy

Sekil 2.2 de gosterilen, C kapali egrisiyle sinirlanmis S
aclk vylzeyi Uzerindeki vortisite “Stokes teoremi”
kullanilarak C edrisi boyunca cizgisel integrale

doéntstardlebilir:

Sirkiilasyon

[[¢-iias=[[vxV.iids=§V-dl

N

Bu esitligin sag tarafindaki ifade sirkiilasyon olarak
adlandirilir

r

W-di (2.3)
C

Sekil 2.2
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Sirkllasyon icin yazilan bu badinti sekildeki 4 u+5Ay 3
dikdortgensel akiskan elemani igin uygulanirsa
I, Ay ov
AFE§V-d1=qu+[v+@ijAy— u+ 2 Ay | Av—vay Tt
- ox oy v Ax
1 p 2
[ Axay=([¢.ds X
ox Oy &
elde edilir.

Sirklilasyon kavramini gostermek icin asadida iki 6rnek verilmistir. Her iki halde de C egrisi
birer daire gemberi olarak alinmis ve kesik cizgilerle gdésterilmistir.

Sekil 2.3a da akim cizgileri esmerkezli daire cemberi seklindedir. Integrasyon yolu igin igin
secilen dairesel C edrisi lizerinde g ve dI blyUkliklerinin her ikisi de pozitif (saat ibrelerine
ters yonde) olup pozitif bir sirkiilasyon bulundugu aciktir.

Sekil 2.3b deki akim alani dairesel silindiri gegen bir tiniform paralel akimin yarattigi simetrik
akimdir. Bu halde simetriden dolayi sirkiilasyonun sifir oldugu agiktir.

Akim gizgileri Akim gizgileri

a) Sirkiilasyonlu akim b) Sirkiilasyonsuz akim
Sekil 2.3

Rotasyonel ve irrotasyonel hareket

Bir akiskanin rotasyonlu veya rotasyonsuz hareketini géstermek igin Sekil 2.4 deki gibi
egrisel bir yoringe boyunca hareket eden bir kontrol hacmini géz énlne alalim.

Sekil 2.4a da viskoz kuvvetlerin ¢ok blylk
oldugunu ve akiskanin yoringeyi izlerken
kati cisim gibi donecegini kabul edelim. Bu
halde Vxg # 0 olup akim rotasyonel kabul

edilir.

Sekil 2.4b de ise kayma gerilmeleri ihmal
edilebilir mertebelerde olup, akiskan
zerreleri  komsu akiskan  zerrelerinin
kayma gerilmelerinin etkisiyle dondua-
rilemeyecektir. Bu halde de Vxg =0 olup

akim irrotasyonel kabul edilir.

a) Rotasyonel hareket a) Irrotasyonel hareket

Sekil 2.4
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2.2 Vortisitenin Degisme Hizi:

Bir akiskan elemaninin vortisitesinin degisme hizina iliskin bir denklem elde edebilmek igin
sikistirlamaz haldeki Navier-Stokes denklemini kartezyen koordinatlarda ele alalim:

ov
ot

—+(I7-V)I7=f—V[£J+vVZI7

P

Buradaki tasinimsal (konvektif) ivme terimi

2

(V-v)ﬁ:v(%

Z

vektor esitligi kullanilarak yeniden dizenlenebilir. Béylece,

ot

Yo,

a_V+V(V72j—Vx5:f—V(£J+vV2V

(1.30)

(2.5)

sekline gelen Navier-Stokes denkleminin her iki tarafindaki terimlerin rotasyoneli alinarak

v? c . - =~
Vx|V £+ = a—g—VX(VXé'):VXf+VV2§ (2.6)
p 2 ot
vx(v7)=v?(vx7)=vE
Vortisitenin degisim hizini iceren bu denklemi daha da basitlestirmek igin
Vx(Px¢)=7 (v &)~ -v)i+(C v -¢(v7) (2.7)
vektor esitligi kullanilarak
%—f+(l7-v)5—r7(v-5)+5 (v 7)= (VP +VxfrvviE
elde edilir. Diger taraftan
Bir vektoérin rotasyonelinin diverjansi sifir olup, V. (V X V):V . g; =0
Sikistirlamaz halde sureklilik denklemi m
Blnye kuvvetleri konservatif (irrotasyonel) kabul edilerek fo =0
o (- = (= - = D¢ (= - P
denklem —é;+(V-V)§=(§-V)V+vV2§ veya Ff:(g-v)mvvi“ (2.8)
UCK 419 Hesaplamali Aerodinamik ders notlari M.A. Yikselen
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sekline gelir. Bu denkleme vortisite transport denklemi adi verilir. Vortisite transport
denklemi:

DC (- _\-
Viskoz olmayan sikistirilamaz akimlar igin Fét, = (4’ -V)V (2.9)
Iki-boyutlu akimda vortisite akim diizlemine dik olup (E-V)ﬁ =0
L . . D,
Iki-boyutlu, viskoz, sikistirlamaz akim igin = vV<E (2.10)
- _ o D¢
Iki-boyutlu, viskoz olmayan, sikistirilamaz akim halinde ise Dt =0 (2.11)

sekline gelir. Bu halde her bir akiskan elemaninin vortisitesi sabit kalir.

Vortisite transport denklemi Navier-Stokes denklemine oldukgca benzerdir. Reynolds sayisinin
cok yiksek dederlerinde, kati cidar Uzerinde Uretilen vortisitenin akima dikey dogrultudaki
difizyonuna kiyasla akim dogrultusunda daha biytik bir hizla tasindidi ve bu nedenle de sinir
tabaka ve bunun devami olan iz igerisinde kaldigi goriltr. Akim alaninin bunlar disinda kalan
bélgeleri ise rotasyonsuz ve viskozitesiz kabul edilir.

Vortisite Transport Denklemi icin Boyut Analizi:

Yukaridaki gdzlemler bir boyut analiziyle de gésterilebilir. Nitekim Iki-boyutlu, viskoz,
sikistirlamaz akim igin yukarida bulunan (2.10) denkleminde

DE_ . (7 )Py viE
e +(V-v)E=vviE (2.10)

denkleminde

y=L-x 4 _Ov_ou_V(iov ouw _KC*
y=L-y" T oox oy Lioax"™ oy L
ZV' : - 7 — ] — ] 5
u=ru > V=v.7 vzie,z— a*e/:—V
v=F-y ox, ' Lox; ' L
2 2
L vof 1O 1y
L axj L axj L
boyutsuz biyuklikleri kullanilarak
DC aC - 2 ac* % £ * \% *) %
= =S (V) =vViE o |24 (V) =—V
=224 (VYL . (VY ) g = VL
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veya materyal tirev cinsinden

elde edilir. Burada

DC* 8C* Tk * *
T2 = (V)
Dt ot ( )Q
1 2

—V

Re ¥ ¢

*

Z

D¢
Dt

1
Re

—V*ZQ

*

Vortisite artis hizi

Vortisite Gretim hizi

(2.10a)

olup (2.10a) denklemi vortisite artis hizinin kati cidarlar civarindaki vortisite tretim hizina

esit oldugunu gostermektedir.

YUksek Reynolds sayili akimlar igin vortisite Uretimi kiglk olup sinir tabaka disinda ihmal

edilebilir.
2.3 Sirkiilasyonun Degisme Hizi — Kelvin Teoremi:
Sekildeki gibi, Biinye -
o kuvvetleri N
- Biinye kuvvetlerinin konservatif oldugu konservatif & ~ \d
- sikistirilamaz, viskoz olmayan bir akiskanda v
- daima ayni akiskan partikillerinden gegen
bir akiskan egrisini géz 6nine alalim. c
Bu C egrisi etrafindaki sirkilasyonun S,‘,Z;ﬁ‘;fa%’;’jﬁ,i?m
zamanla degisimi
DI D (- - DV -
—=—09V-dl - —dl =9V dl 2.13
Dt Dt : qj Dt @ Dt( ) ( )
DV .
—=aq
C bir akiskan egrisi oldugundan ID)t = U
=dl =dV
Dt
br_ fa-di =§v-av
Dt :
V sadece konumun ve zamanin fonksiyonu olup
. V2
§v -av :§d(—J=0 =
c c 2
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Dr - 7
—=¢a-dl =0 2.14
- § (2.14)
Sikistirilamaz halde Euler denkleminden
DV oV . -V . -V
_V:a_V+(VV)q: __p - a:f__p = U
Dt ot p p

DU _ e i —6vl 2 a7 =
Dt_ff dl fv(p ]dl 0 (2.15)

bulunur. Buna gore bir akiskan edgrisinin sirklilasyonu sabit kalmaktadir. Bu sonug agcisal
momentumun korunumu prensibinin bir baska formu olup, Kelvin teoremi olarak bilinir.

Kelvin teoremi ayni _akiskan elemanlarini _iceren kapali bir edri etrafindaki sirklilasyonun
zamanla degisiminin sifir oldugunu belirtmektedir

Ornegin, Sekil 2.5 deki kanat profili t=0 aninda hareketsiz olsun ve t>0 aninda aniden ileri
dogdru sabit bir hizla hareket etsin.

J

Sekil 2.5

Profil akiskan igerisinde hareket ettikge etrafinda bir 7} sirkiilasyonu ve profil izinde de bir 7,
sirkilasyonu olusacaktir. Kelvin teoremine goére profil ve izini igine alan bir gizgi etrafindaki
toplam sirkiilasyon zamanla dedismeyecek sabit kalacaktir:

DL _T,+T, _,
Dt A

Bu da ancak, baslangi¢c girdabinin sirkilasyonunun profil sirkiilasyonuna esit ama zit ydénde
olmasiyla mimkindar.

I, =-T

a w
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2.4 Irrotasyonel Akim - Hiz Potansiyeli:
Yliksek Reynolds sayilarindaki akimlarda

- viskozite etkisinin sinir tabaka ve iz bolgesi icerisinde kaldigi ve bu bolge
icerisinde viskozite etkilerinin ihmal edilemeyeced;,

- Sinir tabaka ve iz disinda kalan bélgelerde ise akimin irrotasyonel ve slrtinmesiz
kabul edilebilecedi

g6rulmusti. Sekildeki gibi basit bagl bir bdlgede bir C
egrisi boyunca

[V-di =[(dx+vdy+wdz) (2.17)
C C

integralini gdéz 6nitne alalim. Sayet bélge igcindeki akim
irrotasyonel ise

(udx+vdy+wdz) (2.18) Basit bagi bolge

buayukligu, integrasyonun C yolundan bagimsiz olup P(x,y,z) konumuna bagli olan bir ¢
potansiyel fonksiyonunun tam diferansiyelidir (bkz. Kreyszig E., Advanced engineering mathematics,
Wiley, sayfa 741)

P
(I)(x,y,z)z I(u dx+vdy+wdz)
)

Burada P, keyfi bir referans noktasi olup @ biyiikliigi hiz potansiyeli olarak adlandirilir.

Hiz vektori potansiyel fonksiyonunun gradyantina esittir: V =VoO (2.19)

Kartezyen koordinatlarda uz(’j%), v:%), w:%) (2.20) U

Sikistirilamaz halde VV =0 = U

olup V(VDd)=0
Laplace denklemi (2.21)

elde edilir. irrotasyonel, sikistirlamaz akimlar icin sireklilik denkleminin bir formu olan
Laplace denklemi lineer bir diferansiyel denklemdir.

Bu halde akiskanin viskozitesi ihmal edildiginden bir kati-akiskan cidarindaki “kaymama”
sinir sarti kosulmaz. Sinir sarti olarak sadece ylizeye dik hiz bileseninin sifir olmasi yeterlidir.
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Bu sinir sartinin daha genel bir formu “akiskan ile yiizey arasindaki izafi hizin kati ylizeye dik
bileseninin sifir olmasi” seklinde belirtilebilir. Buna gére

il -v,)=0 (2.22)
Vv akiskan hizi

175 kati cidar hiz

n kati cidarin normal vektéri

Bu son ifade, akis probleminin matematiksel formulasyonu icin daha uygun bir bicimdir.

Bdylece: Irrotasyonel, viskozitesiz ve sikistirilamaz bir akim igin hiz alaninin

hiz potansiyeli igin yazilmis Laplace denkleminin ¢boziimiinden elde edilebilecegdi

goérulmektedir.

Bu arada, hizlan basinglara badlayan Euler denkleminden heniz vyararlaniimadidini
belirtmekte yarar vardir. Akim problemi icin hiz alani bir defa g¢6zimlendikten sonra
aerodinamik kuvvet ve momentlerin elde edilebilmesi icin cisim ylizeyi boyunca basing
dagiliminin elde edilmesi gerekmektedir.

2.5 Cidar Uzerindeki ve Sonsuzdaki Sinir Sartlar::

Hiz potansiyeli igin yazilan Laplace denklemi: - viskoz olmayan,
- sikistirilamaz,
- irrotasyonel

bir akimi yéneten ve hiz icin yazilmis olan - eliptik tdrde

- kismi tirevli

bir diferansiyel denklemdir. Bu denklem bir sinir deder problemini ifade eder. Aerodinamik
problemler icin sinir sartlarinin bitin kati cidarlar Gzerinde ve sonsuzda belirtilmesi gerekir.

Kati-akiskan ara-ylzinde sinir sartinin bir sekli yukarida verilmistir. Bu sinir sartinin
uygulamalarda faydal bulunan bir diger sekli asagidaki gibi bulunabilir:

Sekildeki  gibi  kati  bir yGzeyi kartezyen  ___________________ =< . -
koordinatlarda
Flx,,z,t)=0 (2.23) B

badintisiyla ifade edelim. Ylizey Uzerindeki akiskan
partikilleri ylzeyin hizina esit bir 173 hiziyla

hareket edecektir. Yani F=0 kalacaktir. Buna gére ‘ool
F fonksiyonunun yizeydeki taneciklerin hareketini
takiben alinmis tirevi sifir olacaktir:
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F —
(3) F=0 - a—+VB-VF:0 (2.24)
Dt ), ot
(2.22) Sinir sarti 5(17—173)=0 Uy
Ylzey normali n E% (2.25) = U U
V.VE=V,-VF (2.26) = U
oF - DF
Boylece —+V -VF=——=0 (2.27)
ot Dt

Sonsuzdaki sinir sarti: Basglangicta hareketsiz olan bir akiskan igerisinde hareket eden bir
cismin yarattigi ¥ bozuntu hizi sonsuzda (cismin kati cidarindan ¢ok uzaklarda) sifira gider.

Buna gore, yere bagh eksen takiminda durgun akiskan icerisinde Lim V=0 (2.28)

r—0

2.6 Basing Icin Bernoulli Denklemi:

v - = =V
Euler denklemi —+V.VV = f——p
ot p
sikistirlamaz halde vp = V(E] olup
p P
N V2 .
ayrica V-VV:V[TJ—VXQ“
= o 5
vektor esitligi kullanilarak v _ VxC+V|—|=f-V - (2.29)
ot 2 p
sekline getirilebilir. Irrotasyonel akim igin E=VxV =0
Hizin zamana gore tlrevi a—V = 8(V(1>) =V 62 (2.30)
ot ot t
olup, f konservatif ise E potansiyel olmak lzere f =-VE (2.31)

yazilabilir. (Sayet f kuvveti yer ¢ekimi ise E =-gz olacaktir.) Boylece Viskozitesiz, sikistirilamaz,
irrotasyonel akimlar i¢in Euler denklemi

2
V(E+£+V7+%?J=0 (2.32)
0
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seklini alir. Bu denklem, parantez icindeki terim sadece zamanin bir fonksiyonu olmak
kaydiyla dogrudur. Boylece

Vi od
E+&+ S C(1) “Bernoulli Denklemi” (2.33)
P

elde edilir. E, o, V,p

Bernoulli denkleminin daha faydali bir . _//'/r—\
sekli, denklemin sol tarafindaki terimleri ” (\
akiskan icerisindeki farkl iki noktada, V=V,

ornegin keyfi bir nokta ile sonsuzdaki bir

P=Pws
referans noktada yazarak elde edilir:
2 2
E+£+V—+a£ = E+£+V—+a£ (2.34)
p 2 ot p 2 at )

Ornegin E.=0, ®..=Sb ve V.=0 olarak secilirse A noktasinda basing

_ 2
P p:%?+E+%; (2.35)
P

bagintisiyla hesaplanabilir.

NOT: Sayet akim - daimi (o®/0t=0),
- sikistirilamaz (p=sb) - fakat rotasyonel
ise (2.34) Bernoulli denklemi - zamana gore tirev terimi sifir olmak

- sagda sabit akim gizgisinden akim cizgisine dedismek

kaydiyla yine gegerlidir. Nitekim bu sartlarda (2.29) Euler denklemi yeniden dizenlenirse

sekline gelir ki, bu denklemin bir akim cizgisi

Uzerinde izdUsimund almak icin her iki tarafi Cy
akim cizgisinin dl tedet vektorl ile carpilirsa, __—/’—\
VxZ carpimi dl tefet vektorine dik olup  C? __—’/"\
bunlarin garpimi akim gizgisi boyunca sifirdir. Cq (\

Bunun sonucu olarak Bernoulli denklemi ayni
akim cizgisi Uzerindeki iki nokta arasinda

kullanilabilir.
2
E+£+V—:CS
p 2
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2.7 Basit ve Cok Bagh Bolgeler:

iki-boyutlu kanat profili, Gic-boyutlu kanat veya gdvde gibi farkli geometriler etrafindaki akim
bolgeleri matematiksel anlamda birbirinden farkli olup, hiz potansiyeli de farkh o6zellikler
gosterir. Bu bolgeler arasindaki farki géstermek icin bazi temel tanimlari bilmek gereklidir.

Bir bolge icindeki kapali bir edri daraltilarak neticede

bir noktaya indirgenebilir

bu mimkin olmayabilir.

Ornegin, bir kanat profilini cevreleyen kapali bir egri indirgenemezken, profili cevrelemeyen

bir egri indirgenebilir.

Basit-bagli bélge, icerisindeki btlin kapali edriler bir noktaya indirgenebilen bolgedir.

Bir ucak goévdesinde oldugu gibi sonlu,
Ug-boyutlu bir cisim etrafindaki bdlge
basit-baghdir. Zira cismi ¢evreleyen
herhangi bir egri cisim civarindan
uzaklastirilip bir noktaya indirgenebilir.
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Bariyer, bir boélge icerisine sokulan ama
modifiye edilmis bdlgenin bir parcasi
olmayan bir egridir.

Bir bolgeye sokulan bir bariyer cok bagl
olan bu bdlgeyi basit badl hale getirir.

Bir bolgenin baghlik derecesi, bu bélgeyi basit bagh hale getirmek igin gereken bariyer
sayisina bagh olup, bariyer sayisi n ise baglilik derecesi n+1 olarak belirtilir.

Sekildeki kanat profili etrafindaki gok-

bagh bélge firar kenarindan geriye

sonsuza giden bir bariyer gizilerek q\ Bariyer

basit-bagh hale getirilebilir (Bélgedeki - /

kapali egriler artik profii T

cevrelememektedir). Bu durumda
n=1 olup orijinal bolge cifte-baglidir.

Basit bagh bolge Cifte-bagli (bir-defa bagh)

bélge iki-defa bagh bélge

Basit ve cok badli bélgelerin farki

Basit bagh bir bolgedeki irrotasyonel hareket halinde
herhangi bir kapali egri etrafindaki sirklilasyon igin

r=§l7-di:§vq>-di=§dq> (2.36)

yazilabilir. Bélge igerisinde vortisite sifir olup
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denklemine gore sirkllasyon sifirdir. Ayrica, d® nin herhangi bir egri etrafindaki integrali sifir
oldugundan hiz potansiyeli tek-dederlidir (bkz Béiim 2.4).

Sekil 2.7 deki kanat profili etrafinda gérilen
cifte badgh bolgedeki irrotasyonel akim

halinde: 2 Barlyer
" B

Profili gevrelemeyen herhangi bir kapali egri B

boyunca, yukarida basit bagl bolge igin

bulunan sonu¢ uygulanarak sirkilasyon C,

dederi sifir bulunur. Sekil 2.7

Sekildeki gibi bir bariyer cizerek profili

cevreleyen C; ve C, edrileri ile bariyerin iki yanindan olusan bir edriyi géz o©nine
alahim.Bariyeri icermeyen bélge basit bagh oldugundan, egri etrafindaki sirkllasyon sifirdir.
Buna gore

Bariyerin her iki yaninda alinan integraller daimi akim halinde birbirini gétirtr. ilk terim C;
etrafindaki sirkilasyon, ikinci terim eksi isaretle C, etrafindaki sirkilasyondur.

V.dl +

n C— Oy
& =

V.dl =0 - §I7-di—§l7-di=0
C, C,

C: ve G, egrileri (ve profili gcevreleyen herhangi baska edriler) etrafindaki sirktlasyon ayni
olup sifirdan farkhdir.

Bu badintiya goére profil etrafinda sifirdan farkli bir sirklilasyon varsa hiz potansiyeli tek
degerli degildir.

2.8 Coziimiin Tekligi:

Bir kanat profili veya kanadin hareketiyle olusan akim igin hiz alaninin bulunmasi seklindeki
fiziksel problem, hiz potansiyeli igin tanimlanan Laplace denkleminin cisim Uzerindeki ve
sonsuzdaki hizlar icin tanimlanan uygun sinir sartlariyla c¢oézimlenmesi bigciminde bir
matematiksel probleme dénustirdlmastar.

Yere bagh eksen takiminda matematiksel problem VD=0 (2.37a)
seklinde olup
ov . -
Cisim lzerinde —=nV, (2.37b)
Sinir sartlari on seklindedir
r — o0 igin Vb =0 (2.37¢c)
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Kati cidar (zerindeki sinir  sart
potansiyel fonksiyonunun tlrevi
cinsinden oldugundan ve akim alani
cismin disindaki boélgede bulundugundan
bu problem “Neumann dis akim
problemi” olarak bilinir.

Bu problemin ¢éziminin tek olup
olmadigi sorusunun cevabinin basit bagl
ve ¢ok bagli problemler icin farkli oldugu
goérilecektir.

Once sekildeki gibi Ug-boyutlu bir cisim
etrafindaki basit bagli bdlgeyi gbéz onilne
alahm.

Sonuglar bir kanat igin genellestirilirken, akim
alanin her yerde irrotasyonel olmadigindan (iz
bélgeleri) dikkatli olunmalidir.

Ayni basit bagl bolge icin ®; ve @, gibi iki
farkli ¢6zimi oldugunu kabul edelim. Iki
¢6zUm arasindaki

O, -0, =0,

farki Laplace denklemini ve sinir sartlarini
saglar.

® BUyUkligu Laplace denkleminin bir ¢6zim
olmak Uzere tanimlanan bir (®-VD)

> [] V(qn-vcp)dvzﬂqnai’ds (2.38)
fonksiyonuna diverjans teoremi uygulanarak R "

s O

Burada R akiskan bdlgesini, S de bunun sinir ylzeyini belirtmektedir.

Bu badinti B cismi ile bunu oD oD
cevreleyen keyfi bir X vylzeyi m V(CDD'V@D)dV=”®D aD dS+”6DD 6nD ds (2.39)
arasindaki bélgesinde ®p R B z

fonksiyonuna uygulanirsa,

¥ ylzeyinin sonsuzda oldugu kabul edilirse bunun lzerindeki integralin dederi sifir olur.

.. 0D
B kati ylizeyi Gzerinde sinir sarti geregi 5 2 = () olup geriye _m V(®, -VD,)dV =0 (2.40)
n R

kalir. Bu esitligin gerceklesmesi icin integrandi sifir olmaldir.
Bu durumda @;-®,-d, farki da ancak bir sabit olabilir. Buna goére:

Basit bagli bir bélge igindeki Neumann dis akim problemi bir sabit dahilinde tek-c6zumladur.
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Simdi de Sekil 2.8 de gorilen kanat
profili etrafindaki cifte-bagh bdlgeyi
dikkate alalim. Yine ¢éziimler ®; ve @, Bariyer
ve

olsun. C ve X egrilerini bir bariyerle
birlestirelim ve bariyerin iki yanini
sekilde goraldugu gibi b™ ve b* seklinde Sekil 2.8
adlandirahm. #n vektéri b~ den disari

dogru segilmistir.

C profili ile bunu gevreleyen % edrisi arasinda kalan R bolgesinde yine (®-V®) fonksiyonuna
Green teoremini uygulayalim:

m V(@) -V ) dV = ”d) nD ds + ”qn 6’10 dS+£j<DD a(;D dS—_L[(DD @;D ds (2.41)

C Uzerindeki integral o6®p/0n=0 seklindeki ylzey sinir sartindan dolayi sifirdir.
Sayet T ylizeyi sonsuza gotlrilirse bunun Uzerindeki integral de sifir olur.

®p fonksiyonun b™ ve b* (izerindeki degerlerine sirasiyla ®p ve ®p* diyelim. Bbylece

acp;)

IHV(CD VO, dV = Uq)- ds - jcp+ DdS (2.42)

®p nin bariyere dik dogrultudaki tlirevi slirekli olup U
oD, [ oD}, _ 6(1)5
[ = J _( = J SN m V@, -VD,)dV = [[ (@, -®})—LdS (2.43)
bariyer bariyer bariyer
+ + 6@5
®; ve ®, biiyiklikleriyle m V(D, -VD,)dV = ” (D, D +D)—D))—LdS  (2.44)
bariyer
L [,=0; -0,
1 ve 2 akimlarina ait sirkilasyonlar olarak tanimlanirsa,
[,=0; -0,
. o0,
bunlar sabit olup sonucta ”I V(®,-VO,)dV=(T,-T)) J.J. ds (2.45)
n
bariyer

elde edilir.
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Genel olarak bariyer boyunca integralin sifir olmasi gerekmediginden, Neumann dis akim
problemi ancak 73 =7, oldugunda (sirklilasyon problemin bir pargasi olarak belirlendiginde)
bir sabit dahilinde tek ¢6zim verir. Bu sonug g¢ok-bagll bélgeler icin de benzeri bicimde
genellestirilebilir. Sirktlasyonun dederi pir matematiksel ortamda belirlenemez. Ancak,
ileride gorilecek bir takim fiziksel gikarimlarla belirlenecektir.

2.9 Girdap biiyiikliikleri

Hiz vektorayle iliskili olarak vortisite vektérd icin de
tanimlanan tanimlanabilir:

gibi cesitli kavramlarin
benzerleri
- akim tlpu - girdap tipl

- akim cizgisi - girdap cizgisi

- akim ylzeyi - girdap ylzeyi
Bu tanimlar tasiyici akimlarin modellenmesinde faydali olacaktir.

Vortisite vektériine tedet alan cizgileri girdap
gizigileri olarak adlandirilir.

[

Cxdl =0 (2.46)

¢ igin

Kartezyen koordinatlarda pozitif yén
dx dy dz
= e o (2.47) Sekil 2.9
Cx Cy Cz
Uzayda acgik bir egri Gzerinden gecen kapal bir egri Gzerinden gecen girdap cizgileri bir
girdap cizgileri bir girdap yliizeyi, girdap tipi olusturur.
Girdap ¢izgileri

Girdap gizgileri

Girdap
ylzeyi

Bir girdap filamani sonsuz kiguk kesit alanli bir girdap tlipU olarak tanimlanir.
Bir vektorln rotasyonelinin diverjansi sifir oldugundan V- (V X I7)= 0
Vortisitenin diverjansi 6zdes olarak sifirdir: \ 5 :V-(V X 17):0 (2.48)

Herhangi bir anda bir S ylzeyi ile gevrilmis R bdlgesinde vortisite vektdéri icin diverjans
teoremi
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jsjf.ﬁdszjy (v-Z)av =0 (2.49)

¥

Sekil 2.10 daki gibi bir girdap tiplnin S, duvari
ve S; ve S, yuzeyleriyle cevrilen bélge icinde bu
denklem uygulanirsa, S, Uzerinde girdaplilik
vektorl ylzeye paralel oldugundan bunun katkisi

olmayi Si
yiIp S J B

[[¢-ids =([Crds+[[Cnds=0  (2.50)

s 5 Sekil 2.10

n buyukligu sekilde gosterildigi gibi disa dodru yonlenmis normal vektorlidir. Sayet n,
girdaphlik yéninde pozitif olarak belirtilirse

[[E-7i, ds =([¢-n,dS =sb (2.51)

Bu badintidaki sabit blytklik tipin batian dik-kesit ylzeyleri icin aynidir.

Tlpl cevreleyen ve duvarn Uzerinde yer alan kapal bir egri C olsun. C etrafindaki
sirklilasyon,

rcszV-di:”?;-ﬁv dS = sb (2.52)

olup bluyukliga girdap tlipld boyunca sabittir.

Bu badintilarindaki sonuglar girdapliligin uzaysal korunumunu gostermekte olup, plr
kinematik bir sonuctur.

Bu son denklem bir girdap filamanina uygulanir ve n, normali vortisite vektériine paralel
secilirse

T, =CdS =sb]| (2.53)

Buna goére:
Bir girdap filamentinin herhangi bir kesitindeki girdaplilik dik-kesit alaniyla ters orantilidir.

Bunun sonucu olarak da bir girdap filamentinin akiskan icerisinde sona eremeyecedi
gorilmektedir. Zira kesit alaninin sifira gitmesi igin girdaphhdin sonsuz olmasi gerekir. Ancak
bu limit durum modelleme amacglan igin yararli olup, bir girdap filamentini sabit bir
sirkilasyon, sifir dik-kesit alani ve sonsuz girdaphlik siddeti ile yogunlastiriimis girdaplilk
siddetine sahip bir girdap filamenti olarak tanimlamak uygun olur.

Buradakine benzer sonuglara dayanarak, Alman bilim adami Hermann von Helmholtz (1821-
1894) viskoz olmayan akimlar igin girdap teoremlerini gelistirmistir. Bunlar su sekilde
Ozetlemek mimkuindur:

1. Bir girdap filamentinin siddeti ekseni boyunca dedismez.
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2. Bir girdap filamenti akiskan iginde baslamaz veya bitmez (kapali bir egri teskil etmeli
veya sonsuza gitmelidir.

Bir girdap tUpU olusturan akiskan girdap tapd olusturmaya devam eder ve girdap
tipunidn siddeti, girdap tlpl hareket ettidinde degismez (dolayisiyla, girdap cizgisi,

girdap tipul, girdap yuzeyi vb gibi girdap elemanlari zaman iginde girdap elemani
olarak kalacaktir).

Ilk teorem (2.53) denklemine dayanmakta, ikinci teorem bunu izlemektedir. Uglincii teorem

aslinda Helmholtz’'un dglincl ve doérdinci teoremlerinin bir birlesimi olup, viskoz olmayan
akim kabulinin bir sonucudur.

2.10 Iki-boyutlu girdap

Akim
cizgileri

ray

Vo

Sekil 2.11

Sekilde gosterildigi gibi esmerkezli dairesel akim gizgilerine sahip bir akim alanini ele alalim.
Bu akima iki-boyutlu girdap adi verilmektedir.

Silindirik koordinat sisteminde sureklilik denklemi

ov, 10vy, Ov, v,
===
or r 08 ox r

=0
o = U
v, =
ov,
—=0 2.54
20 (2.54)
U

(2.55)
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Silindirik koordinat sisteminde N/S denkleminin r bileseni

Dv. v, op 5 v 2 Ovy
p(Dt r} P ,u( "o 7 o0
v, =
f, =0 = U
Ov,/060=0
2
0
Yo _ P (2.56)
r or
Y
op
v, sadece r nin fonksiyonu olu =p(r —=0
0 y p p=p(r) = 20
Silindirik koordinat sisteminde N/S denkleminin 4 bileseni
Dy, v.v, 1 op 2 2 0v, v,
S R . e Ty e e
p[Dt r j PJo r 00 ﬂ[ CT o0 47
v, =0 = U
D 0 0 0 0
U Yo _Po oy, Yo Yo %oy, Dx| Materyal tiirev
Dt Ot or r 06 or
0 0
U U e |[Re=g, L=, y =0, v =0
ot 00
D
U = 2V _g
Dt
fo=0|= U
_ 2 Vo
O—IIJ(V g—r—Z\J
GRY 1 ov 1 &%y o’
U Vip,=—0 4220, -~ 0 %1 Hiz bileseninin Laplasiyeni
P L S PV E o2 S plasly
0
U U o [Zeog, v =0
00
'U = VZ gzazvg l%
or’ r or
o’y 1 Ov y
0=—"L+-—-2_2 2.57
o’ ror i’ ( )
ve=ve(r)| = U
d’v, d{(v
0=—3>+—| 2 (2.58)
dr dr\ r
J Bir kez integre edilerek
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Do Yo _c
dr r
U diazenlenerek
1d
—— (v, )=C
L2 ()=,
U Bir kez daha integre edilerek
C] CZ
Vg=—r+—— (2.59)
2 r
Sinir U C, = = r—o da v,=0 (2.60a)
sartlarindan U C,=—R’o,/r| < r=R de v,=—Ro, (2.60b)
R’w,
Vg =— (2.61)
r
Sirkdlasyon y
2 P i
Saat ibreleri yoniinde pozitif r =—Iv9 rdo , T ve
0 //
R’w / q6 \
Vg =— - = U "I o r \\
r ! 0 \
2r [}
Y =-R’o, [d0=2mR"0,| (2.62) \ b ;X
0 \ /I
[ U ", /
U <= Rza)y :L \\ /’,
272' \\\~ "/,
- _——-
Vg =— (2.63)
2rr
Vortisite
Girdap akiminda sekilde
goéruldugu gibi girdap
merkezini igine almayan ,
sonsuz klgluk bir akiskan s
elemani icin vortisite R P d”; V”:z—m
hesaplanirsa ,§ »»»»»»»»»»»»»» z(r+Ar)
A =§V -dl
AC=0-Ar+ (r+Ar)AO—0-Ar - A0 = AL =0
d 27r(r+Ar) ( ) Tr ¢

Akim, ¢ekirdek bdlgesi harig i

R — 0 icin bu hareket noktasal potansiyel girdap olarak adlandirilir

irrotasyoneldir.
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2.11 Biot-Savart kanunu

Sikistirilamaz bir akim alaninda bir vortisite dagiimi bulundugunu varsayalim. Bu vortisite
dagiliminin etkisiyle olusan hiz alanini hesaplamaya galisalim.

Hiz alanini bir B vektér alaninin rotasyoneli olarak V=VxB (2.64)
seklinde tanimlamak mimkindir. B vektérind V-B=0 (2.65)
olacak bicimde secelim. Bdylece vortisite f:Vx17=V><V><§:V(V-§)—V2§

olur. Sagdaki ilk terimin sifir oldugu dikkate alinarak B vektori igin

{=-V’B Poisson denklemi (2.66)

elde edilir. Bu denklemin ¢6zimuU Green teoremi yardimiyla,

Bl

ir 7 |r0—r1|

olarak elde edilir (Bkz: Karamcheti K., Principles
of ideal fluid aerodynamics, 1980, p:533).

Burada B blyldkliga Sekil 2.12 de
gosterilen P noktasinda hesaplanmis olup,
vortisitenin v kontrol hacmi igerisindeki
integrasyonunun bir sonucudur.

Hiz alani da B vektérinlin rotasyoneli
olarak

_vxpo L ¢
V_vXB_vaX'FU_mdU (2.67)

seklinde elde edilir.

Simdi Sekil 2.13 deki gibi bir vortisite
filamentinin sonsuz kiglk bir pargasini
dikkate alalim. Burada

dl :%dl, r=4ds, do=dS-dl

- dl T dl _d
| ’ = —_——= _—
olup c=¢ dldS dl dv

Sekil 2.13

veya Cdo=Tdl
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!
I

dl
yazilabilir. Boylece Vx—=——do=VxI'——
|%_4| |%_4|
- di dl x(7,~7,)
veya r; ve dl yi sabit tutarak rotasyonel alinirsa Vxl'——=——F"——
|r0 —7 | |ro T |
_ T pdl x (7 =7
ve (2.67) de kullanilarak Biot-Savart kanunu V=4—J:”% (2.68)
a ;:0 _;:1
o 5 _ L dlx(7-7,)
veya diferansiyel bigimde dV =———-——= (2.68a)
~ [5-7]

elde edilir.

] =
Benzeri islemlerle vortisitenin hacimsel dagilimi icin V=—IIIMdU (2.67a)

elde edilebilir.

2.12 Dogrusal girdabin bir parcasinin indiiklemesi

I siddetindeki bir dogrusal girdabin Sekil 2.14 de goérildiga gibi 1 ve 2 ile belirtilen iki
noktasi arasindaki pargasinin bir P noktasinda indlkledigi hizi hesaplamaya calisalim.

/ |

2 N
/

X y

Bu girdabin d/ uzunlugundaki sonsuz kliglik bir pargasinin P noktasinda indikledigi elemanter
hiz Biot-Savart kanunu yardimiyla

A= 4 o (2.68b)
I r
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seklinde yazilabilir. Sayet problem girdap eksenine bagh yeni bir silindirik koordinat
sisteminde ele alinirsa P noktasinda sadece bir v, tedetsel hiz bileseni olacagi soylenebilir.
Buna gore yukaridaki baginti

~ 5 _ T si
‘dl x7‘=dz-rsinﬂ oldugu da dikkate alinarak Av, =4—5m2ﬂ di (2.68¢)
T r
skaler formunda vyazilabilir. Bu ifade 1 ve 2 o) 1 2 r
noktalari arasinda integre edilerek girdabin bu = 7 e
parcasinin P noktasindaki toplam indiklemesi S B - — Nﬂgj ~/
B . AVg /,//// ’
v, :LISlnzﬂd[
Ay Sekil 2.15
Burada g, r ve | buyuklikleri birbirine bagh olup, bu ifade
. d
d=rsin(zr — f) - r=—
sin 3
d
tan(ﬂ—ﬂ)zi - [=- d - dl=———df
/ tan f sin”
degisken donltstumleri yapilarak integre edilirse
?' Bdf=——(—cosp): - |y L (cos B, —cos §,) (2.69)
vy = sin = —COS = - .
¢ 47Z'dﬂ1 4rd P ° 4nd ! ?
elde edilir.

Sonsuz uzun girdabin (2 boyutlu girdap) etkisi incelenmek istenirse ;=0 ve f=r alinarak

r
v, =—— 2.70
0= 5 4d (2.70)

Veya yari-sonsuz bir girdabin etkisini gérmek igin
de, fi=#/2 ve po=rx alinarak

r
Vg =— 2.71
° 4rd ( )
elde edilir. X y P(x,y,2)
Biot-Savart kanunu 3-boyutlu problemlerin sayisal Sekil 2.16

incelenmesi igin daha uygun bir bigimde yazilabilir.

Bu amacla Sekil 2.16 da gorialdaga gibi (x,y,z) kartezyen eksen takiminda 1 ve 2 noktalar
arasinda yer alan bir dogrusal girdap parcasinin bir P noktasindaki indiklemesi incelenirse:
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d mesafesi ve g acilarinin kosintsleri igin vektorel bigimde

|;7 ><F| Py F
177 _ 7
| | 14 COSﬂ] T= 1 =1

|7 [-[7:
bagintilari kullanilarak ve ayrica P, 1 ve 2 noktalarinin olusturdugu dizlemin normal vektori
icin

Vg1,

|7 ] % |

d:

, cosf, =

ey

X

S
S

n=

yazilip, girdabin indikledigi hizin bu dogrultuda olacagi dikkate alinarak Biot-Savart kanunu

~ T 7 7 - 7 7
7, &ro-( oD } (2.72)

R — I
4”|”1er| |r]| |r2|

X

a
S

seklinde elde edilir.

2.13 Akim fonksiyonu

iki-boyutlu bir akim alaninda ¥(x,y) gibi bir akim fonksiyon
tanimlamak mumkindir. Oyle ki, bu fonksiyonun sabit
dederler aldigi noktalari birlestiren edriler akim gizgileri A

olarak tanimlanir. 7 P=sb

<y

Akim cizgilerinin denklemi hiz vektérinin akim gizgisine
tedet olma 6zelliginden yararlanilarak elde edilebilir:

Gidi - Fxdi=0 - @ |FE-Y X
u v

Akim fonksiyonunun dederlerini  akim debisiyle
iliskilendirmek mumkindir. Bu amacla Sekil 2.17 de
goruldugu gibi iki akim cgizgisi arasindan akmakta olan
akiskanin hacimsel debisi A-B araliginda hesaplanirsa,
sikistirllamaz akim igin

Vedi=u-dy—v-dx (2.73)

Akim fonksiyonlarinin dederleri arasindaki fark bu
debiye esitlenerek

(P +d¥)-¥Y=d¥ =V -dii X

Bdylece
Sekil 2.17

d¥Y =u-dy—v-dx
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Bu fonksiyonun ¥(x,y) seklinde x ve y koordinatlarina bagh oldudgu duslntlerek tam
diferansiyeli tanimlanirsa

d‘I’za—‘de+a—\de
Ox oy
Bu iki baginti karsilastirilarak u:a_\p, v=—a—l}l (2.74)
oy Ox

elde edilir.

Akim fonksiyonu icin bulunan bu badintilar streklilik denkleminde kullanilirsa

" by oyox

2 2
ou Ov_0[0¥ +@(_5_‘PJ_6 v ov_, (2.77)
ox oy Oox\ oy Oy ox

seklinde sureklilik denkleminin kendiliginden saglandigi goralir.

Akim fonksiyonunun viskoz akislar icin de gecerli oldugunu belirtmekte yarar vardir.

— ov Ou _

Akimin irrotasyonel olmasi halinde VxV =0 - ———=0
Ox Oy
Hiz bilesenleri bu badintida kullanilarak uza—\P, v=—a—lP = U
oy Ox
VY =0 (2.78)

Seklinde akim fonksiyonu igin yazilmis Laplace denklemi elde edilir.

O’y 10¥Y 1 0°Y
+ =0

Polar koordinatlarda — ===
or r or r° 00

iki boyutlu akimda hiz vektériinii akim fonksiyonu cinsinden ifade etmek mimkuandar:

V=ui+vj=—i—-——]
oy Ox
O ) 2522 279)
oy ox oy Ox
Polar koordinatlarda V=-0t xV¥
Gradyant operatori %A 4 =a—lPé, +la_\ya9 = U
or r 06
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. oY _. 10¥Y.
V=-—"—e,+——e,
or r 00
oY 1 0¥
Bdylece hiz bilesenleri Vol———, v, =—— (2.80)
Or r 06

Potansiyel fonksiyonu — Akim fonksiyonu iliskisi (Cauchy-Riemann sartlarr)

Kartezyen koordinatlarda aﬁ:a—q], 82=_6_‘P (2.81)
ox Oy oy Ox
> ] ¥ 1 00 2

Polar koordinatlarda a—z—a—, _8_:_6_ (2.82)
or r 06 r 06 or
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