TASINIM-YAYINIM PROBLEMLERI iCIN SHY

Akiskan akisinin dnemli rol oynadigi problemlerde tasinim etkilerinin hesaba katilmasi
gerekir. Dogada tasinim sirasinda daima yayinim da olusur. Bu bakimdan bu béliimde
tasinim ve yayinim etkilerini birlikte inceleyecek yontemler incelenecektir

Daimi-halde transport denklemi V(pig)=V(vo)+s,
Bir kontrol hacmide integral alinip ”(pq)ﬁ)ﬁdA = ”(qu))ﬁdA + IIJS¢dD
diverjans teoremi uygulanarak A A v

—
Tasmmsal aki Yayayium aki Kaynak terimi

Buradaki yayinim ve kaynak terimlerinin ayriklastirilmasi igin dnceki bolimde iyi ¢alisan
uygulamanin burada da kullanilmasinin uygun olacag asikar gibidir.

Ancak, yayinim olayi, yayinan bir blyklGgiin her yondeki degisimleri (gradyant) ile
ilgiliyken tasinim olayi sadece akis dogrultusunda etkindir.

Bu husus merkezi farklarla kararli bir tasinim-yayinim hesaplamasi yapilabilmesi igin
hiicre boyutlari lizerinde tasinim ve yayinim siddetlerinin oranina bagh bir sinirlama
getirir.
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Daimi, bir-boyutlu taginim ve yayinim

Kaynak terimi olmamasi halinde u hizindaki 1-B akimda i(pm])) d (qu)j
dx

¢ 6zelliginin daimi haldeki taginim ve yayinimi dx \ dx
Akimda siirekliligin de saglanmasi gerekir di(pu) =0
X
Her iki denklem sekildeki kontrol hacmi
icerisinde integre edilerek . L_SXWP"L' 5XP6'4|
0 30 ? a2 S » +_
(puA¢), ~(puAg), =|TAZ=| —|TA-S w P E
ox ), ox ),
S Xwe {
(puA), = (pua), =0
Ayriklastirilmis denklemleri elde etmek icin bu denklemlerdeki terimlerin yaklasik
ifadelerinin yazilmasi gereklidir. Bu amagla su tanimlamalar faydal olur:
- birim alan basina tasinimsal kiitle akisi F=pu
I
- hiicre yizlerinden yayinim iletkenligi D= o
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Daimi, bir-boyutlu taginim ve yayinim

Bu biyikliklerin hiicre duvarlarindaki degerleri L—Sx Sxe _4
wP' e
F,=(pu),, F,=(pu), R —
w P
w L ’ De = L :
BXWP SXPE & Xwe 1

Bu biyiklikler integre edilmis denklemlerde kullanilarak ve yayinim terimlerinin katkisi
merkezi farklarla ayriklastirilarak, A=A =A olmak lzere

(puA¢)g—(puA¢)w=(rAng —(FAgi’] => F,0,-F,0,=D,(0,-0,)-D,(0,-0y)

(puA), - (puA), =0 == F,-F, =0

Hiz alaninin bir sekilde bilindigi varsayilmis olup, bu hiz alaninin hesabi sirasinda F, ve F,,
nin degerleri dikkate alinmis olmaldir. Transport denkleminin ¢6zim igin e ve w hiicre
yuzlerinde ¢ 6zelligini degerlerinin hesaplanmis olmasi gereklidir. Buna yonelik gesitli
semalar mevcuttur.
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Daimi, bir-boyutlu taginim ve yayinim

Merkezi fark semasi: L—wap-#- SXPE-J
S e T ¢ b +: ----- | +_
Uniform bir ag igin ¢ 6zelliginin hiicre T PR T lo
yluzlerindeki degerleri w P E
f 3 Xwe 1
0. =0, +0,)/2.  0,=(0,+0y)/2
Transport denkleminde F, F, B
ku”anllarak ?(¢P+¢E)_7(¢W+¢P)_De(¢lf q)P) Dw(q)P q)W)
F F F F
¥ D,——"|+|D, +—% =D, +-—* +| D, ——*%
Diizenlenerek K W ] ( et j:|¢P ( Wt ]‘]’w ( e j‘]’g
Veya Dw+i + De_i +(Fe_Fw) ¢P: Dw+i ¢W+ De_i ¢E
2 2 2 2
Daha 6nceki standart diizenlemeye benzer bicimde | a0, = ay 0y +a;0; |
Burada aWZDW+%, aEzDe—%, a,=ay +a, +(F,—F,)
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Daimi, bir-boyutlu taginim ve yayinim
Ornek problem:

Bir ¢ 6zelligi sekildeki bir-boyutlu bélgede tasinim om0
ve diftizyon yoluyla nakledilmekte olup sinir X=0 x=L
sartlari x=0 da ¢,=1 ve x=L de ¢,=0 seklindedir.

Esit boyda bes hiicre alarak ve tasinim ve yayinim igcin merkezi fark ayriklastirmasi
kullanarak ¢ nin x ile degisimini (i) u=0.1 m/s, (ii) u=2.5 m/s hallerinde hesaplayiniz.
Elde edilen sonuglari analitik ¢oziimle karsilastiriniz. (i) u=2.5m/s halindeki ¢6ziimi 20
ag noktasi icin tekrarlayiniz ve analitik ¢éziimle karsilastiriniz.

Hesaplamalarda uzunluk L=1.0m, yodunluk p=1.0kg/m?3 I=0.1kg/m/s alinacaktir.

Analitik ¢éziim: 0=0, _ explpur/T)-1
0, =0, explpuL/T)-1
r—&x
Cozum bolgesi, dx=0.2m olmak o1} ! | 2 L:_> 3 _u:_, 4 | 5 o0
Uzere 5 hicreye bolinerek 20 wo .y P, E yel
‘(—5X—J<—EX—J
UCK348 Muhendislikte Bilgisayar 5
Uygulamalari Ders notlari, M. Adil
Daimi, bir-boyutlu taginim ve yayinim
Ornek problem: <
BUtlin hiicrelerde e J M L 2 1,
PISEL A B A
F.=F,=F=u, D,=D,=D=T/8x e sl 5]

olup, sinirlar A ve B ile belirtilecektir.

1 numarali sinir hiicresi icin

Dogu ylziinde yayinim ve tasinim akilarinin her ikisinde de merkezi fark ayriklastirmasi
uygulanabilir.

Hiicrenin bati ylziinde ise ¢ biylklGgiinin degeri ¢,=0,=1 olarak verilmis olup tasinimsal
aki terimi icin herhangi bir yaklasim yapmaya gerek yoktur.

Yayinim terimi ise daha dnce oldugu gibi ileri farklarla ayriklastirilacaktir.

Buna gore %(q)P+¢E)_FA¢A:De(¢E_¢P)_2DA(¢P_¢A)
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Daimi, bir-boyutlu taginim ve yayinim

Ornek problem: , [

P S — o> 5 Uy 2 8

| | |
x=0 E

w w P .
‘(— 5)(*)}(— 5X‘J

5 numarali sinir hiicresi icin

Hiicrenin dogu ylziinde ¢,=¢;=0 verilmistir.

Yayinim terimi ise daha dnce oldugu gibi geri farklarla ayriklastirilacaktir.

Bati ylzlinde yayinim ve tasinim akilari icin merkezi fark ayriklastirmasi uygulanabilir.

E,

2 (¢P +¢W):2DB(¢B _¢P)_Dw(¢P _¢W)

Buna gore Fpo, -

Sinir hiicreler igin elde edilen denklemler

a =a +a +S
standart bicimde yeniden diizenlenerek pOp =y by +a0s +5,

ap=ay +a, +(F,—F,)-S

Burada P
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Daimi, bir-boyutlu taginim ve yayinim

Ornek problem:

Buttin hiicreler igin katsayilar D,=D,=D,=D4=I/dx=D ve F,=F,=F,=F4=F olmak Uzere

Nokta a,, ag S, S,

1 0 D-F/2 -(2D+F) (2D+F) ¢,
2,34 D+F/2 D-F/2 0 0

5 D+F/2 0 -(2D-F) (2D-F) ¢,

(/) u=0.1 m/s, p=1.0 kg/m?3 T'=0.1 kg/m/s verilmis ve dx=0.2m igin F=pu=0.1, D=T /0x=0.5

olup
Nokta ay, ae S, 0,=0,,+0;-S, Sy
1 0 0.45 -1.1 1.55 11¢,
2 0.55 0.45 1.0 0
3 0.55 0.45 1.0 0
4 0.55 0.45 0 1.0 0
5 0.55 0 0.9 1.45 0.9 0,
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Daimi, bir-boyutlu taginim ve yayinim

Ornek problem:  ¢,=1 ve 0,=0 olmak iizere denklem takimi ve ¢ézimii
1.55 —0.45 0 0 01(g,) (1.1 g, | (09421
-055 1.0 -045 0 0 ||¢, 0 9,| |0.8006
0 -055 10 -045 0 [{g,t=10 ==>  14;[=40.6276
0 0 -055 1.0 -045||9, 0 9,1 |04163
0 0 0 -055 145||9, 0 9s) (0.1579
Verilen biyukliklerle problemin analitik ¢6zimu ox)= 27183 —exp(x)
1.7183
Nokta | Mesafe FVM Analitik Fark Yiizde hata
1 0.1 0.9421 0.9387 -0.003 -0.36
2 0.2 0.8006 0.7963 -0.004 -0.53
3 0.3 0.6276 0.6224 -0.005 -0.83
4 0.4 0.4163 0.4100 -0.006 -1.53
5 0.5 0.1579 0.1505 -0.007 -4.91
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Daimi, bir-boyutlu taginim ve yayinim

Ornek problem:

Ag yapisinin kaba olmasina karsin
merkezi fark semasi analitik
cozlimlerle kabul edilebilir bir uyum
gostermistir

1.2 4

14
0.8
0.6 1
0.4
0.2

0

0

0.2

0.4 0.6 0.8 1

Konum (x)

1.2

(ii) u=2.5 m/s, p=1.0 kg/m?3 T'=0.1 kg/m/s verilmis ve dx= 0.2m igin F=pu=2.5, D=I"/x=0.5

olup katsayilar

Nokta ay, ag S, 0,=0,,+0.-S, S
1 0 -0.75 3.5 2.75 359,
2 1.75 -0.75 1 0
3 1.75 -0.75 1 0
4 1.75 -0.75 1 0
5 1.75 0 1.5 0.25 -1.5 ¢,
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Daimi, bir-boyutlu taginim ve yayinim

Ornek prObIem: Nokta | Mesafe FVM Analitik Fark Ylizde hata
Bu haldeki analitik ¢oziim 1 0.1 1.0356 1.0000 -0.035 -3.56
. (250 2 0.3 0.8694 0.9999 0.131 13.05
—€X X
o(x)=1+ #10 3 05 1.2573 0.9999 -0.257 -25.74
7.20x10
4 0.7 0.3521 0.9994 0.647 64.70
5 0.9 2.4644 0.9179 -1.546 -168.48
3 .
25 A .
\ Bu kez merkezi fark semasi analitik
¢6zim etrafinda ¢alkanti gésteren bir
o 15 ¢6zim vermistir
. m\a//g\
Bu galkantilar literattirde genellikle
0.5 - “, o ”
wiggles” olarak adlandirilir.
0 T T T t 1
[} 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2
Konum (x)
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a, =ay +ag +(F, ’Fw)’s,;

Daimi, bir-boyutlu taginim ve yayinim

Ornek problem:
(iif) u=2.5 m/s halinde 20 nokta igin dx=0.05, F=pu=2.5, D=I'/dx=0.1/0.05=2.0 olup

Nokta ay, ag S Sp aP=aW+aE—Sp
1 0 0.75 6.5 ¢, 6.5 7.25
2-19 3.25 0.75 0 0 4.00
20 3.25 0 50, -1.5 4.75
Simdi nimerik ve analitik ¢6ziimlerin 1.2
uyumu iyi gézilkkmektedir. 1 BEEEEEEEEEEEEEEEE,
Bu haldeki verilerle (ii) halindeki veriler R z:
karsilastirildiginda hticre genisliklerinin 04
azalmasiyla F/D oraninin 5 den 1.25 e 021
indigi gorulmektedir. 0 ‘ ‘ ‘ ‘
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2
Merkezi fark semasinin F/D oraninin kiciik Konum (x)
degerleri icin dogru sonuglar verdigi
gorilmektedir.
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Daimi, bir-boyutlu taginim ve yayinim

Ayriklastirma semalarinin 6zellikleri :

Hicre sayisinin sonsuz bliyiik olmasi halinde, kullanilan fark yontemine bagli olmaksizin,
tam (exact) ¢oziimden ayirt edilemeyen niimerik ¢oziimler elde edilmesi teorik olarak

mimkundur.

Ancak pratikte sonlu sayida (bazen ¢ok az sayida) hiicre kullanmak zorunda kalinir. Bu
durumda ancak ayriklastirma semasi bazi temel hususiyetlere sahipse niimerik sonug¢lar
fiziksel olarak gergekgi olur.

En 6nemli hususiyetler sunlardir:
- Korunumsallik (Conservativeness)
- Sinirlilik (Boundedness)

- Nakledilebilirlik (Transportiveness)
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Daimi, bir-boyutlu taginim ve yayinim

Korunumsallik (Conservativeness):

Sonlu hacim yonteminde tasinim-yayinim denklemi sonlu sayida hiicre icerisinde integre
edilerek, taginan ¢ bliyUkliginin kontrol hacmi yizlerinden gecen akilarini iceren
ayriklastirilmis korunum denklemlerinden olusan bir denklem takimi elde edilmektedir.

0 blylUkliginin ¢6ziim bélgesinin biitiiniinde korunumunun saglanabilmesi igin ¢ nin
herhangi bir kontrol hacmini bir duvardan terk eden akisinin, komsu kontrol hacmine ayni
duvardan giren akisina esit olmasi gerekir.

Bunun saglanabilmesi icin de akinin herhangi bir genel hiicre duvari icin komsu hiicre ile

uygun bicimde yazilmasi gerekir
Gradyan = (¢,0,) / dx

Ornek olarak f’.e - g
sekildeki, kaynak
terimi olmayan as 1 2 3 4
daimi bir-boyutlu :
yayinim problemini <% ox | x ‘ x ‘
ele alalhim.

ds
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Daimi, bir-boyutlu taginim ve yayinim

Gradyan = (¢,0,) / 8x
/

9
. 9

Korunumsallik: D W Y S

BRRRE SELii Tt ®
Hesap bolgesinin .

2
sinirlarindan gecen akilar LI ! 2 = : -
g, ve qj ile belirtilmistir. sx/ | | \ | ox/2
A a— Sx f dx i dx i |

Cozim bolgesini dort hiicreye bolerek hiicre yizlerinden gegen yayinimsal akilari
hesaplamak icin merkezi fark uygulayalim.

Ornegin, 2 noktasini igeren hiicrenin bati ve r (q)z _¢lj r 00,
dogu yuzlerinden gegen yayinimsal akilar: v : 2

ox ox

Simdi, 1 ve 4 numarali sinira komsu kontrol hacimleri igin sinirdan gegen akilari da
dikkate alarak buitlin kontrol hacimlerine ait net akilari toplamak suretiyle ¢6zim
bolgesinin tamami igin bir aki bilangosu yazilirsa:

{r ("”“’“)—qAHrez("’S'q’z)—r (¢2—¢1)}+{r (0-0s) - (¢3—¢2)}+

Sk ox YT & 3 o " S
(0, —05)
|:qB - l—‘w4 4 : = qB - qA
ox
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Daimi, bir-boyutlu taginim ve yayinim

Korunumsallik: {F (@, —¢1)_q ]{F (05 —¢z)_r (0, —¢1)}_
el 6)( A e2 6)( w2 6)(
(¢4_¢3)_ (¢3_¢2) _ (¢4_¢3) — _
l:re3 8)6 rw3 6)6 :| + |:qB rw4 6)6 :| =dqp —Y9a

burada 7,=1,,, I ,=1I,;ve I ;=I,, oldugundan, biitiin bolge lizerinde yapilan toplama
sonucunda es akilar birbirini goétiirmektedir. Sonugta sadece iki sinir akisi g, ve g,
kalmakta olup ¢ 6zelliginin bitiinsel korunumu saglanmaktadir.

Uygun olmayan interpolasyon formdilleri biitlinsel aki korunumunu saglamayan uygunsuz

semalara gotirebilir. _
1 kuadrik

fonksiyonu 2 nin gradyanti 2 kuadrik
Ornegin sekilde gdsterilen 41\& 45 fonksiyonu
problemde 2 ve 3 numaral \fz ;\ﬁ\"\w@
hiicrelerin ortak 1in gradyanti
duvarindaki aki hesabini ele G, 1 2 3 4 : s
alalim sz | J | ‘
| T Sx i Sx i dx JXZZJ
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Daimi, bir-boyutlu taginim ve yayinim

1 kuadrik

Korunumsallik: fonksiyonu 2 nin gradyanti 2 kuadrik

\‘, 45 s fonksiyonu
Sayet 2 numarali hiicrenin ‘\\fz/;ﬂx\\.,@
bu dogu duvarindaki aki ) 1in gradyanti
icin 1,2 ve 3 numaral G 1 2 3 4 9
kontrol noktalarina | N
dayanan bir parabolik egri —— \i 8x J\ 8x \L 8x }‘—ML

kullanilirken, 3 numarali

hicrenin bu bati duvarinda bu defa 2,3 ve 4 numarali kontrol noktalarina dayanan bir
parabolik egri kullanilirsa, bu iki egrinin ortak hiicre duvari tizerindeki egimlerinin ayni
olmamasi halinde 2 numarali hiicrenin dogu duvarindan ¢ikan aki, 3 numarali hiicrenin
bati duvarindan giren aki ile ayni olmaz. Bu durumda da bitiinsel korunum saglanamaz

Bu 6rnek kuadratik interpolasyonun tamamiyla koétl oldugu anlamina gelmez. Nitekim,
QUICK ad1 verilen uygun kuadratik ayriklastirma semasi pratikte ¢ok popdtlerdir.
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Daimi, bir-boyutlu taginim ve yayinim

Sinirhlik (Boundedness):

Her bir kontrol noktasinda ayriklastirilan denklemler sonugta ¢oziilmesi gereken bir lineer
denklem takimi olusturur.

apdp = ay by + a0, +S, ap=ay +ay+(F,-F,)-S,

Biliylk denklem takimlari igin genellikle tahmini bir ¢6ziimden baslanarak yakinsamis bir
¢6zim elde edilinceye kadar tekrarlanan (iteratif) sayisal teknikler uygulanir.

Bir tekrarli yéntemin yakinsak olmasi igin Dl an] { <1 Biitiin noktalarda

yeterli kosul (Scarborough - 1958) a

p <1 en az bir noktada

Burada a’, merkezi noktanin net katsayisi (yani, a,—S,) olup, sayagtaki toplama biitiin
komsu noktalar (nb) Gzerinde alinmaktadir.
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Daimi, bir-boyutlu taginim ve yayinim

Sinirhlik (Boundedness):

Sayet fark semasi yukaridaki kriteri saglayan katsayilar verirse ortaya ¢ikan matris
diyagonali baskin bir matris olur.

Diyagonali baskin matris elde edebilmek icin genel olarak a’,=a,~S, net katsayisinin
degerinin blylik olmasi gerekir.

Buna gore kaynak terimlerinin lineerlestirilmesi S, yi daima negatif isaretli verecek
bicimde olmalidir. Sayet durum bu sekilde ise =S, daima pozitif isaretli olacak ve a, ye
eklenerek a’, katsayisinin biylimesini saglayacaktir.

Diyagonalin baskin olmasi sinirlilik kriterinin saglanmasi icin istenen bir 6zelliktir. Bu
husus kaynak olmamasi halinde ¢ biyikliglinin i¢c noktalardaki degerlerinin
sinirlardaki degerleri vasitasiyla sinirlanacagini ifade eder. Buna gore 6rnegin daimi
halde kaynak icermeyen ve sinir sicakliklari 500°C ve 200°C olan bir isi iletimi
probleminde i¢ noktalarda T sicakliginin degerleri 500°C den kiiglik ve 200°C den biyik
olacaktir.
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Daimi, bir-boyutlu taginim ve yayinim

Sinirhlik (Boundedness):

Sinirhlik icin diger bir temel gerek de, ayriklastiriimis denklemlerin biitiin katsayilarinin
ayni isaretli (ekseriyetle pozitif) olmasidir.

Bunun fiziksel anlami, bir noktada ¢ degerinde olusacak artimin komsu noktalardaki
degerlerde de bir artis yaratmasidir.

Sayet ayriklastirma semasi sinirlilik gereklerini saglamazsa ¢6ziim yakinsamayabilir.

Bu husus Ornek problemdeki 2 halinde gdsterilmistir. Biitiin diger 6érneklerde
ayriklastirilmis denklemlerin a, ve a,, katsayilari pozitif isaretli iken 2 halinde dogu
katsayilarinin cogu negatif isaretli olup ¢oziimde asagi yukari yonde galkanti seklinde
blyuk sapmalar vardir.
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Daimi, bir-boyutlu taginim ve yayinim

Pe=0
Nakledilebilirlik (Transportiveness): Akim dogrultusy Pe e

Nakledilebilirlik 6zelligi sekilde

gosterildigi gibi bir P noktasinda b 5 | ®
sabit bir ¢ kaynagi dikkate alinarak E
izah edilebilir (Roache, 1976).

Boyutsuz hiicre Peclet sayisi taginim ve yayinimin Pe:£: pu
siddetleri oraninin 6l¢lsi olarak tanimlanir: D T/béx

Burada 0x (hiicre genisligi) karakteristik uzunluktur. Sekildeki gizgiler Pe sayisinin farkl
degerleri icin ¢=sb egrilerinin (Ornegin ¢=1) genel seklini géstermektedir.

Akim 6niinde yer alan bir P noktasinin akim gerisinde yer alan bir E noktasindaki etkisini
gostermek icin iki ug hali dikkate alalim:

- Tasinim olmadigi sade yayinim hali (Pe=0)

- Yayinim olmadigi sade tasinim hali (Pe—o0)
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Daimi, bir-boyutlu taginim ve yayinim

Pe=0

Nakledilebilirlik (Transportiveness): Akim dogrultusu
_—

Yalniz yayinim olmasi halinde (Pe=0)

akiskan duragandir. Yayinim olayi ¢ >
dzelligini her dogrultuda esit miktarda w £ E
yayacagindan sabit ¢ egrileri P es-

merkezli daire cemberleridir.

E dogu noktasindaki sartlar akim éniindeki P noktasindan ve akim-gerisindeki sartlardan
etkilenecektir. Pe sayisi arttiginda egriler daire cemberinden elipse dénislr ve sekilde
gosterildigi gibi akim dogrultusunda uzar. Boylece E noktasi P deki sartlardan kuvvetli bir
sekilde etkilenirken P deki sartlar E den zayif bir sekilde etkilenir veya hig etkilenmez.

Yalniz tasinim olmasi halinde (Pe— <o) eliptik egriler akim dogrultusunda gizgi gibi uzar. P
den gikan ¢ 6zelliginin tamami aninda geride E ye dogru tasinir. Béylece, yayinim
olmadigindan E deki ¢ degeri sadece akim 6nii sartlarindan etkilenir, ¢, bliyuklugi ¢, ye
esit olur.

Peclet sayisinin blylklGgi ile etkilesimin dogrultusu arasindaki iliski cok 6nemlidir ve
“nakledilebilirlik” olarak nitelendirilir.
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Daimi, bir-boyutlu taginim ve yayinim

Merkezi ayriklastirma semasinin degerlendirmesi:
Korunumsallik

Merkezi fark semasi kontrol hacmi ylizlerinde tasinimsal ve yayinimsal akilarin hesabi
icin uygun ifadeler kullanmaktadir. Bu bakimdan sema korunumsaldir.

Sinirlilik

Merkezi farklarla ayriklastirilmis transport denkleminin i¢ noktalardaki katsayilari

F, F,
ay, =DW+7W, aEzDg—T"’, aP=aW+aE+(Fe—Fw)

Siireklik geregi F,—F,=0 ©—=> ap=ay +a; Scarborough kriteri saglanmaktadir

ap =D, —% olup tasinimin dogu katsayisina olan katkisi negatiftir.

Tasinim fazla baskin olursa a, negatif olabilir. a.> 0 olmasi igin:

F,>0, F.>0 (yani akim tek y6nlu) olmak tizere ge =Pe,<2| olmaldir.

e
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Daimi, bir-boyutlu taginim ve yayinim
Merkezi ayriklastirma semasinin degerlendirmesi:

Sayet Pe, > 2 ise dogu katsayisi negatif olacaktir. Bu durum sinirlilik gereklerinden birini
ihlal eder ve fiziksel bakimdan imkansiz ¢oziimler verebilir

Ornek problemde (ii) ile belirtilen Pe=5 halinde bu kosul ihlal edilmistir. Bunun sonucu
olarak ¢6ziimde blyik sapmalar (wiggles) gorilmistir. Pe < 2 olan (i) ve (iii) hallerinde ise
analitik coziimlere yakin ve sinirli yanitlar elde edilmistir.

Nakledilebilirlik

Merkezi fark semasi, P noktasinda tasinimsal ve yayinimsal akilarin hesaplanmasinda
cevresindeki bitin dogrultulardan etki alir. Dolayisiyla bu sema akimin yonini veya
tasinimin yayinima kiyasla siddetini fark etmez. Bu bakimdan yiiksek Pe sayilarinda
nakledilebilirlik ézelligine sahip degildir.

Dogruluk

Merkezi ayriklastirma semasinda Taylor serisindeki kesme hatasi ikinci mertebedendir.
Merkezi fark semasinda katsayilarin pozitif olmasi gereksinimi sadece Pe=F/D<2 olmasi
halinde semanin kararli ve dogru olacagini gosterir.
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Daimi, bir-boyutlu taginim ve yayinim

Merkezi ayriklastirma semasinin degerlendirmesi:

p ve I akiskan &zelliklerine,

Hiicre Peclet sayisi |Pe = £ __pu u akim dzelligine, baghdir.
D T/d ox  ag ozelligine

Buna gore p ve I' nin verilmis degerleri igin F,/D,=Pe,<2| kosulunun saglanmasi

sadece hizin kii¢iik olmasi halinde (dolayisiyla yayinimin baskin oldugu kigik Reynolds
sayili akimlarda) ya da ag genisliginin kiigiik olmasi halinde mimkundiir.

Sonug¢

Bu kisitlamalara gore merkezi fark ayriklastirmasi genel amach akim hesaplamalari icin
uygun bir ayriklastirma yéntemi degildir.

Buna gore daha uygun 6zelliklere sahip ayriklastirma semalarina ihtiyag vardir.

Bu cercevede, izleyen paragraflarda sirasiyla upwind, hibrid, kuvvet-kanunu ve QUICK
semalari incelenecektir.
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Daimi, bir-boyutlu taginim ve yayinim
Upwind ayriklastirma semasi :

Merkezi farkla ayriklastirma semasinin en uygun olmayan yonlerinden birisi akim yonini
ayirt edememesidir

Merkezi fark ayriklastiriimasinda ¢ 6zelliginin hiicrenin bati duvarindaki ¢, degeri komsu
hesap noktalari W ve P deki ¢, ve ¢, degerlerinin her ikisinden de etkilenmektedir.

Tasinimin soldan saga dogru ve kuvvetli oldugu bir akimda ise hiicrenin bati duvari P
noktasina kiyasla W noktasindan daha kuvvetle etkileneceginden yukaridaki durum dogru
degildir.

“Upwind” veya “verici hiicre” ayriklastirma semasi bir hiicre duvarinda hesap yaparken
akimin yoniini dikkate alr.

Bunun igin ¢ nin bir hiicre duvarindaki taginan degeri akim-6ni noktasindaki degerine esit
ahnir.
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Daimi, bir-boyutlu taginim ve yayinim

Upwind ayriklastirma semasi :

Hicre duvarlarindaki degerleri
hesaplamak i¢in hangi kontrol
noktasindaki degerlerin
alinacagi yandaki sekillerde
gorilmektedir.

Buna goére akim pozitif yénde
(batidan doguya) iken Ustteki
sekilde oldugu gibi

¢w=¢W ve (be:q)P
ve negatif yonde iken alttaki
sekil de oldugu gibi

¢w=¢P ve ¢e=¢E

alinacaktir.

(/3
m ¢W
o Pe
Uw Ue
— —
w P e E
L—fi X wap—)L— SXpe SXee !
% ¢
ow I
Pw op
uw Ue
—_— <
w w P € E
<—axWW—><—8pr—>‘<— BxPe—><—5Xes—4

UCK348 Miihendislikte Bilgisayar 27
Uygulamalar\llPlersl notlari, M. Adil
Daimi, bir-boyutlu taginim ve yayinim
Upwind ayriklastirma semasi : o T Pw ) , %
P o
Akim pozitif yénde iken
u,>0, u,>0 (F,>0, F,>0) [ —"
i - *

0, =0y, 0.=0,

SXee

w :j P
L—waw SXWP—)L— Sxpe

Ayriklastiriimis transport denkleminde kullanilarak

F,0,-F,0, =De(¢E _¢P)_Dw(¢P _¢W) — F,0,—-F,0, :De(q)E _q)P)_Dw(q)P _q)w)

Duizenlenerek

(Dw+De+Fe)¢P=(DW+Fw)¢W +D9¢E

Veya (D, +F)+D +(F. -F ), =D, +F o, +D.0o,

UCK348 Muhendislikte Bilgisayar
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Daimi, bir-boyutlu taginim ve yayinim
%

Upwind ayriklagtirma semasi : o P o

(3

Akim negatif yénde iken

Uy Ue
- -

W w| P e E
‘<—5XWW—>L— wap—)L— Sxpe—J(— Ser—J

Ayriklastiriimis transport denkleminde kullanilarak

F¢ _qu)w =De(¢E_¢P)_DW(¢P_¢W) :> Feq)E_qu)P:De(q)E_q)P)_Dw(q)P_q)W)

ete

u,<0, u,<0 (F,<0, F,<0)

0, =0p, 0,=0;

Diizenlenerek [D,+(D,-F,)+(F,-F, ), =D,0, +(D, - F,),
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Daimi, bir-boyutlu taginim ve yayinim

Upwind ayriklastirma semasi :

Alisilageldik standart bicimde bir diizenleme yapilarak denklemler asagidaki sekle
sokulabilir:

’an)P = ay Oy + aEq)E‘ A a
F,>0, F>0 D, +F, D,
[ar=ay +a; +(F, - F,)] F,<0, F,<0 D, D,F,

Upwind ayriklastirma semasinda komsu katsayilar icin her iki akim yoniini de
icerecek bicimde bir formilasyon uygulamak mimkiinddr:

ay a

D,+max(F,,0) D_+max(0,-F,)
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Daimi, bir-boyutlu taginim ve yayinim

Ornek problem :

Onceki 6rnek problemi upwind ayriklastirma semasi ve 5 hiicre kullanarak (i) u=0.1 m/s,
(i) u=2.5 m/s halinde ¢éziiniiz

Bu 6rnekte bitin hicreler igin ‘&&4"

_ _ _ 1 2 u 3 u 4 5
F—Fe—FW—pu ¢=7I g I VT/ I’ g I’ E I o Ig?:O
D=D,=D,=T/dx x=0 | w L ° K x=L

alinacaktir. Xl
1 numarali sinir hiicresinde F0p—Fu0,=D,(0;—0,)-D,(0,—0,)
5 numarali sinir hiicresinde Fydp—F, 04 =Dy(05—0,)-D,(0, -0y )

Sinir noktalarinda D,=D,z=21"/8x=2D ve F,=F=F olup bu iki denklem standart bigimde
dizenlenirse

’an)P =ayQy taghg +,

Burada a,=ay +aE+(Fe_Fw)_SP‘
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Daimi, bir-boyutlu taginim ve yayinim

Ornek problem :

’an)P =ay Oy +agdp + S, Nokta a, a, Sp S,
1 0 D -(2D+F) (2D+F)0
’aPzaW+aE+(Fe_Fw)_SP‘ A
2,3,4 D+F D 0 0
() u=0.1 m/s icin céziim: ) D+F 0 -2D 2D¢,
Bu halde F=pu=0.1, D=I"/dx=0.5, Pe=I"/D=0.2 io
Nokta | Mesafe Sonlu Analitik Fark Hata u=0.1mis
hacim ¢Ozim yuzdesi 0.8 [~
¢6zimu
1 0.1 | 0.9337 | 09387 | 0.005 | 0.53 08 ™ o cezim
2 0.3 0.7879 | 0.7963 | 0.008 | 1.05 )
3 0.5 0.6130 | 0.6224 | 0.009 | 1.51 0.4 —
4 0.7 0.4031 | 0.4100 | 0.007 | 1.68 /
5 0.9 0.1512 | 0.1505 | -0.001 | -0.02 02 Sayrsal ¢oziim
Upwind ayriklastirma semasinin bu hiicre Peclec | | | ! ‘
« e e eue e e . 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
sayisi igin iyi sonuglar verdigi gorilmektedir Konum (x)
UCK348 Miihendislikte Bilgisayar 32
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Daimi, bir-boyutlu taginim ve yayinim

Ornek problem :

() u=2.5 m/s icin ¢6ziim:

10 ® ® ®
Bu halde F=pu=2.5, D=I'/8x=0.5, Pe=I'/D=5 Ve
08 [ Sayisal ¢bziim
Nokta | Mesafe Sonlu Analitik Fark Hata L
hacim ¢Ozim yuzdesi 06
¢OzUmu
04 — -
1 0.1 0.9998 0.9999 | 0.0001 0.00 Tam goziim
2 0.3 0.9987 0.9999 0.001 0.01
3 0.5 0.9921 | 0.9999 | 0.007 0.70 02 T e 25
4 0.7 0.9524 0.9994 0.047 4.70 o | | | |
5 0.9 0.7143 0.8946 0.180 20.15 00 0:2 04 0.6 0‘.8 10

Konum (x)

Bu ikinci uygulamada upwind semasinin ayni ag genisligi icin merkezi fark semasina gére
daha iyi sonug verdigi goriilmektedir. Bununla birlikte B siniri yakinindaki ¢6zim analitik

¢O6zime yeterince yakin degildir.

UCK348 Muhendislikte Bilgisayar
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Daimi, bir-boyutlu taginim ve yayinim

Upwind ayriklastirma semasinin degerlendirmesi :

Korunumsallik:

Upwind ayriklastirma semasi hiicre duvarlarini gegen akilarin hesabi icin uygun bagintilar

kullanmakta olup, formiilasyonun korunumsal oldugu kolaylikla gosterilebilir

Sinirlilik:

Ayriklastirilmis denklemin katsayilari hep pozitif olup sinirlilik kosulunu saglamaktadir.

Akim siireklilik denklemini sagladiginda aP katsayisi igindeki (F,-F,) terimi sifir olur.
Boylece a,=a,+a, elde edilir ki bu da tekrarli ¢géziimlerde kararlilik igin istenilen bir
durumdur.

Bltiin katsayilar pozitif isaretli olunca katsayilar matrisinin diyagonali baskin olur ki
boylece ¢ozlimde bir “wiggles” olusmaz

Nakledilebilirlik

Sema akimin yoniini dikkate aldigindan nakledilebilirlik saglanmaktadir

UCK348 Muhendislikte Bilgisayar
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Daimi, bir-boyutlu taginim ve yayinim

Upwind ayriklastirma semasinin degerlendirmesi :

Dogruluk:

Sema geri farkla ayriklastirma formilasyonuna dayanmakta olup hassasiyeti Taylor seri

acihminin kesme hatalari bakimindan sadece birinci derecedendir.

Basitligi nedeniyle upwind ayriklastirma semasi ilk CFD hesaplamalarinda genis sekilde
kullanilmistir. Cok-boyutlu problemlerde, upwind stratejisi her bir eksen dogrultusunda

tekrarlanarak kolaylikla uygulanabilir

Semanin 6nemli bir zaafi akimin ag cizgilerine uymamasi halinde hatal sonuglar
vermesidir. Bu gibi problemlerde upwind ayriklastirma semasi tasinan 6zelligin

dagihminda bir bozukluga neden olur. Ortaya ¢ikan hata yayinim benzeri bir gériintiide

olup “yapay yayinim” olarak adlandirilir.
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