BOLUM 5

TASINIM-YAYINIM PROBLEMLERI ICIN SONLU HACIMLER
YONTEMI

5.1. Giris:

Akiskan akiminin 6nemli rol oynadidi problemlerde tasinim etkilerinin hesaba katilmasi
gerekir. Dogada tasinim sirasinda daima yayinim da olusur. Bu bakimdan bu boélimde
tasinim ve yayinim etkilerini birlikte inceleyecek yéntemler incelenecektir.

Daimi haldeki tasinim-yayinim denklemi herhangi bir ¢ biyukligd icin (2.39) transport
denkleminden zamana baglh terim silinerek

V(piid) = V(I'Ve)+S, (5.1)

seklinde cgikartilabilir. Bir kontrol hacmi igerinde integral alinarak ve diverjans teoremi
uygulanarak

[ (pgii)iida = [ (TV¢)iidA + [ Sydv (5.2)

elde edilir. Bu denklem bir kontrol hacmindeki aki dengesini ifade etmektedir. Sol tarafta
net tasinimsal aki yer almakta iken sag tarafta net yayinimsal aki ve kontrol hacmi
icerisinde ¢ 6zelliginin Gretimi veya eksilmesi belirtilmektedir.

Tasinim terimlerinin ayriklastiriimasindaki ana problem, tasinan ¢ 6zelliginin kontrol
hacmi ylzeyleri Uzerindeki dederleri ve bunun ylizeylerden gecen tasinimsal akilarinin
hesaplanmasidir. Bolim 4 de (5.2) denkleminin sag tarafindaki yayinim ve kaynak
terimlerinin ayriklastiriilmasi icin merkezi farklar kullaniimisti. Yayinim problemlerinde iyi
calisan bu uygulamanin burada da tasinim terimleri igin kullaniimasinin uygun olacagdi
asikar gibidir. Ancak, yayinim olayi, tasinan bir blylkligin her yondeki gradyantlari
boyunca dagilimini etkilerken tasinim olayl sadece akim dogrultusunda etkindir. Bu husus
merkezi farklarla kararli bir tasinim-yayinim hesaplamasi yapilabilmesi icin hlcre
boyutlari lizerinde tasinim ve yayinim siddetlerinin oranina bagli bir sinirlama getirir.

Burada, tasinimsal etkiler icin daha az kisitlama ile kararli hesap yapabilecek baska
ayriklastirma yollarn da sunulacaktir. Bu analizler sirasinda hicre yiazlerindeki hizlarin

hesabina kalkisiimayacak olup, bir sekilde bilindikleri varsayilacaktir. Hizlarin hesabi
konusuna 6 Inc1 béliimde yer verilecektir.

5.2. Daimi, bir-boyutlu tasinim ve yayinim:

Kaynak teriminin olmamasi halinde u hizindaki bir-boyutlu akim alaninda bir ¢ 6zelliginin
daimi tasinim ve yayinimi

d 4 (rdo
- (pud)= - (Fdxj (5.3)

denklemi ile modellenir. Akimin sirekliginin de saglanmasi gerekir:

—(pu)=0 (5.4)
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Sekil 5.1 de gésterilen bir-boyutlu kontrol hacmini géz éniine alarak Bélim 4 de tanitilan
notasyonu kullanalim. Burada dikkatimizi, P kontrol noktasina verecegiz. Komsu kontrol
noktalari W ve E, kontrol hacmi ylzleri ise w ve e ile belirtiimektedir.

‘e é)(wpqe OXpe 4

< Xpe ——>
Sekil 5.1

Kontrol hacmi igerisinde (5.3) transport denklemi integre edilerek

(pud ), —(pud ), = [FA %j —[FA %} (5.5)

(5.4) sureklilik denklemi integre edilerek

elde edilir. Tasinim-yayinim problemine ait ayriklastiriilmis denklemleri elde etmek igin
(5.5) denklemindeki terimlerin yaklasik ifadelerinin yazilmasi gereklidir. Bunun igin birim
alan basina tasinimsal kiitle akisi F ve hicre yilzlerinden yayinim iletkenligi de D olmak
Uzere iki yeni degisken tanimlamak uygun olur.

F=pu, D=— (5.7)

F ve D buyukliklerinin hiicre ylzlerindeki dederleri

Fw = (pl/l )w ’ Fe = (pu )e
D, - r ’ D, = r (5.8)
X - Oxpy

seklinde yazilabilir.

A, = Ae = A oldugu kabul edilirse ve (5.5) denkleminin sag tarafindaki yayinim terimlerinin
katkisi merkezi farklarla hesaplanirsa

F.$.=F,¢, =D —0,)-D, (¢, —¢,) (5.9)

ve (5.6) sureklilik denklemi de
F, —-F,6 =0 (5.10)
sekline gelir. Hiz alaninin bir sekilde bilindigi varsayilmis olup, bu hiz alaninin hesabi
sirasinda F. ve F, nin dederleri dikkate alinmis olmalidir. (5.9) denkleminin ¢6zimi icin e

ve w hicre yuzlerinde ¢ 6zelligini dederlerinin hesaplanmis olmasi gereklidir. Bu amagl
semalara izleyen paragraflarda yer verilecektir.
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5.3. Merkezi fark semasi:

(5.9) denkleminin sag tarafindaki yayinim terimlerini temsil etmek Gzere merkezi fark
yaklasimi kullanilmis olup, bu denklemin sol tarafindaki tasinimsal terimlerin hiicre
yuzlerindeki dederlerini hesaplamak icin de lineer interpolasyon uygulanmasi mantikli
gelmistir. Uniform bir ag icin ¢ 6zelliginin hiicre yilzlerindeki degerleri

o, =(0p+z)/2 (5.11a)

¢, =(0p +0y )/ 2 (5.11b)

seklinde yazilabilir. Bu esitliklerin (5.9) daki tasinimsal terimlerde kullanilmasi halinde

%((I)P +¢E)_%(¢W +(I)P): De(¢E _(I)P)_Dw((l)P _(I)W) (5.12)

elde edilir. Bu denklem dizenlenerek

FW _ Fw _ _Fe
|:(Dw _7j+(De + j:|(|)P _[Dw + 2 )q)W (De 2 Jd)E
E, E, (p yFe _F,
|:(Dw+7j+(De_ 2)+(F6_Fw):|¢P_[Dw+ 2J¢W+[De 2J¢E (513)

ya da buradaki ¢y ve ¢e blyUkliklerinin katsayilari ay ve ag merkezi fark ifadeleri olarak
isimlendirilerek ayriklastiriimis tasinim-yayinim denklemi

FC
2

veya

|aP¢P = ay by +aE¢E‘ (5.14a)

sekline gelir. Burada

F, F,
aWsz+7W, aEzDe—;, ap=ay +a, +(F,-F,) (5.14b)

Goruldagu gibi daimi tasinim-yayinim problemleri icin elde edilen (5.14) denklemi,
sadece yayinim igeren problemleri igin bulunan (4.11) denklemiyle ayni bigimdedir. Yeni
denklemdeki tek farklilik tasinilma ilgili olarak gelen ilave katsayilardir.

Bir-boyutlu bir tasinim-yayinim problemini ¢ézmek icin (5.14) ile verilen ayriklastiriimis
denklemin bitin ag kontrol noktalarinda yazilmasi gerekir. Boylece bir lineer denklem
takimi elde edilir. Denklem takimi gozillerek tasinan ¢ 6zelliginin kontrol noktalarindaki
dederleri bulunur. Bu islemler izleyen 6rnekle gosterilecektir.

Ornek 5.1:

Bir ¢ ozelligi Sekil 5.2 de gérilen bir-boyutlu bélgede tasinim ve diflizyon yoluyla
nakledilmektedir. Olayi ybéneten denklem (5.3) ile verilmistir. Sinir sartlari x=0 da ¢o=1
ve x=L de ¢,=0 seklindedir. Esit boyda bes hlicre alarak ve tasinim ve yayinim igin
merkezi fark ayriklastirmasi kullanarak ¢ nin x ile degisimini (i) u=0.1m/s, (ii) u=2.5m/s
hallerinde hesaplayiniz. Elde edilen sonuglari

UCK348 Mihendislikte Bilgisayar Uygulamalari, Ders notlari M. Adil Yikselen



BOlim 5 - Tasinim-Yayinim problemleri icin Sonlu Hacimler Yéntemi 5-4

db—0, exp(pux/F)—]
b, =y - exp(puL/F)—]

seklindeki analitik ¢bzimlerle karsilastiriniz. (iii) u=2.5m/s halindeki ¢b6zimi 20 ag
noktasi icin tekrarlayiniz ve analitik ¢cbézimle karsilastiriniz. Hesaplamalarda uzunluk
L=1.0m, yogunluk p=1.0 kg/m3, r=0.1kg/m/s alinacaktir.

u
_—
o=1] =
x=0 x=L
Sekil 5.2

Coziim:

CozUum yontemi Sekil 5.3 de gosterilen basit ag yapisi kullanilarak izah edilecektir. C6zim
bolgesi, 8x=0.2m alinarak 5 kontrol hacmine bdélinmustir. Btin hicrelerde
Fe=Fy=F=u, De=D,=D=T/8x olup, sinirlar A ve B ile belirtilmistir.

r—éx—)‘
1 2 U 3 _u 4 5
p=1] - ! P > o > o——| o | =0
| T w | > 1 £ 1 |
x=0 w e x=L
Sekil 5.3

Ayriklastinimis (5.14) denklemi ve katsayillart 2, 3 ve 4 numarali dahili hilcrelerde
dogrudan uygulanacak, ancak 1 ve 5 numaral sinir hicrelerindeki uygulama daha 0Ozel
olacaktir.

1 numarall hiicrenin dogu yizinde (5.3) denkleminin integralindeki yayinim terimlerinin
ve tasinim akilarinin her ikisinde de merkezi farklar kullanilacaktir. Bu hicrenin bati
ylzinde ise ¢ blylkliglinun dederi ¢,=¢4=1 olarak verilmistir. Bu bakimdan bu yilzde
tasinimsal aki terimi icin herhangi bir yaklasim yapmaya gerek yoktur. Yayinim terimi ise
daha once oldugu gibi ileri farklarla ayriklastirilacaktir. Boylece bu hiicrenin 1 ile belirtilen
kontrol noktasinda

S0 +0) - Fab =Dulos ~8,)- 20,6, -4 (5.16)

denklemi elde edilir.

5 numarali kontrol hacminin dogu ylzinde de ¢.=¢s=0 olarak verilmis olup, bu hlicrenin
bati yliziinde tasinim ve yayinim terimlerinin her iki igin yine merkezi farklar kullanilirken
dodu yizinde tasinim terimi icin herhangi bir yaklasim yapmaya gerek yoktur. Yayinim
terimi ise geri farklarla hesaplanacaktir. Buna gore bu hicre igin de

FB¢B_%(¢P+¢W):2DB(¢B_¢P)_Dw(¢P_¢W) (5.17)

denklemi elde edilir. (5.16) ve (5.17) denklemleri ic hlicreler icin (14) denklemiyle verilen
genel bicimde yeniden dizenlenerek

|ap¢p =aydy +apdp +S, (5.18a)
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sekline getirilebilir. Buradaki merkezi katsayi
ap=ay +ay +(F,-F,)-S, (5.18b)

seklindedir.

Batdn hicreler icin katsayilar D,=De.=D,=Dg=I/6x=D ve F,=F.=F,=Fg=F olmak lizere:

Nokta aw ar Sp Sy

1 0 D-F/2 -(2D+F) (2D+F) ¢4
2,3,4 D+F/2 D-F/2 0 0

5 D+E/2 0 -(2D-F) (2D-F) ts

Sinir sartlarinin uygulanmasiyla sinir tarafindaki katsayinin sifir yapildigi ve sinirdaki
akinin da kaynak teriminde yer aldigi gorilmektedir.

(i) u=0.1m/s, p=1.0kg/m3, I=0.1kg/m/s, 6x=0.2m igin F=pu=0.1; D=I/6x=0.5 olup
katsayilarin degerleri asagida listelenmistir.

Tablo 5.1
Nokta aw ar Sp ap=aw+ae-Sp S,
1 0 0.45 -1.1 1.55 1.1 ¢4
2 0.55 0.45 0 1.0 0
3 0.55 0.45 1.0 0
4 0.55 0.45 1.0 0
5 0.55 0 -0.9 1.45 0.9 ¢s

Denklem takimi, ¢4=1 ve ¢s=0 olmak lzere matris formda

[ 1.55
-0.55
0
0
0

-0.45
1.0
-0.55
0
0

0
-0.45
1.0
-0.55
0

ve denklem sisteminin ¢6zimu

seklindedir.

Verilen buyudklikler (5.15) denkleminde kullanilarak problemin analitik ¢6zimU

9,
9,
P; =
9
9s

0.9421
0.8006
0.6276
0.4163
0.1579

0

0
-0.45
1.0
-0.55
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@, 1.1
9, 0
Ps0=40
9 0
2 0

(5.19)

(5.20)
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_2.7183—exp(x)
o)==

seklinde elde edilir. Nimerik ve analitik sonuclar Tablo 5.2 ve Sekil 5.4 de
karsilastinimistir.

Tablo 5.2
Nokta Mesafe FVM Analitik Fark Yizde hata
1 0.1 0.9421 0.9387 -0.003 -0.36
2 0.2 0.8006 0.7963 -0.004 -0.53
3 0.3 0.6276 0.6224 -0.005 -0.83
4 0.4 0.4163 0.4100 -0.006 -1.53
5 0.5 0.1579 0.1505 -0.007 -4.91
1.2 -
1 4
0.8 -
¢ 0.6
0.4 -
0.2 -
0 ‘
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2
Konum (x)
Sekil 5.4

Ag yapisinin kaba olmasina karsin merkezi fark semasi analitik goziimlerle kabul edilebilir
bir uyum goéstermistir.

(i) u=2.5m/s, p=1.0kg/m3, 1=0.1kg/m/s, 6x=0.2m igin F=pu=2.5, D=I/é6x=0.5 olup
katsayilar Tablo 5.3 de listelendigi gibi elde edilmistir.

Tablo 5.3
Nokta aw ae Sp ap=aw+ae-Sp Su
1 0 -0.75 -3.5 2.75 3.5 ¢
2 1.75 -0.75 0 1 0
3 1.75 -0.75 0 1 0
4 1.75 -0.75 0 1 0
5 1.75 0 1.5 0.25 -1.5 ¢g

(i) halindekiyle ayni formiullerde bu tablodaki degerler kullanilarak matris denklemleri
elde edilmis ve ¢ézilmiustir. Bu haldeki analitik ¢6zim de
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o) =1+

1—exp(25x)

7.20x 10"

seklindedir. Nimerik ve analitik ¢céziimler Tablo 5.4 ve Sekil 5.5 de karsilastirilmistir.

Tablo 5.4
Nokta Mesafe FVM Analitik Fark Yizde hata
1 0.1 1.0356 1.0000 -0.035 -3.56
2 0.3 0.8694 0.9999 0.131 13.05
3 0.5 1.2573 0.9999 -0.257 -25.74
4 0.7 0.3521 0.9994 0.647 64.70
5 0.9 2.4644 0.9179 -1.546 -168.48
3 _
2.5
2
¢ 1.5 -
1 = /E\
—
0.5 - \2/
0 T T T T 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2
Konum (x)
Sekil 5.4

Bu kez merkezi fark semasi analitik ¢ézim etrafinda calkanti gésteren bir ¢6zim

vermistir.

¢6zlimle uyumun iyi olmadigr acgiktir.

Bu calkantilar literatlirde genellikle “wiggles” olarak adlandirilir.

Analitik

(iii) u=2.5m/s halinde 20 nokta igin &x=0.05, F=pu=2.5; D=I/6x=0.1/0.05=2.0 olup, bu
durumda bulunan katsayilar Tablo 5.5 de 6zetlenmis ve elde edilen gdzimler analitik
cdzimle Sekil 5.6 da karsilastiriimistir.

Tablo 5.3
Nokta aw ae S Sp ap=aw+aec-Sp
1 0 0.75 6.5 ¢ -6.5 7.25
2-19 3.25 0.75 0 0 4.00
20 3.25 0 5 ¢g -1.5 4.75

UCK348 Mihendislikte Bilgisayar Uygulamalari, Ders notlari
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1.2

1 OOo0O000000000000

0.8

0.4 4

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2

Konum (x)

Sekil 5.6

Simdi nimerik ¢ozimlerle analitik ¢ézimlerin uyumu iyidir. Bu haldeki verilerle (ii)
halindeki veriler karsilastirildiginda hiicre genisliklerinin azalmasiyla F/D oraninin 5 den
1.25 e indigi gortlmektedir. Merkezi fark semasinin F/D oraninin klcuk degerleri igin
dogru sonuclar verdigi gortlmektedir. F/D oraninin etkisi ve bu oran bliylk oldugunda
merkezi fark ¢coziimlerinde “wiggles” gorilmesinin nedenleri asadida tartisilacaktir.

5.4. Ayriklastirma semalarinin ézellikleri

Birlestirilmis tagsinim-yayinim igeren bazi hallerde merkezi fark yaklagiminin hata vermesi
ayriklastirma semalarinin 6zelliklerinin derinligine incelenmesini gerekli kilmaktadir.

Hlicre sayisinin sonsuz bliylk olmasi halinde, kullanilan fark yontemine bagh olmaksizin,
tam (exact) ¢6zimden ayirt edilemeyen nimerik ¢dzimler elde edilmesi teorik olarak
mUmkuindir. Ancak pratikte sonlu sayida (bazen ¢cok az sayida) hicre kullanmak zorunda
kalinir. Bu durumda ancak ayriklastirma semasi bazi temel hususiyetlere sahipse nliimerik
sonuglar fiziksel olarak gergekgi olur. En énemli hususiyetler sunlardir:

- Korunumsallik
- Sinirlilik
- Nakledilebilirlik

5.4.1 Korunumsalhk

Tasinim-yayinim denklemi sonlu sayida kontrol hacmi igerisinde integre edilerek, tasinan
¢ blyukliginun kontrol hacmi yilzlerinden gegen akilarini igeren ayriklastiriimis bir
korunum denklemi takimi elde edilmektedir. ¢ blyUkliglinin bltlin ¢ézim bodlgesinde
korunumunun saglanabilmesi igin ¢ nin herhangi bir kontrol hacmini bir ylzinden terk
eden akisinin, komsu kontrol hacmine ayni ylzden giren akiya esit olmasi gerekir. Bunun
saglanabilmesi icin de akinin herhangi bir genel hlicre ylzu icin komsu hticre ile uygun
bicimde yazilmasi gerekir.

Ornedin Sekil 5.7 de godsterilen, kaynak terimi olmayan daimi bir-boyutlu yayinim
problemini ele alalim.

Hesap bdlgesi sinirlarindan gegen akilar g4 ve gg ile belirtilmistir. Cézim bdlgesini dort
hicreye bdlerek hiicre ylizlerinden gecen yayinimsal akilari hesaplamak icim merkezi fark
uygulayalim. 2 noktasini iceren hicreyi bati ylziinden terk eden aki igin l"wz(d)z —¢1)/8x

ve hiicreye dogu yiiziinden giren aki igin de T,,(¢,; —¢,)/x yazilabilir.
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Gradyan = ($2-¢1)/5x

.. b
________ o2 JEBUPSEEL SR [
ga 1 L 3 L gs
i < T o & 1
5x/2 | | 12
‘ dX i ox OX ‘ |
Sekil 5.7

1 ve 4 noktalarini iceren kontrol hacimleri igin sinirdan gecen akilari da dikkate alarak
bitin kontrol hacimlerine ait net akilar toplamak suretiyle ¢6zim bélgesinin tamami igin
bir aki bilangosu elde edilebilir.

{DIM—QA}+[F@M—FWM}+

ox ox ox
(5.21)

(0, —05) ~ (05-¢,) (0, —05)]_
{Fa T_Fw T} "{‘]3 -I,, T} =45 — 44

Ie,=Tw, ITe,=1Iw, Ve Ie,=1y, oldugundan kontrol hacmi ylzeylerinden gecgen akilar
uygun bir tarzda ifade edilmis olup, bitlin bolge Gzerinde toplama yapildiginda es akilar
birbirini gétirmektedir. Sonucgta sadece iki sinir akisi g4 ve gg kalmakta olup (5.21)
denklemi ¢ Ozelliginin biltlnsel korunumunu ifade etmektedir. Aki uygunlugu, yayinim
akisinin merkezi fark formiulasyonu igin ¢ nin bltin bélge Uzerinde korunumunu

saglamaktadir.

Uygun olmayan interpolasyon formdlleri bitlinsel aki korunumunu saglamayan uygunsuz
semalara gétirebilir. Ornedin Sekil 5.8 de gdsterildigi gibi 2 numarali kontrol hacmi igin
1, 2 ve 3 noktalardaki degerlere dayanan ve 3 numarali kontrol hacmi icin de 2, 3 ve 4
noktalardaki dederlere dayanan kuadrik interpolasyon formillerini dikkate alalim.

1 kuadrik .
fonksiyonu 2 nin gradyanti 2 kuadrik
#1 fonksiyonu
\‘\4 #s
¢ e
1 in gradyanti
ga 1 2 J-\? (o]:]
—1 S ® o }
| X/2 S ! S 1 S5x 1 oX/2 |

Sekil 5.8

Bu kuadratik edriler birbirinden gayet farkli olabilir. Ki bu sekilde iki edrinin hicre
ylzlerindeki gradyanlari ayni olmazsa 2 kontrol hacminin dogu ylziinde hesaplanan aki
dederi ile 3 kontrol hacminin bati ytziundeki aki dederi esit olmayabilir. Bu durumda da
iki aki birbirini gétlirmez ve bitinsel korunum saglanamaz.

Yukaridaki 6rnek kuadratik interpolasyonun tamamiyla kéti oldugu anlamina gelmez.
Nitekim, QUICK adi verilen uygun kuadratik ayriklastirma semasi pratikte ¢ok popdulerdir.
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5.4.2 Sinirhihik

Her bir kontrol noktasinda ayriklastirilan denklemler sonucta ¢dziilmesi gereken bir lineer
denklem takimi olusturur. Bluylk denklem takimlarini ¢gézmek igin normalde tekrarl
(iteratif) sayisal teknikler uygulanir. Bu yontemler ¢o6zim islemine ¢ dediskeninin tahmini
bir dagilimindan baslayarak yakinsamis bir ¢dzim elde edilinceye kadar islemleri
tekrarlarlar. Scarborough (1958) bir tekrarli yéntemin yakinsak olmasi icin yeterli bir
kosulun ayriklastirilmis denklemlerin katsayilarinin degerleri cinsinden asadidaki gibi ifade
edilebilecegini gostermistir:

<1 Biitiin noktalarda

(5.22)

!
p ‘ <1 en az bir noktada

Burada ap merkezi noktanin net katsayisi (yani, ap—Sp) olup, sayactaki toplama butin
komsu noktalar (nb) lGzerinde alinmistir. Sayet fark semasi yukaridaki kriteri saglayan
katsayilar verirse ortaya cikan matris diyagonali baskin bir matris olur. Diyagonali baskin
matris elde edebilmek igin (ar=apr—Sp) net katsayisinin degerinin blyik olmasi gerekir.
Buna goére kaynak terimlerinin lineerlestirilmesi S, yi daima negatif isaretli verecek
bicimde olmalidir. Sayet durum bu sekilde ise -S, daima pozitif isaretli olacak ve ap ye
eklenerek ap katsayisinin blylmesini saglayacaktir.

Diyagonalin baskin olmasi sinirlilik kriterinin saglanmasi icin istenen bir 6zelliktir. Bu
husus kaynak olmamasi halinde ¢ blylkliglinin ic noktalardaki degerlerinin sinirlardaki
dederleri vasitasiyla sinirlanacagini ifade eder. Buna gore 6rnedin daimi halde kaynak
icermeyen ve sinir sicakliklart 500°C ve 200°C olan bir isi iletimi probleminde ig
noktalarda T sicakhginin degerleri 500°C den kiclk ve 200°C den biyilk olacaktir.

Sinirhlik icin diger bir temel gerek de, ayriklastiriimis denklemlerin bltiin katsayilarinin
ayni isaretli (ekseriyetle pozitif) olmasidir. Bunun fiziksel anlami, bir noktada ¢ dederinde
olusacak artimin komsu noktalardaki dederlerde de bir artis yaratmasidir. Sayet
ayriklastirma semasi sinirliik gereklerini saglamazsa ¢6zim yakinsamayabilir. Bu husus
Ornek 5.1 deki 2 halinde gésterilmistir. Bitiin diger 6rneklerde ayriklastirilmis
denklemlerin ap ve a,, katsayilari pozitif isaretli iken 2 halinde dogu katsayilarinin cogu
negatif isaretli (bkz. Tablo 5.3) olup ¢b6ziimde asadi yukar yénde buyuk sapmalar vardir.

5.4.3 Nakledilebilirlik

Bir akiskan akiminin nakledilebilirlik Pe=0

6zelligi Sekil 5.9 da gosterildigi gibi Akim dogrultusu Pe — e
bir P noktasinda sabit bir ¢ kaynagdi I

dikkate alinarak izah edilebilir

(Roache, 1976).

Boyutsuz hiicre Peclet sayisi tasinim W P E
ve yayinimin siddetleri oraninin

6lglst olarak tanimlanir:

Fooou Sekil 5.9

_ —_———= 5-23
D T/dx ( )

Pe

Burada &x (hlicre genisligi) karakteristik uzunluktur. Sekil 5.9 daki gizgiler Pe sayisinin
farkli degerleri igin sabit ¢ edrilerinin (Ornedin ¢ = 1) genel seklini géstermektedir.
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Akim 6nlinde yer alan bir P noktasinin akim gerisinde yer alan bir E noktasindaki etkisini
gdstermek icin iki ug hali dikkate alalim:

e Tasinim olmadigi sade yayinim hali (Pe =0)
e Yayinim olmadigi sade tasinim hali (Pe —x)

Yalniz yayinim olmasi halinde (Pe = 0) akiskan duragandir. Yayinim olayi ¢ 6zelligini her
dogrultuda esit miktarda yayacadindan sabit ¢ edrileri P es-merkezli daire gemberleridir.

E dogu noktasindaki sartlar akim éniindeki P noktasindan ve akim-gerisindeki sartlardan
etkilenecektir. Pe sayisi arttiginda edriler daire cemberinden elipse donisir ve Sekil 5.9
da gosterildigi gibi akim dogrultusunda uzar. Béylece E noktasi P deki sartlardan kuvvetli
bir sekilde etkilenirken P deki sartlar E den zayif bir sekilde etkilenir veya hig etkilenmez.

Yalniz tasinim olmasi halinde (Pe —»x) eliptik edriler akim dogrultusunda cizgi gibi uzar. P
den cikan ¢ Ozelliginin tamami aninda geride E ye dogru tasinir. Boylece, yayinim
olmadigindan E deki ¢ dederi sadece akim 6nl sartlarindan etkilenir, ¢z blyUklGgu ¢p ye
esit olur.

Peclet sayisinin blyUkligu ile etkilesimin dogrultusu arasindaki iliski cok onemlidir ve
“nakledilebilirlik” olarak nitelendirilir.

5.5 Tasinim-yayinim problemleri icin merkezi ayriklastirma semasinin
degerlendirmesi

Korunumsallik

Merkezi fark semasi kontrol hacmi yilzlerinde tasinimsal ve yayinimsal akilarin hesabi igin
uygun ifadeler kullanir. Bolim 5.4.1 deki tartismalar semanin korunumsal oldugunu
gostermektedir.

Sinirlilik
(i) Merkezi farklarla ayriklastirlmis skaler transport denkleminin i¢c noktalardaki
katsayilari
F F
aW=DW+7W, aE:De—Te, ap=ay +a, +(F, - F,) (5.14b)

seklinde bulunmustu. Daimi bir-boyutlu akim alani ayni zamanda ayriklastiriimis
sureklilik denklemi (5.10) ile de yoOnetilmektedir. Bu denklem akimda sireklik
saglandigi zaman (F.-F,) nin sifir olacagini gostermektedir. Bu durumda
ap =aw + ag olup merkezi fark semasinin katsayilarinin (5.22) Scarborough kriterini
sagladigi gorilmektedir.

(ii) @ag=De.- Fg/2 olup tasinimin dogu katsayisina olan katkisi negatiftir. Sayet tasinim
baskinsa ar negatif olabilir. F, > 0, Fe > 0 (yani akim tek yonli) ve ag pozitif isaretli
olmak Uzere D, ve F. asagidaki kosulu saglamahdir:

F
¢ —pe <2 (5.24)
D

e
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Sayet Pe. 2 den biyikse dodu katsayisi negatif olacaktir. Bu durum sinirhilik
gereklerinden birini ihlal eder ve fiziksel bakimdan imkansiz ¢ézlimler verebilir.

Ornek 5.1 de (ii) ile belirtilen P.=5 halinde (5.24) kosulu ihlal edilmistir. Bunun sonuglari
bliyluk miktardaki dusuk-tahminlerle ve fazla-tahminlerle (wiggles) acgik bicimde
g6rulmistlr. Pe nin 2 den klguk alindidi (i) ve (iii) hallerinde ise analitik c6zimlere yakin
ve sinirli yanitlar elde edilmistir.

Nakledilebilirlik

Merkezi fark semasi, P noktasinda tasinimsal ve yayinimsal akilarin hesaplanmasinda
cevresindeki batlin dogrultulardan etki alir. Dolayisiyla bu sema akimin yénini veya
tasinimin yayinima kiyasla siddetini fark etmez. Bu bakimdan yilksek Pe sayilarinda
nakledilebilirlik 6zelligine sahip degildir.

Dogruluk

Merkezi ayriklastirma semasinda Taylor serisindeki kesme hatasi ikinci mertebedendir
(bkz. Ek A). Merkezi fark semasinda katsayilarin pozitif olmasi gereksinimi sadece
Pe=F/D <2 olmasi halinde semanin kararli ve dogru olacagini gosterir. Hiicre Peclet
sayisinin, (5.23) tanimlamasindan da gérildiaga gibi, akiskan ozellikleriyle (p ve T), bir
akim ozelliginin (u) ve bir ag 6zelliginin (5§x) kombinasyonu oldugunu belirtmek énemlidir.
Buna gore p ve I' nin verilmis dederleri icin (5.24) kosulunun saglanmasi sadece hizin
kicik olmasi halinde (dolayisiyla yayinimin baskin oldudgu kiclik Reynolds sayili
akimlarda) ya da ag genisliginin kliclik olmasi halinde mamkunddr.

Bu kisitlamalara gore merkezi fark ayriklagtirmasi genel amacgh akim hesaplamalari igin
uygun bir ayriklastirma yontemi degdildir. Buna goére daha uygun o6zelliklere sahip
ayriklastirma semalarina ihtiyac vardir. Bu cercevede, izleyen paragraflarda sirasiyla
upwind, hibrid, kuvvet-kanunu ve QUICK semalari tartisilacaktir.

5.6 Upwind ayriklastirma semasi

Merkezi farkla ayriklastirma semasinin en uygun olmayan ydnlerinden birisi akim ydnunu
belirleyememesidir. Merkezi fark ayriklastirimasinda ¢ 0Ozelliginin hicrenin bati
duvarindaki dederi ¢» ve ¢ nin her ikisinden de etkilenmektedir. Tasinimin soldan saga
dogru ve kuvvetli oldugu bir akimda ise hicrenin bati duvari P noktasina kiyasla W
noktasindan daha kuvvetle etkileneceginden yukaridaki durum dogru degildir.

“Upwind” veya “verici hicre” ayriklastirma semasi bir hiicre duvarinda hesap yaparken
akimin yonlint dikkate alir: ¢ nin bir hicre duvarindaki tasinan dederi akim-6ni
noktasindaki degerine esit alinir. Hicre duvarlarindaki dederleri hesaplamak igin
kullanilan noktasal dederler, akim pozitif yonde (batidan doguya) iken Sekil 5.10 da, ve
negatif yonde iken Sekil 5.11 de gosterilmektedir.

de
dw 1 fu
g de
Uw Ue
—_— —>
2
w W P e E
<« X —>l— 5xwp4<— 8Xpe ———>{€———OXeE ——>

Sekil 5.10
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Akim pozitif yonde iken, u, >0, u.>0 (F,>0, F.>0), olup upwind semasinda

dw=dw Ve de=0¢p (5.25)
alinir ve boéylece ayriklastinlmis (5.9) denklemi

F.4, =F, by =D.(0; —9,)-D, (6, ~¢,) (5.26)
veya dlizenlenerek

(Dw +D8+Fe)¢P :(Dw +Fw)¢W +Ded)E

ya da
[(Dw +Fw)+De+(Fe_Fw):|¢P :(Dw +Fw)¢W +De¢E (5'27)
sekline gelir.
#o de
dw b "
uw Ue
- -
w w P e E
<—3Xww—><—Xup 4(— 8Xpe ——pik—— OXeg——>|

Sekil 5.11

Akim negatif yonde ise, u,, <0, u.<0 (F,<0, F.<0), olup upwind semasinda bu kez

dw=dp V€ Ge=0F (5.28)

alinir ve ayriklastirilmis denklem

Fp =F,0,=D,(0, =¢,)-D, (0, —0,) (5.29)
veya

[D, +(D, =F.)+(F, = F, ), =D, 6, +(D, - F. }, (5.30)
sekline gelir.

dw ve ¢g nin katsayilari ay ve ag ile belirtilerek (5.27) ve (5.30) denklemleri alisilageldik
genel

a0, =a, b, +a 0, (5.31)

biciminde dlizenlenebilir. Buradaki merkezi katsay!
a,=ay ta; +(Fe _Fw)

ve komsu katsayilar da asadidaki sekildedir.
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dw dr
F.,>0, Fo>0 D,+F, D.
F,<0, Fe<0 D, D.-Fe

Upwind ayriklastirma semasinda komsu katsayilar igin her iki akim yénini de igerecek
bicimde bir formilasyon asadida verilmistir.

dw ar

D,,+max(F,,0) D.+max(0,-Fe)

Ornek 5.2:

Ornek 1 deki problemi upwind ayriklastirma semasi ve 5 hiicre kullanarak (i) u=0.1m/s,
(i) u=2.5m/s halinde ¢dzunuz

Coziim

Buradaki ayriklastirma igin yine Sekil 5.3 deki ag yapisi kullanilmaktadir. 2, 3 ve 4
numarall i¢ noktalarda ayriklastirimis denklem ve katsayilari (5.31) ve egsligindeki
tablolarda verilmistir. Bu 6rnekte bitin htcreler icin F=Fe.=F,=pu ve D=D.=D,=T/5x
oldugu belirtilmelidir.

Tasinim terimleri icin upwind ayrklastirmasinin  kullanilmasiyla 1 numarah sinir
noktasinda

Fe¢P_FA¢A :De((I)E_(I)P)_DA((I)P_(I)A) (5.32)
ve 5 numarali sinir noktasinda
FB(I)P_FW(I)W :DB((I)B_(I)P)_DW((I)P_(I)W) (5.33)

elde edilir. Sinir noktalarinda D,=Dg=2I/6x=2D ve Fs=Fg=F olup bu iki denklem
alisilageldik bicimde diizenlenirse

an)P zaW(I)W +aE(I)E +S, (5.34)
sekline gelir. Burada
ap, =ay +ag +(Fe _Fw)_SP

olup katsayilarin degerleri asagida tablolanmistir.

Nokta aw ae Sp Sy

1 0 D -(2D+F) | (2D + F) ¢a
2,3,4 D+F | D 0 0

5 D+F |0 -2D 2D ¢s
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Katsayilarin hesaplanmasi ve denklem sisteminin olusturularak ¢ézlilmesi konusu daha
6nce bir ¢ok kez incelendigi icin buradaki uygulama bir alistirma olarak 6grencilere
birakilmistir. Analitik ¢6zim yine (5.15) badintisiyla hesaplanip upwind semasiyla elde
edilecek nimerik sonuglarla karsilastirilabilir.

(i)_u=0.1 m/s icin ¢céztim: Bu halde F=pu=0.1, D=I/8x=0.5, Pe=I"/D=0.2 olup sonuglar
Tablo 5.6 de 6zetlenmistir. Sekil 5.12 de upwind ayriklastirma semasinin bu hlicre Peclec
sayisi igin iyi sonuglar verdigi goérilmektedir.

Tablo 5.6
Nokta Mesafe Sonlu hacim Analitik Fark Hata
¢6zima ¢6zim ylzdesi

1 0.1 0.9337 0.9387 0.005 0.53
2 0.3 0.7879 0.7963 0.008 1.05
3 0.5 0.6130 0.6224 0.009 1.51
4 0.7 0.4031 0.4100 0.007 1.68
5 0.9 0.1512 0.1505 -0.001 -0.02

1.0

u=0.1mis
0.8 [
0.6 —
Tam ¢6zim
¢
0.4 — /
02 — Sayisal ¢bziim
! ! | ! ‘
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Konum (x)
Sekil 5.12

(ii) u=2.5 m/s icin ¢c6zim: Bu halde de F=pu=2.5, D=T/8x=0.5, Pe=I'/D=5 olup sonuclar
Tablo 5.7 ve Sekil 5.13 de analitik sonuglarla karsilastiriimistir.

Tablo 5.6

Nokta Mesafe Sonlu hacim Analitik Fark Hata
¢6zimu ¢6zim yluzdesi

1 0.1 0.9998 0.9999 0.0001 0.00

2 0.3 0.9987 0.9999 0.001 0.01

3 0.5 0.9921 0.9999 0.007 0.70

4 0.7 0.9524 0.9994 0.047 4.70

5 0.9 0.7143 0.8946 0.180 20.15
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1.0 —=- & — /.
0.8 Sayisal ¢bziim
 J
0.6 —
¢ /
0.4 1= Tam ¢6zidm
0.2 —
u=25mis
| | | |
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Konum (x)
Sekil 5.13

Bu ikinci uygulamada upwind semasiin ayni ag genisligi icin merkezi fark semasina gore
daha iyi sonug verdigi gorilmektedir. Bununla birlikte B sinirn yakinindaki ¢6zim analitik
¢6zUme yeterince yakin degildir.

5.6.1 Upwind ayriklastirma semasinin degerlendirmesi

Korunumsallik

Upwind ayriklastirma semasi hticre duvarlarini gegen akilarin hesabi igin uygun bagintilar
kullanmakta olup, formilasyonun korunumsal oldugu kolaylkla gosterilebilir.

Sinirhhik

Ayriklastiriimis denklemin katsayilari hep pozitif olup sinirhlik kosulunu saglamaktadir.
Akim sireklilik denklemini sagladiginda ap katsayisi igindeki (F.-F,) terimi sifir olur.
Boylece ap=aw+ ar elde edilir ki bu da tekrarli ¢6zimlerde kararhlik icin istenilen bir
durumdur.

Batlin katsayilar pozitif isaretli olunca katsayilar matrisinin diyagonali baskin olur ki
béylece ¢b6ziimde bir “wiggles” olusmaz

Nakledilebilirlik

Sema akimin yoninU dikkate aldigindan nakledilebilirlik saglanmaktadir.

Dogruluk

Sema geri farkla ayriklastirma formilasyonuna dayanmakta olup hassasiyeti Taylor seri
aciliminin kesme hatalan bakimindan sadece birinci derecedendir. (Bkz Ek A).

Basitligi nedeniyle upwind ayriklastirma semasi ilk CFD hesaplamalarinda genis sekilde
kullanilmistir. Cok-boyutlu problemlerde, upwind stratejisi her bir eksen dogrultusunda
tekrarlanarak kolaylikla uygulanabilir

Semanin o6nemli bir zaafi akimin agd cizgilerine uymamasi halinde hatali sonuglar
vermesidir. Bu gibi problemlerde upwind ayriklastirma semasi tasinan o6zelligin
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dagiliminda bir bozukluga neden olur. Ortaya cikan hata yayinim benzeri bir gériintide
olup “yapay yaymim"” olarak adlandirilir. Bu etki ¢ 6zelliginin transport biyikltkleri bir
kartezyen ag ile belli bir aci yapan akim icin upwind ayriklastirma semasi kullanilarak
hesaplanmak suretiyle gosterilebilir.

$=100
X
$=100 . ‘ =0
v=2mis T \\
3 ¢=0 X
u=2mls
Fig. 5.14

Sekil 5.14 de hizlarin her yerde u=v=2m/s olmak lizere uUniform ve diyagonale (dolu
cizgi) paralel oldugu bir akim alani séz konusudur. Sinir kosullari giney ve dogu
sinirlarinda ¢=0 ve bati ve kuzey sinirlarinda ¢$=100 olarak verilmistir. Diyagonal
gizgisinin sinir gizgileriyle kesistigi birinci ve sonuncu digim noktalarinda ¢ o6zelliginin
dederi 50 olarak atanmistir. Upwind semasindan kaynaklanan yapay yayinimi tespit
etmek igin, fiziksel yayinimin olmadigi bir salt tasinim olayi dikkate alinmaktadir. ¢
blyukliga icin herhangi bir kaynak terimi s6z konusu olmayip daimi hal incelenmektedir.

Bu haldeki dogru ¢6zim bilinmekte olup, akim dolu gizgi seklinde belirtilen diyagonale
paralel oldugundan, ¢=100 buyukliginin dederi diyagonalin Ustlinde 100 ve altinda da 0
olacaktir.

Yapay yayinimin derecesi ¢ nin dadiimi hesaplanip sonuglar X-X diyagonali boyunca
cizilerek gosterilebilir. Fiziksel bir yayinim olmadigindan X-X diyagonalinin dolu diyagonali
kesip gectigi noktada tam ¢6zim ¢ nin dederinde 100 den sifira ani bir dedisim
gbsterecektir.

Cesitli ag vyapilari igin hesaplanmis dederler Sekil 5.15 de tam g¢ozimle birlikte
goOsterilmistir. Sekilde sayisal cozimlerin kot bicimde yayvanlasmis profiller verdigi
gorilmektedir. Hata en seyrek ag icin en biyuk olup sekle gore agin sikilastiriimasinin
prensip olarak yapay yayinim probleminin Ustesinden geldigi anlasiimaktadir. 50x50 ve
100x100 hicreli aglar igin elde edilen ¢gozlimler tam ¢dziime yakindir.

Bununla birlikte pratikteki akim hesaplamalarinda ag yapisini yapay yayinimi giderecek
derecede sikilastirmanin maliyeti yliksek olabilir.
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100 —==—=x— ~
N
S ~
| —— Upwind 100 x 100
80 —
Y f— Tam ¢6ziim
60 [—
¢

\ Upwind 10 x 10
40 I = \

LS,

CREEAN )

L / Upwind 50 x 50
20 — ‘\ \

\
K ~
~
~
s ~
| | | el S—d oo |
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4

X — X diyagonali boyunca mesafe (m)

Fig. 5.14

Incelemeler, yiiksek Reynolds sayili akimlarda, yapay yayinimin fiziksel olarak dogru
olmayan sonuclar verecek kadar biylk olabilecegini géstermistir (Leschziner, 1980;
Huang ve arkadaslari, 1985). Bu nedenle, upwind ayriklastirma semasi dogru akim
hesaplamalari icin tam anlamiyla kullanisli gérilmemis olup iyilestirilmis ayriklastirma
semalar bulunmasi yéninde énemli miktarda arastirma yapilmistir.

5.7 Hibrid ayriklastirma semasi

Spalding'in  (1972) hibrid ayrnklastirma semasi merkezi ayrklastirma ve upwind
ayriklastirma semalarinin bir birlesimidir. Bu semada kiiglk Peclet sayilarinda (Pe < 2)
ikinci-mertebeden hassasiyete sahip merkezi fark ayriklastirmasi kullanilirken blylk
Peclet sayillarinda (Pe>2) da birinci mertebeden hassasiyete sahip olan ama
nakledilebilirligi dikkate alan upwind semasi kullanilmaktadir.

Daha Once oldugu gibi hibrid semanin incelenmesinde de kaynak terimi olmayan bir-
boyutlu tasinim-yayinim denklemi ele alinacaktir. Bu denklem bir aki balansi denklemi
olarak da yorumlanabilir.

Hibrid ayriklastirma semasi her bir kontrol hacmi ylzinden gegen net akinin
hesaplanmasinda /okal Peclet sayisina dayanan bir kismi formulasyon kullanir. Bunun igin
Peclet sayisi kontrol hacminin yizleri Gzerinde hesaplanir. Ornedin, bir hlicrenin bati
ylziinde

Pe_ =Q=M (5.35)
"D r, /dx,,

w

olup bu ylizde birim alan basina net aki igin hibrid ayriklastirma formulu

1 2 1 2
=F | 1+—=|¢, +=|1-—— —2<Pe, <2
qw w|:2( Pe ]d)W 2( Pe Jd)P} w

w w
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QW :FWAW(I)W Pew 22 (5-36)
qw =FWAW¢P Pew S_Z
seklindedir.

Bu ayriklastirma, kolaylkla gérilebilir ki, kiigik Peclet sayilarinda tasinim ve yayinim
terimleri icin merkezi ayriklastirma kullaniimasina esdeger, |Pel >2 oldugunda ise
tasinim icin upwind ayriklastirmasi yapilmasi ve yayinimin da sifir alinmasina esdegerdir.
Ayriklastiriimis denklemin genel formu

apbp =aydy +apb; (5.37)
seklinde olup buradaki merkezi katsayi da

a,=a, +a, +(F, ~F,)
seklinde tanimlanmaktadir. Daimi bir-boyutlu tasinim-yayinim problemi igin hibrid

ayriklastirma semasina ait diger katsayilar da bazi dlzenlemelerden sonra asagidaki
bicimde elde edilir:

aw ae
F F,
max| F ,|D, +—| 0 max|—-F,,| D, ——|,0
2 2
Ornek 5.3:

Ornek 5.1 de (ii) u=2.5 m/s halindeki problemi hibrid ayriklastirma semasi kullanarak
¢6ziniiz. Bes noktali bir ¢c6zimdi 25 noktali ¢oziimle karsilastiriniz.

Coziim

Sayet bes noktali ad yapisi kullanilir ve Ornek 1 deki veriler u=2.5m/s ile birlikte
kullanilirsa

F=F =F, =pu=25 ve D=D,=D, 6 =I'/dx=0.5
ve boylece Peclet sayisi igin de
Pe, =Pe, =pudx/T'=35

elde edilir. Hiicre Peclet sayisi Pe 2 den biyik oldudu igin hibrid sema tasinimsal terimler
icin upwind ayriklastirma kullanacak ve yayinimi da sifir alacaktir.

Ic noktalar 2, 3 ve 4 de ayriklastinimis denklem (5.37) badintisi ve katsayilariyla
tanimlanir.

Sinir kosullarinin dahil oldugu 1 ve 2 noktalarinda ise 6zel inceleme gerekir. Buna gore 1
numarall sinir noktasinda

Fe¢P_FA¢A:0_DA(¢P_¢A) (5.38)
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ve 5 numarali sinir noktasinda da

Fo0,-F,0, :DB(¢B _¢P)_0

yazilabilir. Sinirdaki

yayinimsal

aki

(5.39)

sagda vyer alirken tasinimsal akilarin upwind

yontemiyle verildigi gorilmektedir. Ayrica Fs=Fs,=F ve Dg=2I/6x=2D olup bdylece
ayriklastirilmis denklem

an)P :aW(I)W +aE¢E +Su

seklinde yazilabilir. Burada

a,=a, +a, +(Fe —FW)—S,,

ve
Nokta aw ae Sy Sy
1 0 0 | -(2D+F) [(2D+F)a
2,3, 4 F 0 0 0
5 F 0 -2D 2D ¢p

(5.40)

Verilen sayisal blayuklikler kullanilarak elde edilen katsayilar Tablo 5.8 de sunulmustur.

Tablo 5.8
Nokta aw ar Sp ap=aw+ac-Sp S,
1 0 0 -3.5 3.5 3.5 ¢a
2 2.5 0 0 2.5 0
3 2.5 0 0 2.5 0
4 2.5 0 0 2.5 0
5 2.5 0 -1.0 3.5 1.0 ¢

Denklem takimi, ¢p4=1

3.5
-25

0
0
0

ve ¢g=0 olmak lUzere matris formda

0

2.5
-25
0

0

0
0
2.5

-2.5

ve denklem sisteminin ¢6zimi

0

0

0

0

2.5
-2.5 3.

b o DD D
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¢, 1.0

d, 1.0

o, r=1 1.0 (5.42)
P, 1.0

o, 07143

seklindedir.

Analitik cb6ziimle karsilastirma

NiUmerik sonuglar analitik ¢6zim ile Tablo 5.9 da karsilastinimistir. Hiicre Peclet sayisi
ylksek oldugundan sonuglar salt upwind semasinda oldudgu gibidir. A§ yapisinin Pe<2
olacak bicimde sikilastinlmasi halinde sema merkezi ayriklastirmaya doénlslr ve daha
hassas bir ¢ézim verir. Bu husus 25 noktali bir ag yapisi kullanilarak (6x=0.04m,
F=D=2.5) gosterilmistir. Seyrek ve siki ag yapilariyla elde edilen sonuglarin her ikisi de
analitik ¢coziimle birlikte Sekil 5.16 da sunulmustur.

Tablo 5.9
Nokta Mesafe FVM Analitik Fark Yizde hata
1 0.1 1.0 0.9999 -0.0001 -0.01
2 0.3 1.0 0.9999 -0.0001 -0.01
3 0.5 1.0 0.9999 -0.0001 -0.01
4 0.7 1.0 0.9994 -0.0006 -0.06
5 0.9 0.7143 0.8946 0.1843 20.15

1.0
0.8 Hibrid ydntem
(5 hucre)
0.6 —
¢ Hibrid yéntem
(25 hucre)

04 —
0.2 —

u=25mls Tam ¢6zim

| | | |
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Mesafe (m)
Sekil 5.16

5.7.1 Hibrid ayriklastirma semasinin degerlendirmesi

Hibrid ayriklastirma semasi upwind ve merkezi ayriklastirma semalarinin istenen
ozelliklerini kullanmaktadir. Merkezi ayriklastirma semasinin hatali sonuglar verdigi
yuksek Pe sayilarinda upwind semaya gecer. Sema tam olarak korunumsaldir ve
katsayilar daima pozitif isaretli oldugundan kosulsuz olarak sinirhdir. Peclet sayisinin
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blylk dederleri igin bir upwind semasi kullanarak nakledilebilirlik geredini saglar. Sema
fiziksel olarak gercekci ¢ozlimler verir ve bu bdlimde daha ileride tartisilacak olan ytksek
mertebeden semalara kiyasla hayli kararlidir. Hibrid ayriklastirma c¢esitli CFD
prosedirlerinde genis sekilde kullanmistir ve pratik akimlarin hesabinda c¢ok faydali
bulunmustur. Olumsuz yani ise Taylor serisi kesme hatasi bakimindan hassasiyetinin
sadece birinci-mertebeden olmasidir.

5.7.2 Cok-boyutlu tasinim-yayinim icin hibrid ayriklastirma semasi
Hibrid ayriklastirma semasi her ilave koordinat dogrultusunda tekrarlama suretiyle iki- ve

Ug-boyutlu problemlere kolaylikla uygulanabilir. Buna gére bdtin halleri igeren
ayriklastiriimis denklem

ard, =a, b, +a,b, +asds+a,d, +a,o, +a, 0, (5.43)
seklinde ifade edilebilir. Burada merkezi katsay!i
a,=a, +ta, +tag+a, +a;+a, +AF

seklinde olup diger katsyilar da asagida 6zetlenmistir:

Bir-boyutlu akim Iki-boyutlu akim Ug--boyutlu akim

F F F
aw max{Fw,[Dw + j 0} max{Fw,(Dw +7j 0} max{Fw,(Dw +7j 0}

F F F
ar max{— F, (DE - 2e } ()} max{— F, (DE - 2@ } 0} max{— F, [De - 2"}, 0}

F F
as - max{FS, [DS + 2x } 0} max{FS, [DS + 2x } 0}

F, F
ay - max{— F, (Dn - 2" ], 0} max {— F, (Dn —7”), 0}

F
as - - max{Fb,(Db +7b], 0}

Ft
ar - - max{— F, (Dt - 7}, 0}

AF F -F F, —-F, +F, —F F. —-F, +F —F +F —F,

e w w n

Yukaridaki ifadelerdeki F ve D nin dederleri de asadidaki formillerle hesaplanmaktadir:

Hiicre Yizi w e S n b t
F (pu), 4, | (pu). 4, | (pu), 4, | (pu), 4, | (pu), 4, | (pu), 4,
. S S VAP U v U VRS O VR I VI

OX OX py Oy s Y py Oz py Oz by
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Iki ve Gc¢ boyutlu halde sinir kosullarinin uygulanmasiyla bu bagdintilarda meydana gelecek
degisiklikler (5.40) ifadesine benzer olacaktir.

5.8 Kuvvet-kanunu semasi

Patankarin (1980) kuvvet-kanunu ayriklastirma semasi bir-boyutlu tam ¢6zime daha
yakin yaklasim yapmakta olup hibrid semadan daha iyi sonuglar vermektedir. Bu semada
hiicre Peclet sayisi 10 u astiinda yayinim sifir alinir. Sayet Peclet sayisi 0<Pe<10
araliginda ise aki polinomsal bir ifade kullanilarak hesaplanir. Ornegin, bir hiicrenin bati
yuzinde birim alan basina net aki

0<Pe<10 igin q,=F,[by —B,(0,—y)l (5.44a)
ve

Pe> 10 icih ¢, =F,0y (5.44b)
bagintilariyla hesaplanir. Burada B,=(1-0.1Pe,) | Pe, drr.

Daimi bir-boyutlu tasinim-yayinim problemi igin kuvvet-kanunu semasi kullanilarak
ayriklastirilmis denklemin merkezi katsayisi

a,=a, +a, +(Fe —Fw)

ve komsu katsayilari da

aw dae

D,, maxlO, (1—0.]|Pew|)5J+ max|F,,0] | D,, max[(), (1—0.]|Pee|)5J+ max—[F,, 0]

seklinde verilmektedir.

Kuvvet-kanunu ayriklastirma semasinin &zellikleri hibrid semaninkiyle benzerdir. Bir-
boyutlu problemlerde tam ¢6zime daha yakin sonuglar vermekte olup daha hassastir.
Sema pratik akim hesaplamalarinda faydali gézikmekte olup hibrid semalara bir
alternatif olarak kullanilabilir. Bazi ticari bilgisayar yaziimlari, 6rnedin FLUENT 4.22
versiyonu, bu semayi akim hesaplamalari igin “default” sema olarak kullanmaktadir
(FLUENT Users' Manual, 1992).

5.9 Yayinim-tasinim problemleri igin yiliksek mertebeden ayriklastirma semalari

Hibrid ve upwind semalarinin hassasiyeti Taylor seri acilimindaki kesme hatalari
bakimindan birinci-mertebedendir. Upwind biyukliklerinin kullanimi semanin gayet
kararli olmasini ve nakledilebilirlik geredini saglarken birinci mertebeden hassasiyet bu
semalarin nimerik yayinim hatalarina egilimli olmalarina yol acar. Bu gibi hatalar ylksek
mertebeden ayriklastirmalar kullanarak azaltilabilir. Yiksek mertebeden semalar daha
cok sayida komsu noktayl hesaba katarak ayriklastirma hatalarini azaltir. Ikinci-
mertebeden hassasiyete sahip olan merkezi ayriklastirma semasi kararsiz olarak
g6ztikmekte olup nakledilebilirlik 6zelligine sahip dedildir. Akim y6ninU dikkate almayan
formulasyonlar kararsizdir ve bu nedenle kararlilik icin upwind bulyUkliklerini iceren ve
akim yonline hassas olan yilksek-mertebeden semalara ihtiyag vardir. Genis sekilde
kullanilan yaklagimlarin bazilari asagida tartisilacaktir.
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5.9.1 Kuadratik upwind ayriklastirma semasi - QUICK semasi

Leonard (1979) tarafindan ortaya konan QUICK (Quadratic Upstream Interpolation for
Convective Kinetics) semasinda hlicre duvari dederleri igin (g-noktali akiménd-agirhkh
kuadratik bir interpolasyon kullaniimaktadir. ¢ nin bir hiicre ylzindeki dederi bu ytzin iki
yanindaki iki digim noktasiyla akim-gelis tarafindaki bir diger digiim noktasindan gegen
bir kuadratik fonksiyondan elde edilir. (Sekil 5.17).

Pee

EE

Sekil. 5.17

Ornegdin, u, >0 and u.> 0 olmasi halinde ¢,, yi hesaplamak icin WW, W ve P noktalarindan
gecgen bir kuadratik kullanilirken, ¢. yi hesaplamak icin de W, P ve E noktalarindan gecen
bir bagka kuadratik kullanilmaktadir. u, <0 and u.<0 olmasi halinde ise ¢,, yi hesaplamak
icin W, P ve E noktalarindan yararlaniirken ¢. yi hesaplamak icin de P, E ve EE
noktalarinda yararlanilmaktadir.

Genel bir ifadeyle, i-1 ve i digum noktalari arasinda kalan herhangi bir hiicre ytzindeki ¢
dederi komsu iki digim noktasi ile i-2 akim-6nl noktasindaki ¢ dederleri cinsinden

(I)yaz :é(b[f/ +i¢ !

Ll 5.45
8 8" 84)“2 ( )

seklinde hesaplanir. u,>0 ve u.>0 olmasi halinde bu baginti, “w" bati ylzi igin komsu
noktalar W ve P, akim-6ni noktasi da WW olup

6 3 1

(I)w ZE(I)W +§¢P _g(I)WW (5.46)

seklinde, ve “e” dogu yuzl igin komsu noktalar P ve E, akim-6ni noktasi da W olup

6 3 1
¢e _§¢P +§¢E _§¢W (5-47)

seklinde yazilir. Yayinim terimleri de ilgili parabolln tirevi alinarak elde edilebilir.

Uniform ag yapisi kullanilarak izlenen bu yolun, yayinim icin merkezi ayriklastirma ile
elde edilenlerle ayni ifadeleri verdigi belirtilmelidir.

F,>0, Fe>0 olmasi halinde ve tasinimsal terimler igin (5.46-5.47) denklemleri ve yayinim

terimleri icin de merkezi ayriklastirma kullanilirsa, (5.9) bir-boyutlu tasinim-yayinim
denkleminin ayriklastirimis bigimi asagidaki gibi yazilabilir:
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6 3 1 6 3 1
Fe[gm + 50 —§¢WJ—FW [§¢W i j =D, (¢, -9,)-D, (6, -9,)

Bu denklem diizenlenerek

3 6 6 1 3 1
(Dw _§Fw +De +§FeJ¢P :(Dw +§Fw +§FeJ¢W +(De _gFEj(I)E _gFe(I)WW (5'48)

seklinde veya daha 6nce de tanimlanan standart bicimle

an)P :awq)w +aE¢E + Ay ¢WW (5.49)

seklinde yazilabilir. Burada

aw ae dww ap
6 i 3 I
D, +§FW +§Fe D, —gFe —§Fe a, +a, +a,, +(F, -F,)

F,<0, F.<0 olmasi halinde bati ve dogu yuzlerindeki akilar sirasiyla

6 3 1
0, =§¢p +§¢W —§¢E
6 3 1

(I)e :§¢E +§(I)P _§¢EE

(5.50)

seklinde hesaplanir. Bu badintilar (5.9) bir-boyutlu tasinim-yayinim denkleminde
ayriklastirilmis tasinimsal terimler yerine kullanilarak ve yayinim terimleri de merkezi
farklalrla ayriklastirilarak standart bigimdeki ayriklastirimis denklemin katsayilar
asadidaki gibi elde edilir:

aw ae dee dp
3 6 1 1
Dw +§Fw De _gFe _ng gFe aW +aE+aWW +(F8_Fw)

Pozitif ve negatif akim dogrultulari igin gegerli genel badintilar yukaridaki iki grup baginti
birlestirilerek elde edilebilir.

Buna gore for bir-boyutlu tasinim-yayinim problemleri icin QUICK semas! asadidaki gibi
Ozetlenebilir:

aP¢P :an)W +aE¢E +aWW ¢WW +aEEd)EE (551)
Burada merkezi katsay!
a,=a, +a; ta,, +ag +(Fe —FW)

seklinde ve komsu katsayilar da
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w woow e’ e w

a, =D S F lar +§(]—(>LW)F

seklinde tanimlanmakta olup ayrica
Fn>0, Fe>0 icin oay=1, ae=1
Fy<0, Fe<0 icin  ay=0, a.=0

dir.

Ornek 5.4

Ornek 5.1 de géz éniine alinan problemi bes-noktali bir a§ yapisiyla u=0.2m/s icin
QUICK semasini kullanarak ¢éziniz. QUICK sonuglarini tam ¢b6zimle ve merkezi fark
ayriklastirmasi sonuclariyla karsilastiriniz.

Coziim

Ornek 5.1 de oldugu gibi ayriklastirma icin bes-noktali bir a§ yapisi kullanilacaktir. O
ornekteki veriler ve u=0.2 m/s dederi kullanilarak her yerde F=F.,=F,=0.2 ve
D=D.=D,=0.5 elde edilir ki hiicre Peclet sayisi da Pe,=Pe.=pudx/F=0.4 olur. 3 ve 4 ig
noktalarinda QUICK semasiyla ayriklastirilmis denklem (5.51) denklemi ve katsayilariyla
verilmektedir.

QUICK semasinda ic hiicrelerin ylzlerinde ¢ dederi lic noktadaki degerleri kullanan (5.46-
5.47) formilleriyle hesaplanir. Ancak 1, 2 ve 5 noktalarinin hepsi de sinir bélgelerinden
etkilenmekte olup ayr bicimde incelenmesi gerekir.

1 numarali sinir noktasi icin w bati ylzinde ¢,=¢, dederi verilmistir. Fakat dogu ylzinde
(5.47) badintisini kullanarak ¢. dederini hesaplamak icin gereken bir W bati noktasi
bulunmamaktadir. Leonard (1979) bu problemi halletmek icgin fiziksel sinirin batisinda
dx/2 uzakhkta bir imaj nokta elde etmek lzere bir lineer ekstrapolasyon énermistir (Sekil

5.18).
dp
da
do
X2 3x/2 p
Imaj noktasi ) 1 noktasi
Bolge sinini
Sekil. 5.18
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Ektrapolasyonla imaj noktasinda elde edilecek dederin
b, =20, -9, (5.52)

olacadi kolaylikla gdsterilebilir. imaj noktasinda yapilan ekstrapolasyon 1 numarali
hicrenin dodu ylzinde (5.47) badintisiyla yapilacak olan hesap icin gereken W hesap
noktasi degerini saglamaktadir.

6 3 1
(I)e _gd)P +§¢E _E(Zd)A _¢P)

7 3 2

. :§¢P +§¢E _§¢A (5.53)

Sinir hicrelerinde gradyantlar da (5.53) formiline uygun bir bagintiyla hesaplanmalidir.
Bati sinirindaki yayinimsal akinin

=2 (96, -84, ;) (5.54)

99
Ox

ile hesaplanacagi gosterilebilir. Boylece 1 numarali noktada ayriklastirilmis denklem

7 3 2 D, _ _
Fe(gd)P +§¢E _Ed)A)_FA(I)A _De(d)E _d)P)_T(gd)P 8¢A (I)E) (5.55)

seklinde elde edilir.

5 numarali hiicrenin dogu ylziinde ¢.=¢g verilmis olup bu ylzdeki yayinim akisi

2%

p D, (80, — 90, + 0, ) (5.56)
X

s 3

ile hesaplanir. Boylece 5 noktasindaki ayriklastirilmis denklem de

6 3 1 D
FB(I)B _Fw (g(l)w +§¢P _gd)WW j :TB(&I)B _9¢P +¢W)_Dw ((I)P _(I)W) (5'57)

seklinde elde edilir.

1 hicresinin dodgu ylzinde ¢ dederini elde etmek icin 6zel bir ifade kullanildigindan aki

uygunlugunu sadlamak icin 2 numarali hicrenin bati ylzindeki tasinim akisini
hesaplarken de ayni bagintiyi kullanmak gerekmektedir. Boylece 2 noktasinda

6 3 2 7 3 2
Fe(gd)p +§¢E —gd)wj—Fw (g‘bw +§¢p -

8¢A)=De(¢5—¢P)—DM,(¢P—¢W) (5.58)

elde edilir.

Simdi 1, 2 ve 5 noktalarindaki denklemler standart formda dizenlenirse:

aP¢P :aWW(I)WW +aW(I)W +aE¢E +Su (5.59)

Burada merkezi katsayi
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a, =ay, +a, +a, +(Fe—FW)+SP

seklinde ve komsu katsayilar da asagidaki gibidir:

Nk| aww aw ar Sp Sy

1 0 0 D, +1DA —%Fe —@DA +§Fe +FAJ @DA +§Fe +FA)¢A
2 0 D, +§FW +éFB D, —%F éFM, —éFwd)A

5 —éFw D, +§DB +%FW 0 —@DB FB) (gDB —FBJ%

Verilen sayisal dederlerle elde edilen katsayilar Tablo 5.10 da 6zetlenmistir.

Table 5.10
Nokta aw ae aww Su Sp Ap
1 0. 0.592 0 1.583¢,4 -1.583 2.175
2 0.7 0.425 0 -0.05¢,4 0.05 1.075
3 0.675 0.425 -0.025 0 0 1.075
4 0.675 0.425 -0.025 0 0 1.075
5 0.817 0. -0.025 1.133¢a -1.133 1.925
Denklem takiminin matris bigimi
[2.175 —0.592 0 0 0 ] (o, 1.583
-0.7 1.075 —0.425 0 0 0, —0.05
0.025 —-0.675 1.075 —0.425 0 40, = 0
0 0.025 -0.675 1.075 —-0.425| |¢, 0
| 0 0 0.025 —-0.817 1.925 | |, 0
olup ¢6ziim de
o, 0.9648
0, 0.8707
¢, r=40.7309
0, 0.5226
O 0.2123
seklindedir.
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Analitik co6zliimle karsilastirma

Sekil 5.19 dan QUICK ¢ozUiminin tam c¢6zimden neredeyse farksiz oldugu
gorulmektedir. Tablo 5.11 seyrek ag yapisina ragmen hatalarin ¢ok kigik oldugunu
dogrulamaktadir. Ornek 5.1 de izah edilen adimlan takiben yukaridaki verilerle merkezi
fark ¢c6zumu de yapilmistir. Tablo 5.11 de gosterildigi gibi mutlak hatalarin toplami
alindidinda QUICK semasinin merkezi fark semasina goére daha hassas ¢ozim verdigi
anlasiimaktadir.

1.0
0.8
0.6 — QUICK semasi
¢
04 [~ /
02 Tam ¢dzim
u=0.2mls
| | | |
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Mesafe (m)
Sekil 5.19
Table 5.11
. Merkezi
Nokta Konum A'?al.!t'k QUICK Hata fark Hata
¢6zim ¢6zima R
¢6zimu
1 0.1 0.9653 0.9648 0.0005 0.969 0.0043
2 0.3 0.8713 0.8707 0.0006 0.8786 0.0073
3 0.5 0.7310 0.7309 0.0001 0.7421 0.0111
4 0.7 0.5218 0.5226 -0.0008 0.5374 0.0156
5 0.9 0.2096 0.2123 -0.0027 0.2303 0.0207
> mutlak hata 0.0047 0.0590

5.9.2 QUICK semasinin degerlendirmesi

Sema uygun kuadratik profiller kullanmaktadir — akilarin hicre yuzindeki dedgerleri hep
komsu iki nokta ve ilave bir akiménli noktasi arasinda kuadratik interpolasyonla
hesaplanmaktadir — ve bu nedenle korunumsaldir. Sema bir kuadratik fonksiyonu esas
aldigindan Taylor serisi kesme hatalari agisindan dogrulugu Uniform ag yapisi igin tGgluncu-
mertebededir. Nakledilebilirlik 6zelligi kuadratik fonksiyonun iki akiméni noktasi ile bir
akimarkasi noktasini esas almasi lzerine insa edilmistir. Akim alani sirekliligi sagliyorsa
ap katsayisi komsu katsayilarin toplamina esittir ki bu da sinirhlik igin arzu edilen bir
durumdur.
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Buna karsilik, ag ve ay katsayilarinin pozitif olmasi garanti olmayip aww ve age katsayilari
da negatiftir. Buna goére 6rnegin, sayet u, >0 ve u, >0 ise nispeten orta blUyUkluklerdeki
Peclet sayilarinda (Pe.=F./D.>8/3) dogu katsayisi negatif olur. Bu durum bazi akim
kosullarinda kararsizlik problemleri yaratir ve sinirsiz ¢gézimler verir. Akim negatif yonde
oldugunda benzeri bicimde bati katsayisi negatif olabilir. Dolayisiyla QUICK semasi sartl
kararhdir.

Belirtiimesi gereken bir diger nokta da ayriklastirimis denklemlerin sadece komsu
noktalardaki bilinmeyenleri icermeyip daha ilerideki bir noktayr da icermesidir. Bu
nedenle bu ¢6zim tekniginde (g-diyagonalli denklem sistemi ¢6zim yoéntemi
kullanilamaz.

5.9.3 QUICK semasinin kararlilik sorunlari ve gareleri

QUICK semas! yukarida izah edilen bigiminde, katsayilarinin negatif olmasi nedeniyle
kararsiz olabildiginden cesitli yollarla kararsizligi giderilecek bicimde yeniden formile
edilmistir. Butin bu formulasyonlarda sorunlu negatif katsayilar kaynak terimine dahil
edilerek ana katsayilarin pozitif isaretli kalmasi saglanmaktadir. Boylece olabildigince
pozitif katsayllar elde edilerek daha iyi bir kararlihk saglanmaktadir. Pratikteki bu tip
yaklasimlardan iyi bilinen bazilari Han ve arkadaglari (1981), Pollard ve Siu (1982) ve
Hayase ve arkadaslan (1992) tarafindan gerceklestirilmistir. Belirtilen en son calismada
QUICK semalari yeniden dizenlenerek yaklasim genellestirilmis olup kararh ve
yakinsayan bir ydntem ortaya konmustur.

Hayase ve arkadaslari (1990) tarafindan gelistirilen QUICK semasi asadidaki gibi
Ozetlenebilir:

Fu>0 igin 0 =ty +55 (305 = 201 = i)
F.>0 igin 0. =0p + (30, =20, by
Fu<0 igin 0, =0+ G0y~ 20, - ;)
F.<0 igin 0. = + (30, - 205 ~b)

Ayriklastiriimis denklem

aphp=aydy +agdp+S (5.63)
Merkezi katsay!i

ap=ay +ag +(Fe —Fw)
Diger katsayilar

ay =D, +ao F

wsw

aE =De_(1_(x‘e)Fe
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5 =2 605 =20y —buy ot By + 5 by + 20, =30 Ja P,
+é(3¢w —2¢p _(I)E)(I_aw)Fw +é(2¢5 + O _3¢P)(1_(xe)Fe
Burada

Fv>0, Fe>0 icin oay=1, ae=1
Fy<0, Fe<0 icin  a,=0, 0e=0

Bu vyaklasimin en blylk Ustanlaglu katsayilarin daima pozitif isaretli olmasi ve
korunumsallik, sinirliik ve nakledilebilirlik gereklerini saglamasidir. Burada, Hayase ve
arkadaslarininki de dahil olmak zere QUICK semasinin bitin varyasyonlarinin
yakinsama sonucunda ayni ¢6zimi verdikleri belirtiimelidir.

5.9.4 QUICK ayriklastirma semasiyla ilgili genel goriisler

QUICK ayriklastirma semasi merkezi ayriklastirma veya hibrid semalara kiyasla daha
blylk bir hassasiyete sahiptir. Yapay yayinim kiglk olup seyrek ag yapisiyla elde edilen
sonuglar bile sik sik upwind veya hibrid semalardakinden daha hassas olmaktadir. B&lim
5.6.1 de ortaya konan iki-boyutlu test hali igin upwind ve QUICK semalarinin bir
karsilastirmasi Sekil 5.20 de goésterilmistir. QUICK semasinin tam ¢6ziime 50x50 hicreli
upwind semasindan gok daha yakin oldugu dikkati gekmektedir.

100 - _
\ Tam ¢6zim
\
\
80 — l—— QUICK 50 x 50
60 —
¢
40 —
Upwind 50 x 50

20 —

I I I I I I I
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4

X — X diyagonali boyunca mesafe (m)

Sekil 5.20

Bununla birlikte QUICK semasi Sekil 5.20 den de gorildigu gibi (klictik capta) asiri-
tahmin veya yetersiz-tahminlerde bulunabilir. Karmagsik akim hesaplamalarinda, QUICK
kullanilmasi sinirsiz sonuglarin neden oldugu sorunlar c¢ikartabilir. Ornedin, k-¢ modeli ile
hesaplamalarda negatif tlrbllans kinetik enerji ortaya cikabilir. Bu nedenle sonuglarin
yorumlanmasi sirasinda asiri tahmin veya yetersiz tahmin olasiliklarinin dikkate alinmasi
gerekir.
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