YAYINIM PROBLEMLERI ICIN

SONLU HACIMLER YONTEMI (%)
4.1. Giris:
Bu bélimde Sonlu Hacimler Yontemlerinin (SHY) yayinim problemlerine farkli sartlar ve
sinir kosullarinda nasil uygulanabilecegi gosterilecektir. Bu baglamda akisi ve 1si
transferini yoneten denklemlerin nasil ayriklastirilacagi ve nasil ¢oziimlenecedi ana
hatlariyla incelenecektir.

Tasinim denklemi genel halde

@ +V(poU)=V (r V)+ 5,

seklinde vyazilabilir. Burada T difizyon katsayisi, S, de kaynak terimi olarak
adlandiriimaktadir.

Zamandan badimsiz (daimi) ve tasinim (konveksiyon) icermeyen problemler yayinim
(difiizyon) problemi olarak nitelendirilir ve yukaridaki denklem

V(TVe)+ S, =0 (4.1)

sekline gelir. Sonlu hacimler yéntemi igin bu denklem bir kontrol hacmi iginde integre
edilerek;

[[[v@®ve)av +|[[s,av =0 (4.2a)

elde edilir.

Ote yandan diverjans teoremi, herhangi bir a vektdrel biyikligu icin yazilmis hacim
integrali ile alan integrali arasinda

[[[vaav=[[a-naa
AV A

seklinde bir iliski oldugunu belirtir. Diverjans teoremi uygulanarak (4.2a) denklemi
ﬂ(rw))ﬁ dA+”_[S¢ dv =0 (4.2b)
A AV

sekline gelir.

4.2. Daimi Bir Boyutlu Difiizyon Denklemi Igin Sonlu Hacimler Yéntemi

Sekil 4.1 de gosterilen AB dogru pargasi lizerinde bir ¢ blytkliglinin daimi haldeki bir-
boyutlu difiizyon problemini géz dntne alalim. Bu problem igin (4.1) denklemi
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i(r@jm:o (4.3)
dx\ dx

sekline gelir. Burada 7" difiizyon katsayisi ve S de kaynak terimidir. Genel olarak. A ve B
sinirlarinda ¢ bayukliganin sinir dederleri bilinir ve ¢izgi boyunca ¢ blyUkliginin
dederlerinin hesaplanmasi beklenir. Bu konu igin tipik bir 6rnek bir cubuk boyunca bir-
boyutlu s iletimi problemi olup, 6érnek ayrintili olarak Bolim 4.3 de incelenecektir.

Kontrol hacmi (hlicre) sinirlari

oXwp OXpE

\
‘ Lﬁéxwp—><— 5XP9‘4
B —¢ e

|
|
[ w v L P *J €
AX=Xwe

Sekil 4.1 Sekil 4.2

m

Kontrol hacmi  Hesaplanan noktalar (nod)

Simdi (4.3) denkleminin SHM ile ¢6zimind adim adim izleyelim:

1.Adim: AJ yapisi Olusturma

Sonlu hacim ydntemlerinde ilk adim ¢6zim bélgesinin ayrik kontrol hacimlerine (htcre)
bélinmesidir. Bu amagla A ve B noktalarn arasindaki bdlgede gesitli kontrol noktalari
alalim. Kontrol hacimlerinin sinirlari (veya ylizleri) ardarda gelen noktalar arasindaki orta
noktalar olacaktir. Bdéylece her bir kontrol noktasi bir kontrol hacmiyle cevrelenmis
olacaktir. Hesap havzasinin sinirlarina komsu hicre sinirlarinin fiziksel sinirlarla gakisik
alinmasi uygun olur.

Bu asamada ilerideki formilasyonun rahat izlenebilmesi igin uygun bir isimlendirme ve
indisleme sisteminin ortaya konulmasinda yarar bulunmaktadir. CFD yontemlerindeki
alisilagelmis uygulama Sekil 4.2 de gorilmektedir. Buna gére géz online alinan bir
kontrol noktasi P ile, bunun solundaki (batisindaki) ve sagindaki (dogusundaki) kontrol
noktalan sirasiyla W ve E olarak, P yi gevreleyen kontrol hacminin sol (bati) siniri w ve
sag sinir da e ile adlandirilmaktadir. Noktalar ve sinirlar arasindaki mesafeler ayrica sekil
Uzerinde belirtilmigtir.

2.Adim: Denklemin Ayriklastirilmasi

Sonlu Hacim Ydnteminin esasi olarak nitelendirilebilecek ikinci adim, problemi yéneten
denklemin (veya denklemlerin), P kontrol noktasinda ayriklastiriilmis bir denklem elde
etmek Gzere bir kontrol hacmi lzerinde integre edilmesidir.

Yukarida belirtilen kontrol hacmi iginde (4.3) denklemi integre edilirse

jjj%(r?jdm{jjswzo

X

Diverjans teoremi uygulanarak

&j(r%j a5 av =0
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ve integraller hesaplanarak

[FA@j —(FA@J +SAV =0 (4.4)
dx ), dx ),

elde edilir. Burada 4V hiicrenin hacmini, S kaynak buyikliginin bu hacim icerisindeki
ortalama dederini (birim hacim basina ortalama deger), A ise hicre sinirinin alanini
belirtmektedir.

Sonlu Hacimler Yonteminin gok énemli bir 6zelligi, ayriklastiriimis denklemin fiziksel bir
yorum yapmaya imkan vermesidir. Nitekim (4.4) denklemine bakildiginda ilk iki terimin ¢
bayuaklagune iliskin yayinimsal akilar oldugu, bu akilar arasindaki farkin (cikan aki — giren
aki) kontrol hacmi icerisinde Uretilen ¢ blyukligu miktarina (lglinct terim) esit oldugunu
acik bir sekilde gormek mumkinddr. Yani bu denklem ¢ blyukligu icin bu kontrol hacmi
(hlcre) igerisinde yazilmis bir denge denklemidir.

(4.4) denkleminden yararlanabilmek igin 7~ difizyon katsayisiyla d¢/dx tlrevinin hicre
sinirlarindaki degerlerinin bilinmesi gerekir. Uygulamada genel olarak ¢ blylkligi ve
diftizyon katsayisi kontrol noktalarinda bilinmekte veya hesaplanmaktadir. Buna goére
hiicre sinirlarinda gereken blylklikler interpolasyon yoluyla elde edilebilir. Bunun igin
belirtilen buyukliklerin kontrol noktalari arasindaki dagilimlari igin bir yaklasim yapmak
gerekir. En basit yol lineer yaklasim olup, bu yaklasim pratikte merkezi farklandirma
olarak bilinir. Uniform bir a§ vyapisinda lineer interpolasyon kullanilarak hiicre
sinirlarindaki diftizyon katsayilari igin

I, +0
r, = r__r (4.5a)
2
NVES v (4.50)
2
ve yayinimsal aki terimleri igin de
[FAﬁj :rWAWM (4.6a)
dx ), OXyp
(mﬁ) _ra et (4.6b)
dx ), OXpg

yazilabilir. Ileride de gosterilecedi gibi S kaynak terimi bazi hallerde badimli dediskenin
bir fonksiyonu olabilir. Bu gibi durumlarda kaynak terimi lineer bir yaklasimla

SAV =8, +S,¢, (4.8)
seklinde tanimlanabilir.

(4.6), (4.7) ve (4.8) bagintilan (4.4) denkleminde kullanilarak

FeAe[MJ—FWAw(M}rSM +S,pp =0 (4.9)

X pg Xiyp
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veya ¢ bluyukligine goére bir dizenleme yapilarak

r r r T
(— L AWJd)WJr[ ‘A4, +—= AW—SP](I)P+(— - AeJd)E:Su (4.10)
OXyyp X p; Xwp OX pp;
veya
| ayQy +apdp +agdp =S, (4.11a)
elde edilir. Burada gegen katsayilar
r r
ay =————4,, ag=———4,, ap=—{ay +a; +S,) (4.11b)
Oxyp Ox p

olup, S, ve S, ‘nin degerleri (4.8) ile verilen kaynak modelinden elde edilebilir.

(4.11) ve (4.8) bagintilari (4.4) denkleminin ayriklastiriimis formunu teskil etmektedir.
Bu tipten ayriklastirnlmis denklemler diger bitin gelistirmelerin esasini teskil etmektedir.

3.Adim: Denklemlerin cozimu

Problemin c¢o6zllebilmesi igin (4.11) formundaki denklemlerin bitin kontrol noktalarinda
kurulmasi gerekir. C6zim havzasi sinirindaki kontrol hacimleri icin (4.11) denklemi sinir
kosullarini da icerecek sekilde dizenlenmelidir. Sonug olarak ortaya c¢ikan lineer denklem
takimi gozilerek ¢ blyukliginin kontrol noktalarindaki degerleri elde edilir. B6lim 7 de
ozellikle CFD problemlerinde kullanilmak Uzere gelistirilmis matris ¢c6zim tekniklerine yer
verilecektir. Farkli tipteki sinir kosullari ile ilgilenen teknikler Bélim 9 da ayrintili olarak
incelenecektir.

4.3. Cahisilmis ornekler: Daimi bir-boyutlu difiizyon

Bu bdlimde, sonlu hacimler yénteminin 1si iletimi igeren basit difiizyon problemlerinin
¢oziimine uygulanmasi gosterilecektir.

Daimi bir-boyutlu isi iletimi olayi igin (4.3) denklemi

i(kd—ijeo (4.12)
dx\  dx

seklinde yazilabilir. Buradaki k isi iletimi katsayisi (4.3) denklemindeki 7~ baylkliginin
yerini almakta olup, bagiml dedisken de T sicaklididir. Kaynak terimi, érnegin, gubuktan
gecen bir elektrik akiminin yarattigi 1si Uretimi olabilir. Sinir kosullarinin ele alinisi ve
kaynak teriminin incelenmesi ¢ 6rnek problem yardimiyla izah edilecektir.

Ornek 4.1:

Uc noktalarindaki sicaklik sirasiyla 100 C 0.5m
ve 500°C olan 0.5m boyundaki izole
edilmis  bir c¢ubugun isil iletkenlik
katsayisi k=1000 W/mK ve dik kesit alani =100 T2=500
A=10x102m? dir. Daimi halde c¢ubuk Kesit alani (A)

boyunca sicaklik dagilimini bulunuz.

[0
W

Sekil 4.3
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Coziim:

Bu problemde kaynak terimi bulunmayip (4.12) denklemi

i(kd—Tj =0 (4.13)
dx\ dx

sekline gelir. Cubuk Sekil 4.4 de goéruldigu gibi esit blyuklikte 5 hiicreye bélinlrse
hicre boylar 6x =0.1 m olur.

! 1 |.__.2_-_.| 3 ' 4 1
Ta I * e ° . ° : ° Ts
X/2 X X /2
Sekil 4.4

Bu ag sisteminde 5 kontrol noktasi mevcut olup 2, 3 ve 4 numaral kontrol noktalar ic
hiicrelerde 1 ve 5 numaral kontrol noktalari ise sinir hiicrelerde yer almaktadir. Ig
hicreler ve sinir hicreler icin ayriklastinlmis denklemlerin farklh sekilde diizenlenmesi
gerekmektedir.

Ic hiicrelerde ayriklastirma

Ic hicrelerin herbirinin solunda ve sadinda birer komsu hiicre bulunmakta olup
sicakliklarin komsu htcrelerin kontrol noktalarinda tanimlanan dederleri bilinmemektedir.
(4.10) ayriklastiriilmis denklemi bu noktalari icine alan hiicreler igin

2 A, T, + ke A4, + Ky A, Ty + ke A, T, =0 (4.14)
Sxyyp X Oxyyp X p

seklinde yazilabilir. Bitin gubuk boyunca isil iletkenlik katsayisi k.=k,=k=sb, nokta
araliklar 8x=sb ve kesit alanlar A.=A,=A=sb olup, bdylece 2, 3 ve 4 noktalari igin
ayriklastirilmis denklemler

ayTy +apTp +agT, =0 (4.15a)

sekline gelir. Burada,

kA kA
oM ey vay) (4.15)

Soldaki sinir hiicresinde ayriklastirma

(4.13) denklemi 1 noktasini iceren sinir hiicresinde integre p E
- Av__F___ J
edilirse e P
W#—)M
T, -T T, -T
Al ZE_ P | _qgql 2P "4 | (4.16) X oX
X ox/2

elde edilir. Burada hiicrenin A sinirindan gecen akinin A ve P noktalari arasinda lineer bir
sicaklik degdisimi oldugu kabulliyle hesaplandigi belirtilmelidir. Denklem sicakliklar igin
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Xip X pE Xwp X pg

r I r I
(— v Aw}bw J{S A, +——A4, —Sp}q),; +(—6 = AeJq)E =S, (4.10)
denklemindeki siralamaya benzer bir bicimde dizenlenirse,

-0-Ty + 0+iA+ﬁA Tp + —iA T, = Z—kA T, (4.17)
ox ox ox ox

sekline gelir. Burada TA sinir kosulu olarak bilindiginden denklemin sagina, sanki bir
kaynak terimi imis gibi aktarilmistir. Ayrica hlcrenin bati tarafinda bir T, bilinmeyeni
olmadigi icin bunun katsayisi sifir yapilmistir. BOylece 1 noktasi icin ayriklastiriimis
denklem

ayly +aplp +agTy =S,

(4.18a)

seklinde dizenlenirken, bu denklem igin (4.11b) ve (4.15b) de tanimlanan katsayilarin
sirasiyla

kA 2kA 2kA
ay =0, ap=——, ap=—(ay +a; +Sp), SP=—§, SungA (4.18b)

olacagi gortlmektedir.

Saddaki sinir hicresinde ayriklastirma

5 noktasini iceren hicre icin benzeri inceleme vyapilirsa, 5 w P B
noktasiyla B siniri arasinda yine lineer bir sicaklik dagilhimi - :_‘_‘:}:::
kabul ile ayriklastirilmis denklem ‘ w e
X X/2
T, -T, T, -T,
kA| 2—L | —kA| L—"|=0 (4.19)
ox/2 o
seklinde elde edilir. Denklem sicakliklar igin diizenlenerek,
—iA T, + £A+0+%A T, +0-Ty = Z—kA Ty (4.20)
ox Oox Oox ox
ve standart forma sokularak
| ay Ty +a,Tp +a,T; =5, (4.21a)
elde edilir. Burada
A 2kA 2kA
ay =—k—, ap =0, ap =—(aW +ag +SP), Sp =—L, S, =LTB (4.21b)
ox Ox ox

dir.

Bdoylece ayriklastirma islemleri her bir kontrol noktasi icin bir denklem vermistir. Bu
denklem sistemi 6zet olarak

ay Ty, +apTp, +ap Ty, =S, , i=1,2,34,5

ui
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seklinde olup buradaki katsayilar da asagidaki gibidir.
A 2 2kA
i=1 ay =0, aEz—k—, ap=—(ay +ap+Sp), SP=——kA, Su=L y
Ox ox Ox
A A
i=2,3,4 aW=—k—, aE——k—, apz—(aWJraE), Sp=0, S,=0
Ox Ox
=5 awz—ﬁ, a,=0, ap=—(ay, +a,+S,), SPz—%, A\ =&TB
ox ox Ox

Problemde 6rnek olarak verilen sayisal dederler kullanilarak , k4/dc=100 elde edilir. Bu

deder de yukarida elde edilen badintilarda kullanilarak tim kontrol noktalarn
ayriklastinlmis denklemlerin katsayilari sayisal olarak elde edilebilir. Bu degerler Tablo
4.1 de sunulmustur.

Tablo 4.1
i aw ap=-(aw+as+Sp) ae Sp S,
No
1 0 300 -100 -200 200 T,
2 -100 200 -100 0 0
3 -100 200 -100 0 0
4 -100 200 -100 0 0
5 -100 300 0 -200 200 Tp

Bu 6rnekte ortaya cikan biatin denklemler acik bicimde yazilirsa

300T, -100T,=200T,
—100T, +200T, — 100 T, =0

-100T, +200T, —100T, =0 (4.22)

-100T; +200T, —100T; =0

—100T, +300T, =200Ty

ve matris bigiminde yazilirsa

[ 300 —100 0 0 0](1,) (2007,

—-100 200 -100 0 0|7, 0
0 —-100 200 -100 0|<T; ;= 0 (4.23)
0 0 —-100 200 -100||T, 0

.0 0 0 —-100 300 ||T; 200 Ty

seklinde dizenlenebilir.

Yukaridaki denklem sistemi ¢ozildiglu takdirde incelenen problem igin daimi haldeki
sicaklik dagilimini verir. Az sayida nokta iceren basit problemler halinde elde edilen
denklem takimi MATLAB gibi bir yazihlmla veya Gauss yok etme ydéntemiyle kolaylikla
¢ozilebilir. Denklem sayisinin gok olmasi halinde ise Ug-diyagonalli matris sitemleri igin
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daha uygun olan Thomas ydntemi ile c¢ozllebilir. T,=100 ve Tz=500 igin denklem

sisteminin ¢ozimu asadidaki gibi elde edilmistir.

T, (140
T,| |[220
T, +=4300
T,| |380
T,| 460

(4.24)

Denklemin analitik ¢ozimi ise, T =800x+100 seklinde olup Sekil 4.5 de goérulduga gibi

analitik ve sayisal ¢ézimler cakismaktadir.

600

t

Humerik

0 005 0.15 0.25 0.35 0.45 0.5

x{m)

Sekil 4.5

Ornek 4.2:

Simdi sinir sartlarinin verdigi terimler haricinde ayrica kaynak terimi iceren bir érnek

problemi ele alalim.

Sekil 4.6 da gérilen L=2cm kalinhidindaki levhanin isil
iletkenligi sabit olup k=0.5W/mK olarak verilmistir. Levhanin
her yerinde g=1000 kW/m?> olmak (lizere iiniform bir isi iiretimi
mevcuttur. A ve B ylzlerinin sicakliklari sirasiyla 100°C ve
200<C dir. Levhanin y ve z dogrultusundaki uzunluklari ¢cok
buytik olup, sadece x dogrultusundaki sicaklik gradyantlari
oénemlidir.

Buna gére daimi haldeki sicaklik dagiimini hesaplayarak
sayisal sonucglari analitik sonuclarla karsilastiriniz

Coziim:

Bu defa problemi ydneten denklem bir kaynak terimi
icermekte olup

dx dx

Ta Ts
A
B
z \# L
y
X
Sekil 4.6

(4.25)

seklindedir. Cozim daha 6nce oldugu gibi basit bir ag yapisi kullanarak gosterilecektir. y-
z dizleminde birim alan dikkate alarak Sekil 4.7 de gosterildigi gibi 6x=0.004 m olmak

Uzere 5 hicre kullanalim.
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1 3 4 5
Th t—e r———— ——o : o :TB
W VIV P el E ] ]
X/2 X X X/2
Sekil 4.7
(4.25) denklemi bir i¢c hiicre lizerinde integre edilerek;

j i(kd—Tj dv + jng:O (4.26)
Ay dx\ dx AV

yazilabilir. Buradaki ilk terim ilk 6rnekte oldugu gibi incelenecektir. Kaynak terimini iceren

ikinci integral ise herbir kontrol hacminde SAV =¢gAV seklinde ortalama alinarak
hesaplanacaktir. Béylece (4.26) denklemi

(kAd_Tj _(kAd_Tj L gAV =0 (4.27)
i dx ), dx ),

k,A E i —k A T =Ty +gAS =0 (4.28)
i ox ox

sekline gelir. Denklem sicakliklar igin dizenlenirse

k,A k A k A k,A
‘T, =| =T, +| = T, +qA 4.29
(c?x 5xjp (&CJW (ébch 1 ( )

veya katsayllar cinsinden yazilirsa

| ay Ty +a,Tp +a,T; =S, (4.30a)
sekline gelir. Burada; (k, =k, = k) olmak Uzere katsayilar
kA kA
aW=—8—, aE=—6—, ap=—(ay, +a, +S,), S,=0, S, =qAdx (4.30b)
X X

1 noktasini iceren soldaki sinir hiicresinde (4.25) denklemi integre edilerek

KkAd—Tj (%) }W:o (4.31)
dx ), dx ),

Kontrol noktaslyla sinir ylizeyi arasinda yine lineer bir sicaklik dagilimi kabuli ile

k,A =Ty —k,A To =T, +gAdc =0 (4.32)
S S /2
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sicakliklar igin standart formda diizenlenerek

ayTy +apTp +ayT, =S8, (4.33a)

sekline gelir. Burada; (k, =k, = k) olmak uzere katsayilar

k4

kA 1z 2kA
ox

ay =0, a,= ap=—(ay, +a, +S,), S,= 5o Su=addx+ =T, | (4.33b)

5 noktasini iceren saddaki sinir hicresinde sinir hiicresinde (4.25) denklemi integre
edilerek ve kontrol noktasiyla sinir ylzeyi arasinda yine lineer bir sicakhk dagihmi kabula
yapilarak

(kAd—TJ —(kAd—Tj L gAV =0 (4.34)
|\ dx ), dx ),

k,A BTy —k A T =Ty +gA& =0 (4.35)
i ox/2 ox

katsayilar cinsinden yazilarak

| ay Ty +a,T, +a,T, =5, (4.36a)
elde edilir.. Burada; (k, =k, = k) olmak Ulzere katsayilar
A 2kA 2kA
a, __ K ay, =0, ap,=—(ay, +a,+S,), S, L S, =qA6x+iTB (4.36b)
ox Ox Ox

seklindedir.

Problemde A=1, k=05W/mK , q=1000 W im?, ox=0.004m olarak verilen

sayisal dederler kullanilarak butin katsayilar hesaplanirsa Tablo 4.2 deki dederler elde
edilmektedir.

Tablo 4.2
Nokta Sp adw ap=aw+as-Sp are S,
1 -250 0 375 -125 4000+250T7,
2 0 -125 250 -125 4000
3 0 -125 250 -125 4000
4 0 -125 250 -125 4000
5 -250 -125 375 0 4000+250T75

Denklem sistemi matris formda yazilirsa,
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[ 375 —125 0 0 01T, 29000
—125 250 -125 0 01T, 4000
0 -125 250 -125 0 |:T; =4 4000 (4.37)
0 0 —-125 250 -125||T, 4000
0 0 0 —125 375 ||T; 54000
¢6zim,
{r, 1, 1T, T, T,}={150 218 254 258 230} (4.38)
seklinde elde edilir. Denklemin analitik ¢6zimu de (4.25) denklemi integre edilerek
T,-T q
T=|2—24+ T (L-—x)|x+T (4.39)
DL ),

seklinde elde edilebilir. SHY sonuglarinin analitik sonuglarla karsilastirilmasi Tablo 4.3 ve
Sekil 4.8 de yer almaktadir. Gorildigu gibi sadece 5 gibi az sayida nokta alinmasina
ragmen sonuglarin uyumu cok iyidir.

Tablo 4.3:
Nokta 1 2 3 4 5
x(m) 0.002 0.006 0.01 0.014 0.018
Nimerik sonug¢ 150 218 254 258 230
Analitik sonug 146 214 250 254 226
Yizde hata 2.73 1.86 1.60 1.57 176
300 T T T T T T
250 |-
5
= w0 -
150 - \ Analitik -
100 Humerik =
50 . | . | L .
0.0 0.4 0.8 1.2 1.6 20
{em)
Sekil 4.8
Ornek 4.2:

Sonuncu Ornekte dairesel kesitli bir finin tasinim yoluyla sogutulmasi problemi
incelenecektir. Tasinim nedeniyle sicakliga bagl bir isi kaybi s6z konusu olacak ve bu
nedenle olayi modelleyen denklemde bir kuyu terimi yer alacaktir.
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Sekil 4.9 da gdésterildigi gibi dik kesit alani A=Sb,
boyu L=1m olan silindirik fini dikkate alalim.
Cevre ortam sicakligi 20°C, fin tabaninda sicaklik
Ts=100<C, ve fin uc ylzeyi izole edilmis olsun.

Cubugun ug yiizeyi
Izole edilmis
(Is1 akisi gegisi yok)

)

Fin boyunca sicaklik dagilimini hesaplayiniz ve
sonuglar analitik sonuglarla karsilastiriniz. Analitik
¢c6zim

T-T, cosh[n(L - x)] sekil 4.9
T, -T, cosh(nL)

seklinde verilmekte olup burada x blylkligi fin tabanindan uzakliklari belirtmektedir.
Ayrica n=hP/(kA) olup n’=25m™ ve kA=Sb alinacaktir. Burada da h biiy(ikligii isi iletim
katsayisini, P ise ¢evre uzunlugunu géstermektedir.

Coziim:

Bu 6rnekteki problemi modelleyen denklem

i[kAd—TJ—hP(T—TOO):O (4.40)
dx dx

seklinde olup, denklemde tasinimla i1si kaybindan kaynaklanan ve yerel T sicakhdinin
fonksiyonu olan -hP(T-T,) seklinde bir kuyu terimi bulunmaktadir.

Cozim icin Sekil 4.10 da goraldigt gibi esit uzunlukta 5 hiicre alinirsa hiicre boylari
ox=0.5m olur.

Ts=100°C

Sekil 4.10
kA =Sb oldugdu icin (4.40) denklemi,
d(dT 5
S -n¥(r-T,)=0 4.42
dx( dx] (r-1.) (4.42)

seklinde yazilabilir. Burada n?=hp/(kA) dir. Bu denklem bir kontrol hacmi Uzerinde
integre edilerek,

mdx( )dV e =1 )av =0 (4.43)

elde edilir. Buradaki ilk terim daha onceki 6érneklerde oldugu gibi hesaplanacaktir. Kaynak
teriminden kaynaklanan ikinci integral de, her bir kontrol hacminin icinde integrandin
sabit oldugu kabul edilerek hesaplanirsa, (4.43) denklemi
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KA‘;—QQ —[A‘;—DJ _n2 (@, -1,)a8]=0

veya bitlin terimler A kesit alaniyla béllinerek,

(5145 oo

sekline gelir.

Ic hiicreler icin ayriklastirma;

Sicaklik gradyanlari lineer bir yaklasimla ayriklastirilarak

{(TE_TPJ_(TP_TWH—[M(TP—Tw)5x]:O (4.44)

ox ox

ve sicakliklar icin dizenleme yapilarak,

I 1 1 1

veya katsayilarla yazilarak,

| ay Ty +a,Tp +a,T; =5, (4.46a)
elde edilir.. Buradaki katsayilar
1 1 3 P
aW——S—, aE=—8—, ap=—(ay +a, +S,), Sp=-n"dx, S,=n’oxT, (4.46b)
X X

dir.

Soldaki sinir hiicresinde ayriklastirma

1 nolu hiicrenin bati sinirinda sicaklik belirlenmis sabit bir degerde kalacaktir. Ik 6rnekte
oldudu gibi ayriklastirma yapilarak

(3 5 e o

ve sicakliklara gére dizenleme yapilarak katsayilar,

ay =0, aEz—g, apz—(aW-i-aE-i-SP), SP=—n28x—§, SuznzﬁxTw-i-éTB

(4.47)

seklinde elde edilir.
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Saddaki sinir hicresinde ayriklastirma

5 nolu hicrenin dogu siniri izole edilmis oldugundan bu sinirdan gegen aki sifir olacaktir.
Buna gore denklem

{o{%ﬂ (1, -1,)s]=0

seklinde yazilip sicakliklara gére dlizenlenirse katsayilar,

awz—a—lx, ap=0, a,=—(ay +a; +Sp), Sp=-n’dx, S,=n"5xT, (4.48)

seklinde elde edilir.

Problemde verilen sayisal dederler yerine konuldugu taktirde butlin hicreler igin
denklemlerin katsayilari Tablo 4.4 de gosterildigi gibi elde edilmektedir:

Tablo 4.4:
Nokta Sp aw ap=aw+ag-Sp ar Sy
1 -15 0 20 -5 10041073
2 -5 -5 15 -5 100
3 -5 -5 15 -5 100
4 -5 -5 15 -5 100
5 -5 -5 10 0 100

Denklem sistemi matris formda yazilirsa,

20 -5 0 0 01T, 1100
-5 15 -5 0 01T, 100
0 -5 15 -5 0|<T; =4 100 (4.49)
0 0 -5 15 -5 |7, 100
i 0 0 -5 10 | |T; 100
¢Ozim,
T, 64.22
T, 36.91
T, +=426.50 (4.50)
T, 22.60
T 21.30

olarak elde edilir. Bulunan bu sayisal degerler Tablo 4.5 de (4.41) badintisindan elde
edilen bulunan analitik dederlerle karsilastiriimistir.
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Tablo 4.5:

Nokta x(m) Sonlu hacim  Analitik Fark Ylizde
sonucu sonug hata

1 0.1 64.22 68.52 4.30 6.27

2 0.3 36.91 37.86 0.95 2.51

3 0.5 26.50 26.61 0.11 0.41

4 0.7 22.60 22.53 -0.07 -0.31

5 0.9 21.30 21.21 -0.09 -0.42

Gorildugu gibi en biylk oransal hata %6 mertebesindedir.
kullanilan agin kaba oldugu dikkate alinarak bu hata dogal karsilanmahdir.

Sayisal ¢dzimlemede

Daha siki bir ag kullanilarak sayisal ¢6ztm iyilestirilebilir. Ayni problemi bir defa da cubuk

boyunca 10 hiicre alarak ¢b6zelim. Bu defa hiicre boylari

ox=0.1 m olacak ve

ayriklastirilmis denklemler ayni olmakla birlikte, elde edilen lineer denklem sayisi ve
katsayilarn farkh olacaktir. Bu ikinci hesaplama ile elde edilen sayisal gézlimlerin analitik
cozliimlerle karsilastirmasi Tablo 4.6 ve Sekil 4.11 de yer almaktadir. Bu kez sayisal
¢cdézimler analitik ¢cézimlerle daha uyumlu olup en biylk oransal hata %2 mertebesine

inmistir.
Tablo 4.6
Nokta x(m) Sonlu hacim  Analitik Fark Ylizde
sonucu sonug¢ hata
1 0.05 80.59 82.31 1.72 2.08
2 0.15 56.94 57.79 0.85 1.47
3 0.25 42.53 42.93 0.40 0.93
4 0.35 33.74 33.92 0.18 0.53
5 0.45 28.40 28.46 0.06 0.21
6 0.55 25.16 25.17 0.01 0.03
7 0.65 23.21 23.19 -0.02 -0.08
8 0.75 22.06 22.03 -0.03 -0.13
9 0.85 21.47 21.39 -0.08 -0.37
10 0.95 21.13 21.11 -0.02 -0.09
HJL'I T T | T | T
== Analitik ¢Gziim E
& 5 gride aynilan ¢oziim
80 - | 10 gride ayridan ¢oziim
60
40—
0

0.0

0.4 0.6

(m)

Sekil 4.11

0.8

1.0
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4.4, iki-boyutlu difiizyon problemleri icin sonlu hacimler yéntemi
Bir boyutlu halde ayriklastirilmis denklemlerin Gretilmesinde kullanilan yéntem kolaylikla

iki boyutlu problemler igin de genisletilebilir. Teknigi gostermek igin daimi iki-boyutlu
diftizyon denklemini ele alalim:

i(r@}i(r@)w:o (4.51)
ox\_ ox) oy\ oy

Ayriklastirma icin kullanilan iki-boyutlu ag yapisinin bir kismi Sekil 4.12 de gorilmektedir.

<— Ax—>

Sekil 4.12

P ile gosterilen genel bir ag noktasi icin dogu (E) ve bati (W) komsu noktalar yaninda
artik kuzey (N) ve glney (S) noktalari da kullanilacaktir. Sinir ylzleri ve hiicre boyutlar
icin bir-boyutlu haldeki tanimlamalarin benzeri kullanilacaktir. Yukaridaki denklem bir
kontrol hacmi igerisinde dV =dxdy-1 oldugu da hatirlanarak kontrol hacmi Uzerinde
integre edilirse,

(1252 it [ 5[0 5 o a5, av o 452)

Sinir ylzeylerinin alanlan A.=A,=4x ve A,=As=4y olup ayriklastirma sonucu

[FEAE(%j —FWAW(%j }{rﬂ@[ﬁj —FSAS[%) }SAV:O (4.53)
ox ), ox ), oy ), oy ),

elde edilir.

Daha ¢nce de belirtildigi gibi bu denklem bir kontrol hacmi igin ¢ Gretimi ile hicre
duvarlarindan gecgen akilar arasindaki dengeyi ifade etmektedir. Onceki bdlimlerde
tanitilan yaklasimlar kullanilarak hiicre duvarlarindan gegen akilar igin asagidaki ifadeler
yazilabilir:

0
Bati ylizeyinden gegen aki = FWAW6_¢
28

= FW,AW(MJ (4.54a)

ox wP
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Dodu yiizeyinden gegen aki = FeAe% =T,4, b~ (4.54b)
X e X
a —

Gliney yiuzeyinden gegen aki = T, 4, 9 _ FnAn[qﬁN ¢P] (4.54c)
ay P @’PN

Kuzey ylzeyinden gegen aki = T, 4, 9| _ =T 4 [¢N _¢P] (4.54d)
ay O py

Bu ifadeler (4.53) denkleminde yerlestirilerek,

ra (¢E ¢PJ rWAW[“’P wij (¢N ¢Pj
O p Xy Oy py

~T, A, (d”’ ¢SJ+SAV=0
8y sp

(4.55)

elde edilir. Kaynak terimi icin lineerlestirilmis S‘AV:SM +S,¢ formu kullanilarak bu
son denklem de

FH/AH/ FCAE FYA? r"'l14l’l
Tt _SP ¢P
Nyyp 5xPE Vsp  Vpy

(4.56)
r A A
w w ¢ ( e e J¢ [ S S j¢s [ n n ]¢ + S
(&WPJ v N p; : W sp Y py !
veya daha 6nce bir-boyutlu problemlerde oldugu gibi katsayilarla,
| apPp +ay Py +apPp +asps +ayPy =S, (4.57a)
seklinde diizenlenebilir. Buradaki katsayilar
r,A4, I,4, I' 4, r,A4,
ay =——-, Qp=——7"—"+, Qg=——"", Ay=——7—+, dp =—(aW tap+ag+ay +SP)
&xyp X p; dysp 8y py
(4.57b)

Verilmis herhangi bir iki boyutlu problemde ¢ blylkliginin dagilimini, hicrelerin
herbirinde (4.57) benzeri ayriklastirilmis denklemleri yazarak elde edebiliriz. Sicakliklarin
veya akilarin bilindigi sinirlarda ayriklastirilmis denklemler daha 6nceki 6rneklerde oldugu
gibi sinir kosullarini icerecek bigimde dizenlenir. Sinir tarafindaki katsayi sifira esitlenir,
sinirdan gegen aki da bir kaynak blyukligu olarak S, veya S, buyukliklerine sokulur.
Boylece elde edilen denklem takimi ¢oziilerek ¢ blytkligtinin dagihmi hesaplanir.

Bolim 7 deki Ornek 7.2 de ydntemin iki-boyutlu halde isi tasinimi problemlerine nasil
uygulanabilecegini gostermektedir.
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4.5. Ug-boyutlu difiizyon problemleri icin sonlu hacimler yontemi

Daimi halde Gg-boyutlu bir difizyon problemi ®T

e [
ox\ ox) oy\ oy) oz\' oz

(4.58)

denklemiyle modellenir. Bu durumda ¢6zim
havzasi (¢ boyutlu bir ag yapisiyla hicrelere
bolinecektir. Tipik bir kontrol hacmi Sekil 4.13
de gosterilmektedir.

P noktasini iceren kontrol hacmi icin bu defa
bati, dodu, kuzey, giiney, dip ve tepe olarak .
adlandirilan alti kontrol noktasI (W,E,N,S,B,T) ve sekil 4.13
yine bati, dodu, kuzey, giney, dip ve tepe

olarak adlandirilan alti hiicre duvan (w,e,n,s,b,t)

mevcuttur.

Gosterilen kontrol hacmi igerisinde (4.58) denklemi integre edilerek,

max( 2y may( ay]dv maz( ZjdV+ [[[sav=o

ve A,=A4,=AvAz, A,=A,=MxAz, A, =A4,=AxAy olmak Uzere ayriklastirilarak,

%) a2 ralZ) a3 ]

(4.59)
r 4 [“’j 1,4 ["Mj SAV =0
0z ), oz ),
Turevler lineer yaklasimla hesaplanarak
[FGA (qﬁg ¢PJ s (g b H{FM"[%—%]—FM [% s ﬂ
X
PE wp PN SP (460)
br — ¢ bp — P
.4 I A S +S =
+|: t [ &PT j t ( &BP J:I-'-( u+ P¢P)
ve ¢ bluyukligu icin katsayilar cinsinden diizenlenerek,
| apPp +ayPy +app +ashs +ayPy +agpy +arpr =S, (4.61a)

seklinde dlizenlenebilir. Buradaki katsayilar
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FWAW r@ AC rS AS rl’l AIl
Ay =————, ap=— , Qg =-— , Ay =——"-"
ox ox ) )
wp PE Y sp Y pN (4.61b)
L4, L4,
agp=—""—", ay=—"""1, apz—(aW+aE+aS+aN+SP)
Oz gp 0z pr

Ic hicreler icin yazilan bu bagintilar sinir hiicrelerinde sinir sartlarini da icerecek bigimde
dizenlenecektir.

4.6. Difiizyon problemleri igin ayriklastirilmis denklemlerin 6zeti

Bir-, iki- ve Ug-boyutlu diftizyon problemleri igin elde edilen ayriklastirilmis denklemler bir
arada degerlendirildiginde hepsinin de

aP¢P zzanb nb +Su (462)

biciminde olduklar gérilmektedir. Burada > semboll bitin (nb) komsu kontrol noktalari
Uzerinde bir toplam yapildigini belirtmektedir. a,, katsayilari,

Bir-boyutlu halde
Iki-boyutlu halde
Ug-boyutlu halde

anaE
dw, de,ds,an

dw,de,ds,dan,das,ar

dir. ¢,, blyuklikleri bagimh dediskenin komsu kontrol noktalarindaki degerlerini S, ise
lineerlestirilmis kaynak terimini temsil etmektedir.

BUtldn durumlarda P kontrol noktasi etrafindaki katsayilar

aP=Zanb+Sp (4.63)

bagintisiyla hesaplanmaktadir.

Bir-, iki- ve Ug-boyutlu problemlerdeki katsayilar Tablo 4.7 de 6zetlenmistir.

Tablo 4.7
aw Ae As An Ap Ar
FVVAVV FCAE
1B Oxyyp X p
r,4 r,4 L4, L4,
ZB _ w w _ e e —_ —_
Oxyp OX pp; oy gp Sy py
3B rwAw FeAe 1—‘s As Iﬂn An rb Ab Ft At
Sxyp OX pp Oy sp 8y py 0z gp 0z pr

Kaynak terimleri SAV =S, +S,¢, seklinde lineerlestirilmis bagintida S, ve S, buyuklukleri
yerlestirilerek hesaplara katilacaktir.
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Sinir kosullari, sinir tarafindaki katsayi sifira esitlenerek ve sinirdan gegen aki da tam
veya lineer vyaklagsimla bulunmus haliyle S, veya S, ilave kaynak terimlerinde
yerlestirilerek uygulanacaktir. Genisligi A ve sinir ylzeyi B olan bir-boyutlu bir kontrol
hacmi igin

Sinir tarafindaki katsayi as=0 (4.64)
2k, A

Su = ABé,B ¢B
Kaynak katkisi Sabit ¢p dederi igin (4.65)

2k Ay

S,=——"—7

Ag

Sabit gp akisi icin : S, +S,8p =4qp (4.66)

seklindedir.



