SONLU HACIMLER YONTEMI

Kaynak:
H.K. Versteeg and W. Malalasekera,

An Introduction to Computational Fluid Dynamics,
The Finite Volume Method,

Longman, 1995

UCK348 Muhendislikte Bilgisayar
Uygulamalari Ders notlari, M. Adil
AV |

YAYINIM PROBLEMLERI iCiN
SONLU HACIMLER YONTEMI

T yayinim katsayisi

S,

Transport denklemi M+V(p¢U):V(FV¢)+ So o
0 kaynak terimi

ot

Problem

- Zamandan bagimsiz (daimi) ise M:o yayinim
ot (difiizyon) |V(T'V§)+S, =0

- Tasinim (konveksiyon) icermiyorsa  |V(poU)=0 problemi

Sonlu hacimler yontemi icin bu denklem

VIIVo)dv + |||S,dV =0

bir kontrol hacmi iginde integre edilir J;,U (Cve) J;-U 0

Diverjans teoremi 'mv adv = ﬂ‘_‘ 7 dA . @

kullanilarak I\’ g

[[@Cvo)iida+([[s, av =0

A
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Daimi 1-B Yayinim Denklemi igin SHY

1-B halde
V(FV¢)+S¢=O ——— i[rﬁj-{-S =0
dx\ dx
" L/\—M/J%
He sap noktalari (nod)
Genel olarak A ve B sinirlarinda ¢ bliyuklagtinin sinir degerleri bilinir ve

cizgi boyunca ¢ buyuklGgunin degerlerinin hesaplanmasi beklenir.

Bu konu igin tipik bir 6rnek bir-boyutlu isi iletimi problemidir.
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Daimi 1-B Yayinim Denklemi igin SHY
Genel islem siireci

1.Adim: Ag yapisi Olusturma

Kontrol hacmi (hiicre) sinirlari

A ve B noktalari arasinda kontrol noktalari
(hesap noktalar) segilir.

Hucreler bu noktalari igine alir. Kontrol
Hicre sinirlari kontrol noktalari arasindaki
orta noktalardir.

Kontrol hacmi  Hesap noktalari (nod)
Hucre terminolojisi |
- BXWP SXPE
P Hucre merkez kontrol noktasi
F O, ) SXP94

W  Bati kontrol noktasi
E  Dogu kontrol noktasi Wﬂ_
w  Hucrenin bati duvari
e  Hiicrenin dogu duvari AX=0Xwe —>
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Daimi 1-B Yayinim Denklemi igin SHY
Genel islem siireci

2.Adim: Denklemin ayriklastiriimasi Sxwe Oxpe ‘
F—wap—u— 8)%-4 ‘
+ pesssspasess——
i(rﬂj +5=0 wo P -
dx dx AX =X we —>|
d di
Kontrol hacmi icerisinde integre edilerek J.-”‘E[Fdii)j av +” $dv =0
AV AV
d\
Diverjans teoremi uygulanarak II[F?;?) dA+” §dv =0
A AV
integraller hesaplanarak FA@ - FA@] +SAV =0
dx ), dx ),
AV : Hucrenin (kontrol hacmi) hacmi
S Kaynak blyukliginin ortalama degeri (birim hacim basina)
A Hicre duvarinin alani
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Daimi 1-B Yayinim Denklemi igin SHY
Genel islem siireci

Sonlu Hacimler Yonteminin cok dnemli bir 6zelligi, ayriklastiriimis denklemin fiziksel
bir yorum yapmaya imkan vermesidir. Nitekim

(FA@) —(FAﬂj +SAV =0 denklemine bakildiginda
dx ), dx ),

- ilk iki terimin ¢ buyukliglne iliskin yayinimsal akilar oldugu,

acikca
- bu akilar arasindaki farkin (gikan aki — giren aki) kontrol gorlimektedir.
hacmi igerisinde Uretilen ¢ blytkliglne esit oldugu

Yani bu denklem ¢ buytiklGgu icin bu kontrol hacmi (hicre) icerisinde yazilmis bir denge
denklemidir.

Bu denklemden yararlanabilmek igin 7 diflizyon katsayisiyla d§/dx tiirevinin hicre
sinirlarindaki degerlerinin bilinmesi gerekir.
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Daimi 1-B Yayinim Denklemi igin SHY
Genel islem siireci

Sxwp Sxpe i

Uygulamada genel olarak ¢ biyiikligii ve I”
diftizyon katsayisi kontrol noktalarinda bilinir

veya hesaplanir. %
w e

Hicre sinirlarinda gereken blyuklikler
interpolasyon yoluyla elde edilebilir.

Bunun igin belirtilen biyukliklerin kontrol noktalari arasindaki dagihmlari igin bir
yaklagim yapmak gerekir. En basit yol lineer yaklasim olup, bu yaklasim pratikte merkezi
farklandirma olarak bilinir.

Uniform bir ag yapisinda lineer interpolasyon kullanilarak hiicre sinirlarindaki

Difiizyon katsayilari r,= N 2

d - d -
Yayinimsal aki terimleri (FA?i) =1"WAWM, (FA£) =FeAeu

w Xwp dxpp
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Daimi 1-B Yayinim Denklemi igin SHY
Genel islem siireci

S kaynak terimi bazi hallerde bagimli degiskenin bir
fonksiyonu olabilir. Lineer bir yaklasim yapilirsa

SAV =5, +S,0,

Bulunan degerler (FA%) —(FA%) +SAV=0 esitliginde kullanilarak

T,A, [%&ij - FWAW[WJ +S, +5,0, =0

PE wp

" r, L, T, L
Diizenlenerek [— L Aw}pw +[&x A, + o A, —Sp}l)p +[—67A6J¢E =S,

X pE

dyyp PE wp

veya ’aw¢w+aP¢P+aE¢E=Su
I I
Burada ay =———A,, ap=—7—"—A,, ap=—ay, +a; +S,)
dxyp Oxpg
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Daimi 1-B Yayinim Denklemi igin SHY
Genel islem siireci

3.Adim: Denklemlerin ¢6ziimii

’ Ay Oy +apdp +agdp =S,

r, T,
aw =775 wo =77 A, , ap=—(ay +a; +S,)
Xwp X pE

Yukaridaki denklemin benzerleri her bir hiicre igin gikartilarak bir denklem sistemi elde
edilir.

Co6zUm havzasi sinirindaki hiicreler igin denklem sinir kosullarini da igcerecek sekilde
dizenlenmelidir.

Sonug olarak ortaya gikan lineer denklem takimi ¢ozilerek ¢ buyuklGgunin kontrol
noktalarindaki degerleri elde edilir.
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Daimi 1-B Yayinim Denklemi igin SHY

Ornek problem 1: Bir boyutlu ist iletimi

0.5m

Ta=100 T5=500

Kesit alani (A)

Ug noktalarindaki sicaklik sirasiyla 100 °C ve 500 °C olan 0.5m boyundaki izole edilmis
bir ¢ubugun isil iletkenlik katsayisi k=1000W/m°C ve dik kesit alani A=10x10-3m? dir.
Daimi halde ¢ubuk boyunca sicaklik dagilimini bulunuz.

d(, dT
Daimi 1-B isi iletimi denklemi —|k—[+5=0
aimi i1t iletimi denklemi dx( dxj
- d(, dT
Bu problemde kaynak terimi bulunmayip §=0 == —| k—|=0
dx\ dx
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Daimi 1-B Yayinim Denklemi igin SHY

Ornek: Bir boyutlu isi iletimi

Cubuk esit buyiklikte 5 hiicreye béliinirse hiicre boylari 8x = 0.1m olur.

' 1 2 3
T, & | 4 ) | |
S N ‘ Te
'ox/2' ox ox 52

5 kontrol noktasi: -1 ve 5 sinir kontrol noktalari
- 2,3,4 i¢ kontrol noktalari

ic hiicreler ve sinir hiicreler icin ayriklastiriimis denklemlerin farkh sekilde
diizenlenmesi gerekmektedir.
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Daimi 1-B Yayinim Denklemi Igin SHY
i¢ hiicrelerde ayriklastirma
Ayriklastirilmig I T, T T,

. -——"A, +| A+ A, -5 +| ——A =S
yayinim denklemi Syp " Ow Sxp © By A= S jor Spp 0z =5,
be problem igin i¢ [k, alr, + k, 4+ k, A lr - k, A4 lr, =0
hiicrelerde yazilarak Sxyp Xy Sxyyp XpE
Isiiletkenlik katsayisi &, =k, =k =sb
Nokta araliklari Oxyp = Oxpp = dxyp =0x =D olup
Kesit alanlari A,=A,=A=sb

kA kA
ayTy +apTp +agT, =0 aW:—g, aE__g’ ap:_(aw+aE)
12
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Daimi 1-B Yayinim Denklemi igin SHY

Soldaki sinir hiicresinde ayriklastirma

AL__P __. E

Denklemi =
i(kdljz() integre kA(TEé_xTPj—kA(T;:TA]:O Wr ‘e
dx\ dx edilerek /2 8x/2 dx

[_ r, Aw}bw[ LA AW—SP}PM(—SZ;’&]%:% denklemindeki

Bxyp dxpp Sy PE

standart siralamaya gore k 2k k 2k
yeniden diizenlenerek —0-Ty +[0+§A+§A]TP +[_$A)T5 :(§A]TA

Burada T, blylkIGgU sinir kosulu olarak bilindiginden denklemin sagina, sanki bir
kaynak terimi imis gibi aktariimistir. Ayrica hiicrenin bati tarafinda bir T, bilinmeyeni
olmadigi i¢in bunun katsayisi sifir yapilmistir

Boylece awTy +apTp +agTy =S,
kA 2kA 2kA
ay =0, aE:—g, ap=—(ay +ag +S,), SP:_§7 Su:§ N
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Daimi 1-B Yayinim Denklemi igin SHY
Saddaki sinir hiicresinde ayriklastirma

Denklemi
i(kdljzo integre kA[Tg _/ZPJ—kA(TPgTW)=0
dx\ dx edilerek Y a

Denklem standart bigimde bilinmeyen sicakliklara gore siralanarak

k k 2k 2k
-—A[T, +| —A+0+—A [T, +0-T, =| —AT,
[ ox ) " (5}6 ox j r E [5}( ) B

Standart bigimde katsayilarla diizenlenerek

ayTy +a,Tp +apTy =S,

kA 2kA 2kA
Gy =750 az =0, ap=—{ay +a;+5,), sz_gv Suzg B
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Daimi 1-B Yayinim Denklemi igin SHY

Denklem sistemi

Sinir hiicreleri ve i¢ hiicreler igin elde edilen bitin denklemler ve katsayilari bir araya
getirilerek

ay Ty, +apTp, +ag Ty, =S, , i=1234.5
i=1 - a, =0, aE:—ﬁ, ap=—(ay +a;+S,), SP:—%, Su:%TA
ox dx ox
kA kA
i=234 > ay=——, ap=—5—, apz—(aw+a5), Sp=0, S, =
ox ox
. kA 2kA 2kA
i=5 - aw:_ga ap =0, aP:_(aW+aE+SP)’ SP:_gs Su:gTB
k =1000 W/m°K 5
A =10x103m? ?ZIOOOXIOXIO ~100
S=0.1m ¥ 0.1
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Daimi 1-B Yayinim Denklemi igin SHY

Denklem sisteminin katsayilari

szre ay, a,=-(a,+a.+S,) ag S, S,
1 0 300 -100 | -200 | 200T, 300T, —100T, =200T,
2 -100 200 -100 0 0 —100T, +200T, —100T; =0
3 -100 200 -100 0 0 -100T, +200T; -100T, =0
4 -100 200 -100 0 0 -100T; +200T, —100Ts =0
5 -100 300 0 -200 | 200T, -100T, +300T; =200Ty,

300 -100 0 0 0||T, 200T,
—-100 200 -100 0 0| |T, 0 T, =100°C
0 —-100 200 -100 0 ({T; = 0 T, =500°C
0 0 -100 200 -100||T, 0
0 0 0 —-100 300 |\T; 200T,
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Daimi 1-B Yayinim Denklemi igin SHY

Denklem sisteminin ¢6zimii

Gauss yok etme yontemi veya Thomas yontemi ile

600

140

TI 4

T,| |220 jzz //,/»
T, t=1300
T,

Ts

T (°€)300 4
380 200 |
460 100 ¢
0 ‘ ‘
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

x (m)

Analitik ¢6zim T =800x+100
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Daimi 1-B Yayinim Denklemi igin SHY

Ornek problem 2: Isi kaynadi olmasi hali

Sekilde gériilen L=2cm kalinligindaki levhanin isil iletkenligi
sabit olup k = 0.5W/m°K olarak verilmistir. Levhanin her
yerinde g=1000kW/m?3 olmak tizere tiniform bir isi tretimi
mevcuttur. A ve B ylizlerinin sicakliklari sirasiyla 100 °C ve
200 C dir. Levhanin y ve z dogrultusundaki uzunluklari cok
bliyiik olup, sadece x dogrultusundaki sicaklik gradyantlari
énemlidir.

Buna gére daimi haldeki sicaklik dagilimini hesaplayarak
sayisal sonuglari analitik sonuglarla karsilastiriniz

Daimi 1-B is1 iletimi denklemi di(kjlj+q =0 g : 1si kaynag terimi
X X

Coziim icin dx = 0.004 m olmak Uzere 5 hiicre kullanalim

UCK348 Muhendislikte Bilgisayar 18
Uygulamalari Ders notlari, M. Adil
VA1) L




Daimi 1-B Yayinim Denklemi igin SHY

ic hiicreler icin integrasyon

------ |
=3 - v T ITB

ji(kdljdv+jqdvzo e e )
dx\ dx v N2 ox ox ox/2

AV

dT d
Jqu:qAV olmak Uzere kKA— | —| kA— | |+qAV =0
dx ), dx ),
AV
Tlrevler ayriklastirilarak k,A Te =Ty -k, A Tp =Ty +qAdx=0
ox ox
kA kA k, A k,A
Sicakliklara gore diizenlenerek e+ I =| = [Ty +| —— [Ty +qAdx
ox  ox ox dx
Standart bigimde ’ ayTy +apTy +a;T; =S,
k =k =k o =—E, ag :—E, ap :—(aw +ag +Sp), Sp=0, S,=qAd
¢ W Ox Ox
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Daimi 1-B Yayinim Denklemi igin SHY

Soldaki sinir hiicresinde

? T : 1
W P L} E 1
dr dr w e
ME| - kaZ= ] |+gAV =0 F—W‘—)T‘—ﬂ PEEN
K dx j [ dxu 1 02| ox & S

Kontrol noktasiyla sinir ylizeyi T, -T T,-T
oKtasty yuzeyl kA L=t g Al 2T gase=0

arasinda lineer sicaklik dagilimi ile ¢ Sk A 8/

S|.c§k||k|arjgin standart ’ ayTy +apTy +agTy =S,

bicimde dizenlenerek

ay =0, ag :—E, ap=—ay +ay +S,), S, =—%, S, =qA5x+%TA
ox ox dx
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Daimi 1-B Yayinim Denklemi igin SHY

X
Saddaki sinir hiicresinde
' 1 2 3 4 5
T T —— ;  Ta
w P e
) (9l 1y gav =0 e
dx ), dx ), /2 X X /2
Kontrol noktasiyla sinir ylizeyi [kBA(TB =T )_kwA[Tp -1, ﬂ+qA&x:0
arasinda lineer sicaklik dagilimi ile dx/2 Sx
Sicakliklar igin standart ’ ayTy +apTy +agTy =S,
bicimde dizenlenerek
kA 2kA 2kA
ay =——, az=0, ap=—(ay +ap+S,), Sp=—"—, S, =qAdx+——T,
ox ox X
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Daimi 1-B Yayinim Denklemi Igin SHY
Denklem sistemi ve ¢6ziim
A=1, k=05W/mK olmak iizere katsayilar hesaplanirsa
q=1000kW /m*, &x=0.004m
Nokta S, ay, a,=a,+a,~S, ag S,
1 -250 0 375 125 | 4000+250T,
2 0 -125 250 -125 4000
3 0 -125 250 -125 4000
4 0 -125 250 -125 4000
5 250 | -125 375 0 4000+250T,
375 —125 0 0 0|7, 29000
—125 250 -125 0  0||T,| |4000 Ll 150
0 -125 250 —-125 0|7, =1 4000 L (218
= T, =1254
0 0 —-125 250 -125||T, 4000
o 0 o0 —125 375||1,) |54000 Ti| |258
7,) [230
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Daimi 1-B Yayinim Denklemi igin SHY

Coziim
FOT- ,-T, q
Analitik ¢ozim 7= i +§(L—x) x+T, =[5,000+ 1,000,000 (0.02 - x)] x + 100
Nokta 1 2 3 4 5
x(m) 0.002 | 0.006 0.01 0.014 | 0.018
Nimerik sonug 150 218 254 258 230
Analitik sonug 146 214 250 254 226
Yiizde hata 2.73 1.86 1.60 1.57 176
300
250 —
__ 200
£
~ 150 + Sayisal
100 — Analitik
50
0
0.0000 0.0050 0.0100 0.0150 0.0200
x (m)

Uygulamalari Ders notlari, M. Adil
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Daimi 1-B Yayinim Denklemi igin SHY

Ornek problem 3:

Sekilde gésterilen silindirik ¢ubugun dik kesit
alani A=Sb, olup boyu L=1m dir. Cevre ortam
sicakhgr  20°C, ¢ubuk tabaninda sicaklik
TB=100C, ve g¢ubuk ug ylizeyi izole edilmis
olsun.

Cubuk  boyunca  sicakhklari  hesaplayip
sonuglari analitik sonuglarla karsilastiriniz.
T-T, cosh[n(L - x)]
T, -T, cosh(nL)

Analitik ¢6zim

nzzh—p=25m
kA

-2

Cubugun ug yizeyi
Izole edilmig
(Isi akisi yok)

olarak verilmistir. Burada x ¢ubuk tabanindan uzakliklari, h isi iletim katsayisini, P
ise gevre uzunlugunu géstermektedir. Cubuk boyunca kA=sb alinacaktir.
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Daimi 1-B Yayinim Denklemi igin SHY

Ornek problem 3: Cubugun ug yiizeyi
Izole edilmis

Problemi modelleyen (Ist akis1 yok)

i( dT
denklem X

kA—] —hP(T-T,)=0
dx

Buradaki ikinci terim taginimla is1 kaybini temsil
eden bir kuyu terimidir.

kA=sb oldugu igin kAi[%)—nz(T—T )=0

d (dT
Denklem kontrol hacmi iginde integre edilerek j‘”*[fj av —m.nz(T—Tw)dV =0
 dx \dx "

wnz(r ~T.)dV =n*(T -T.) Adx kabul KA"T) —[A‘Zu ~[?(@, -1 )a%]=0

edilerek dx ),
dar dr
Butlin terimler A kesit alaniyla béliinerek i - [nZ(TP -T. )5"]2 0
dx ), \dx),
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Daimi 1-B Yayinim Denklemi igin SHY

Esit uzunlukta 5 hiicre alinirsa hiicre boylari 8x = 0.5m olur.

1 2 3 4 5 g=0
I e ; : 1
& X2

’\(dx/2 | X % X J

ic hiicreler icin ayriklastirma dary (dry) | [n2 (T, -T.) é'x] -0
dx ), \dx), P

Sicaklik gradyanlari lineer |:(TE -1y j_[TP Ty H_[ﬂz(T _T )Sx]:o
yaklasimla ayriklastirilarak Ox Ox P

1 1 1 1
(g + ngP = (ijTw + (ajTE +n*8T, —n*&T,

ay =——, ay=——, ap=—(ay +a,+S,), S,=-n"dx, S, =n’SxT,
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Daimi 1-B Yayinim Denklemi igin SHY

1 2 3 4 5 q=0

L2 & | ox | ox/2
< >r€ P—A

Soldaki sinir hiicresi icin ayriklastirma

Sol sinirda sabit sicaklik cinsinden sinir [(Mj_[ﬂ — T H—[nz(TP -T. )sx]:o

uygulanarak dx

sarti uygulanarak dx dx/2
Dlizenleme yapilarak ’ ayTy +apTp+a, T, =S,
1 e 2 R 2
ay =0, ap=——, ap=—(ay +a,+S,), S,=—n’dx——, S, =n*&T, +—T,
ox Ox X
Soldaki sinir hiicresi icin ayriklastirma
Sol sinirda sabit sicaklik cinsinden sinir sarti O_(Tp -Ty ﬂ_ [nz(T _T )Sx]—o
W — T, )ox|=

ayTy +apTp +agTy =S,

1
aW:—S—, ap =0, ap=—(ay +ay+S,), S,=—n’dx, S, =n"xT,
X
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Daimi 1-B Yayinim Denklemi Igin SHY
Denklem sistemi
Nokta S, ay, a,=a,+a,~S, ag S,
1 -15 0 20 -5 100+10T,
2 -5 5 15 5 100
3 -5 -5 15 -5 100
4 -5 -5 15 -5 100
5 -5 -5 10 0 100
20 -5 0 0 o1(r,)] (1100 T,| [64.22
-5 15 -5 0 o\||T, 100 T,| |36.91
0 -5 I5 -5 03T, =4 100} =——> T; 1=426.50
0 0 -5 15 -5 ||T, 100 T,| |22.60
0 0 0 -5 10 ||T, 100 T;) |21.30
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Daimi 1-B Yayinim Denklemi igin SHY
C6zim sonucu

T-T, _ cosh[n(L—x)] ot s o

Analitik ¢6zim T,—T. cosh(nL)

Nokta x(m) Sonlu hacim Analitik Fark Yizde
sonucu sonug hata

1 0.1 64.22 68.52 4.30 6.27

2 0.3 36.91 37.86 0.95 2.51

3 0.5 26.50 26.61 0.11 0.41

4 0.7 22.60 22.53 -0.07 -0.31

5 0.9 21.30 21.21 -0.09 -0.42

En buylk oransal hata %6 mertebesindedir.

Sayisal ¢6ziimlemede kullanilan ag kaba olup bu hata dogaldir.
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Daimi 1-B Yayinim Denklemi Igin SHY
Cbzim sonucu C6zim 10 hiicre ile tekrarlanirsa
Nokta | x(m) | Sonlu | Analitik | Fark Yuzde
hacim sonug hata
sonucu 100 . . ————
1 |005| 8059 | 8231 | 1.72 | 2.08 — Analitik ¢oziim .
® 5 gride aynlan ¢ozim
2 0.15 56.94 57.79 0.85 1.47 8D & 10 gride ayrilan ¢oziim |
3 0.25 42.53 42.93 0.40 0.93 gj L 4
4 0.35 33.74 33.92 0.18 0.53 60 -
5 0.45 28.40 28.46 0.06 0.21 h
6 0.55 25.16 25.17 0.01 0.03 0 |
7 0.65 23.21 23.19 | -0.02 -0.08
8 0.75 22.06 22.03 | -0.03 -0.13 20 | | |
. "
9 0.85 21.47 21.39 | -0.08 -0.37 0.0 0.2 04 0.6 0.8 1.0
{m})
10 0.95 21.13 21.11 | -0.02 -0.09
UCK348 Muhendislikte Bilgisayar 30

Uygulamalari Ders notlari, M. Adil
AV
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2-B Yayinim Problemleri igin SHY

1-B halde denklemlerin ayriklastiriimasi ‘

icin kullanilan yontem kolaylikla 2-B
problemler icin de genisletilebilir. —_—

Daimi 2-B yayinim denklemi

210, 2 (100
ax(rax)+ay( ay] *5=0

w P E T
7 e ® ay
_ _ |
s
S
(—A‘x—)
|

Kontrol hacmi igerisinde integre edilerek

5 ( jdxdy+ﬁ [g¢jdxdy+gs¢dvzo

Sinir yiizeylerinin alanlari A,=A,=4y ve A =A=Ax olup ayriklagtirma sonucu

[reAe(a‘"j T A, (a"’j } [r,,An(aq’J F‘A{aﬂ }FSAv:o
ox ), ox ), dy dy

UCK348 Muhendislikte Bilgisayar 31
Uygulamalari Ders notlari, M. Adil
AV |
2-B Yayinim Problemleri Igin SHY
N
Bati ylzeyinden gegen aki LA, 8¢‘ =T A [‘DP ¢W] i #
wP L | n ) T
Dogu ylizeyinden gegen aki FEAE%‘ =T A, Ll 3 " w - 7054,,
ox|, 8xp B 1
S
Gliney yuzeyinden gegen aki FSA.‘% :F?A?[q)‘” ¢S] l
dy s dysp S
Ax—>
o
Kuzey yiizeyinden gecen aki  I,A,— 9o _r An[q)’v ¢PJ
dy &Y py

yerlestirilerek X pp Xiyp

Denklemde FeAe[q)’g_q)” ]—FWAM{‘J’%_‘J’W )Jrﬂfh(q)g

Kaynak terimi igin lineer dagihim SAV =S, +5,0

’ apdp +aydy +agdp +agds +aydy =S,

UCK348 Muhendislikte Bilgisayar
Uygulamalari Ders notlari, M. Adil
AV

Y PN

_q"’)—nA (q’% 05 J+SAV:O

Y sp
a —_ rW’AM’ —_ FeAe
w = E=
wap 8XPE
a — F?AS a FHAI]
sTT%. » A=~
dygp Sypy
ap =—(aW +ag+ag+ay +SP)

32
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2-B Yayinim Problemleri igin SHY

Ornek problem

Dikdértgensel dik-kesitli sonsuz uzun bir
cubuk igerisindeki is1 iletimi problemini

T=T,

veya oT/dy =g

hiicre merkezli sonlu hacimler yéntemiyle rer T=T,
sayisal olarak inceleyiniz. Bu amagla veya L, Tiaeq,
genel bir yazilim gelistiriniz. Oyle ki levha °7'% =%
kenarlarinda sinir kosulu olarak L
“sicaklik” veya “isi akisi* T=T va 9T I—1,
cinsinden kosullar segilebilsin.
Sinir kosullar
. Alt duvarda T=T, veya 0T/dy=gq,
Kaynak terimi olmayip
Sagduvarda T =T, veya dT/dy=q,
99T, 9[,9T)_,
ox\ ox) oyl ay) Ustduvarda T =T, veya 0T/dy=gq;,
Solduvarda T =T, veya dT/dy=gq,
UCK348 Muhendislikte Bilgisayar 33
Uygulamalari Ders notlari, M. Adil
VA1) L
2-B Yayinim Problemleri Igin SHY  6rnek problem
KN/,NJ
KH‘NJ
PY.NJ PN/NJ
Pl,[+7
Ly K,
Ko./
P, 1 F’,_j Pm./ Ly
K 1
” P Kit1 P K1
1,2 i1
KH‘I
Py P, Py
Koo Ko K. 10 K, Ko
LX
34

UCK348 Muhendislikte Bilgisayar
Uygulamalari Ders notlari, M. Adil
VA1) L
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2-B Yayinim Problemleri igin SHY

Ornek problem

Denklem bir (i,j) hiicresi
icerisinde integre edilerek

Diverjans teoremi uygulanarak ,U k= d + ” kidx

Hicre duvarlari Gizerinde integraller hesaplanarak

) () G, (2] |+ [(mx),, 2] -t [j.’m o

max( xjdv ma ("gjd" 0

UCK348 Muhendislikte Bilgisayar 35
Uygulamalari Ders notlari, M. Adil
Vikeal
2-B Yayinim Problemleri Igin SHY
Ornek problem ¢ hiicreler icin ayriklastirma
oT T, —T:; P
kA | =kAy| L BT i1
), (3 ) a2
Kij K
oT T,,-T.;
kA | =kAy| LN
( y)w( o jw y( Ax Py P, P
T. . T.
(kAx)n aT — kAx| it T
%), Ay Koo Ko
P,‘/,7
T .—T
(kae),[ 2L | = ga| T2 =T
9y ) Ay
Denklemde yerlestirilip sicakliklara gore diizenlenerek
’aPTi.j =ayT . ; +a;TtagT j +ayT,
Ay Ay Ax Ax
ay =kE, ag =kE, ag =kA—y, ay =kA—y, ap=ay +ag+ag+ay
36

UCK348 Muhendislikte Bilgisayar
Uygulamalari Ders notlari, M. Adil
VA1) L
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2-B Yayinim Problemleri igin SHY

Ornek problem  Bat sinirindaki hiicreler icin ayriklastirma

Bati kenarindaki sinir sartinin sabit sicaklik T
dederi olarak T, ile verilmesi halinde sinir ®
hiicresinin bati duvarinda aki K,
Ky, o
oT T/ i Tw
= D T T,
(kay), (ax ) kAy( 5 —— o o
Denklemde yerlestirilip sicakliklara gére Ko ‘KW
duzenlenerek un
Py
aply; =0+a;T, ;+asT ; +ayT, ;, +S,
A Ax Ax 2kA
ay =0, aE:kl’ ag=k—, ay=k—, Swzinw
Ax Ay Ay Ax
2kAy
ap=ay +ag+tag+ay+S,,, Spw:?
UCK348 Muhendislikte Bilgisayar 37

Uygulamalari Ders notlari, M. Adil
AV L

2-B Yayinim Problemleri igin SHY

Ornek problem  Bati sinirindaki hiicreler icin ayriklastirma

Bati kenarindaki sinir sartinin isi akisi it
cinsinden g, ile verilmesi halinde sinir ¢
hiicresinin bati duvarinda aki K,
Kﬂ-/ @ 2
or T T,
(kay), (gj =-q, T, veyagq, O=4 e’
Denklemde yerlestirilip sicakliklara gére Kojs ‘KW
diizenlenerek T,
e
’aPTl,j =0+a,T, ;+asT, ; +ay T ;, +S,
A Ax Ax
ay =0, ap=k=2, ag=k—, ay=k—, S,=gq,
Ax Ay Ay
ap=ay +ag+ag+ay
UCK348 Muhendislikte Bilgisayar 38

Uygulamalari Ders notlari, M. Adil
AV L
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2-B Yayinim Problemleri igin SHY

Ornek problem  Dodu sinirindaki hiicreler icin ayriklastirma

M . . Tiije
Dogu kenarindaki sinir sartinin sabit sicaklik @ !

degeri olarak T, ile verilmesi halinde sinir Kuir)
hicresinin dogu duvarinda aki

(kay) (al) = kAy [72 T J o o QT.veraq,
“(ox ), Ax/2

NIj

K @ Kiij-1
Denklemde yerlestirilip sicakliklara gére Nt

N T,
diizenlenerek PRITE

aply, ;=ayTy_; + O0+ag Typj+ay Ty ju + S,

awzk%, ag =0, aszk%, aN:k;ﬁ, SeZZk%TE
Y Y

_ 2khy

aP:aW+aE+as+aN+SpE, Spe T

UCK348 Muhendislikte Bilgisayar 39
Uygulamalari Ders notlari, M. Adil
VA1) L

2-B Yayinim Problemleri igin SHY

Ornek problem  Dodu sinirindaki hiicreler icin ayriklastirma

Dogu kenarindaki sinir sartinin_isi akisi .Tww

cinsinden g ile verilmesi halinde sinir K
hiicresinin dogu duvarinda aki e Ky

Thit, Thij

(kAy), [B—T] =q, L4 \4
ox ),

T, veyaq,

K1

Ky
Denklemde yerlestirilip sicakliklara gére Nt .

diizenlenerek PR

’aPTNI,j =ayTy. +0+ag Ty jotay Ty jn +S,

aw=k%, ap; =0, as=k;£, aN=k;£, S, =q,
Y Y

’a,,zaw+aE+aS +ay

UCK348 Muhendislikte Bilgisayar 40
Uygulamalari Ders notlari, M. Adil
VA1) L
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2-B Yayinim Problemleri igin SHY

Ornek problem  Giiney sinirindaki hiicreler icin ayriklastirma

Guiney kenarindaki sinir sartinin sabit Tiz

sicaklik dedgeri olarak T ile verilmesi halinde
sinir hiicresinin giiney duvarinda aki

l(i-Y,Z

Tit1

oT T,—-T. Tir T
kAx) | — | =kAx— @ -
( )n(ay ] 72 °

Denklemde yerlestirilip sicakliklara gére Kito
duzenlenerek

X
s

Ts veyaq

aply = ayT_; +agl,  +0+ay T, + S,

awzkﬂ, aE:kﬂ, ag =0, aN:kg, Sv:2kg
Ax Ax Ay ’ Ay

o 2kAx

aP:aW+aE+aS+aN+SW = Ay

UCK348 Muhendislikte Bilgisayar
Uygulamalari Ders notlari, M. Adil
VA1) L
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2-B Yayinim Problemleri igin SHY

Ornek problem  Giiney sinirindaki hiicreler icin ayriklastirma

Guiney kenarindaki sinir sartinin isi akisi Tiz

cinsinden g ile verilmesi halinde sinir
hicresinin gliney duvarinda aki

aT 7—7—1 1 7-17
(kAx), [87] =—q, | O=
y

s

Denklemde yerlestirilip sicakliklara gére Ko K
duzenlenerek

apl = ayT_y +agl,  +0+ay T, + S,

aw:k%, aE:k%s aSZOs aN:k;ﬂy’ Ss:qs

ap=ay +ag +ag +ay

UCK348 Muhendislikte Bilgisayar
Uygulamalari Ders notlari, M. Adil
VA1) L
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2-B Yayinim Problemleri igin SHY

Ornek problem  Kuzey sinirindaki hiicreler icin ayriklastirma

Kuzey kenarindaki sinir sartinin sabit sicaklik T,veyaq,
dederi olarak T, ile verilmesi halinde sinir Kiin | King
hiicresinin kuzey duvarinda aki \ 4 L 4 4
(kAx) oT — kAx Tn — T[,N.I .T-IVY,NJ .TI,NJ .TM,NJ
"Ly ), Ay/2
Kooy .K
Denklemde yerlestirilip sicakliklara gére Nt e
. TV_NJ—1
diizenlenerek ®
apli g =ayT iy +agT g +as Ty +0+S,
A A Ax Ax
ay =k, a,=k>Y, a;=k=>, a,=0, S, =2k=2T,
Ax Ax Ay Ay
~ _ 2kAx
ap=ay +ag+ag+ay+S,, S”"_Ty
UCK348 Muhendislikte Bilgisayar 43
Uygulamalari Ders notlari, M. Adil
Viikeal
2-B Yayinim Problemleri Igin SHY
Ornek problem  Kuzey sinirindaki hiicreler icin ayriklastirma
Kuzey kenarindaki sinir sartinin 1si akisi T,veyaq,
cinsinden a, ile verilmesi halinde sinir Kt | King
huicresinin kuzey duvarinda aki \ 4 L 4 4
T 1,NJ TI,NJ Tm,NJ
(eaw), | 22—, ¢ ¢ *
%),
Kooy .K
Denklemde yerlestirilip sicakliklara gére et e
. TV_NJ—1
diizenlenerek ®
apli g =ayT iy + Ty +as Ty +0+S,
Ay Ay Ax
ay =k—, ap=k—, ag=k—, ay=0, Sn: n
w Ax E Ax s Ay N q
ap=ay +ag+ag+ay
UCK348 Muhendislikte Bilgisayar 44

Uygulamalari Ders notlari, M. Adil
AV L
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2-B Yayinim Problemleri igin SHY

Ornek problem

Formiillerin genellestirilmesi

Ayriklastirilmis denklemler bltiin hiicreler icin genel bir bigimde yazilarak

’ apl; j=ayT_; +agly, ;+agT ; +ayT, ;,+S ‘

Biitiin hiicreler icin ’ ap=ay +ag+ag+ay +S§, ‘

Burada

i¢ hiicrelerde  {(i=23,..,NI -1), j=23,.,NJ -1}

a, =k o =k g k2 4 =k [s=0, 5,=0
Ax A Ay

UCK348 Muhendislikte Bilgisayar
Uygulamalari Ders notlari, M. Adil
AV |
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2-B Yayinim Problemleri igin SHY

Ornek problem

Bati sinir hiicrelerinde {i =1}

_ Ay A A
j=L12,.,NJ ay =0, aE_kAx’ as_kAy’ aN_kAy
T=T, Sinir sarti igin S=Sw=2kﬂTw, s =Sw=2kﬂ

Ax ’ r Ax
g=q,, Swnirsartiicin ’S=Sw=qw, S,,=0‘
j=1iginayrica a,=0] [S=S,+S. S,=S,+5,
j=NJ iginayrica ay=0 ’S=SW+SN’ Sp =58+ 85

UCK348 Muhendislikte Bilgisayar

Uygulamalari Ders notlari, M. Adil
AV |
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2-B Yayinim Problemleri igin SHY

Ornek problem

Dogu sinir hiicrelerinde {i = NI'}

j=12,..NJ
T=T, Sinir sarti igin
g=q, Sinir sartiigin

j=1 iginayrica

Jj=NJ iginayrica

aW=k%, a; =0, as=k;£, aN=k2£
Y Y

p

S=5, :Zk%Te, S,=8, =22

§=5,=q,. §,=0
a, =0 ’S=S6+S5, S, =8, +5,
e =0 ’s:se+sn, S,=5,.+S,,

UCK348 Miihendislikte Bilgisayar 47
Uygulamalari Ders notlari, M. Adil
VA1) |
2-B Yayinim Problemleri Igin SHY
Ornek problem
Giiney sinir hiicrelerinde {j =1}
i=23,..,Nl -1
T=T, Sinir gartiigin
g=q, Sinir sarti igin
Kuzey sinir hiicrelerinde {j=NJ}
Ay Ay Ax
i=23,.,NI-1 Sl Chela as=kA*y7 ay =0
T=T, Sinir gartiigin S:Sn:Zkng, S, =S n:ZkH
Ay ’ ’ Ay
g=q, Sinir sarti igin §=§,=q, §,=0
48

UCK348 Muhendislikte Bilgisayar
Uygulamalari Ders notlari, M. Adil
AV
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2-B Yayinim Problemleri Igin SHY
Ornek problem
a, =0
§,=0, §=8,=0, veya ag=ap=0
w=an=0 Sp = Spn + Spe
ap=aSuw+San S, =S Jkax g, o 2kAvy s=s.+8.
5=5,+5, ‘A P=Sm =0 \ ™ 4
“L =
ay =0 ‘ a,T;; =awTy—1.j+“ETy+1,j+“5Ti.j—|+“NTy,/+1+S ‘ S =0, S=5 =0
S,=0, S=8y,=0 ‘ ap=ay tag+asg+ay+S, ‘ veya
veya s =5 = 2kAy
2kay = b oL, ppmial gy, gy =rZ [
S, =S, =— Ax Ax Ay Ay "
P T A 5=5, = 2ary
2k Ay Y =0 §=0 A f
=s,=""2r
Ax
awzass:os a, = / 8e=as=0
Sosins” S,=0, §=5,=0, veya gp:ssfj ,;ss "
2k Ax
s, =8, ==——T
Ay
UCK348 Muhendislikte Bilgisayar 49
Uygulamalari Ders notlari, M. Adil
AVAT) L
2-B Yayinim Problemleri Igin SHY
Ornek uygulama
Sekilde gosterilen 1 cm kalinhigindaki 0.3m
levha malzemesinin isil iletkenlik katsayisi T=100K
k=1000W/m/K dir. i
8 12
Levhanin sol kenarinda daimi ve s ;zole
o o . luvar
500kW/m? biiyiikligiinde bir is1 akisi %
q=500kW/m/|
vardir. N 7 11 §
N
. . S \
Alt ve sag kenarlari izole edilmistir. Y
o 0.4m
. . o . S
Ust kenarinda sicaklik sabit ve 100°C dir. 6 T 10
Levhanin én ve arka ylizeylerinin izole dy
edilmis oldugunu ve isi transferi olayinin 5 l 9
2-boyutlu oldugunu kabul ederek levha A \
tizerindeki sicakliklari hesaplayiniz. T o
Ax=Ay=0.1m olmak lizere tiniform bir ag (’;‘;’; e oo 3. gizgi
yapisi kullaniniz.
UCK348 Muhendislikte Bilgisayar 50
Uygulamalari Ders notlari, M. Adil
AVAT) L
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2-B Yayinim Problemleri igin SHY

Ornek uygulama

Yukarida 6zetlenen formiiller uygulanarak katsayilar hesaplanirsa

Nokta ay ag ay, ag a, S
1 10 0 0 10 20 500
2 10 10 0 10 30 500
3 10 10 0 10 30 500
4 0 10 0 10 40 2500
5 10 0 10 10 30 0
6 10 10 10 10 40 0
7 10 10 10 10 40 0
8 0 10 10 10 50 2000
9 10 0 10 0 20 0
10 10 10 10 0 30 0
11 10 10 10 0 30 0
12 0 10 10 0 40 2000

UCK348 Muhendislikte Bilgisayar 51

Uygulamalari Ders notlari, M. Adil
AV |

2-B Yayinim Problemleri igin SHY

Ornek uygulama

Herhangi bir (i,j) hiicresi igin ’ ol —aT  +aT
yazilan sonlu hacim denklemi i - Bl

wjtasl i +ayT ;0 +S

Denklemin ¢6ziimiini daha dnce sonlu fark problemleri igin uygulanan tekniklerden
biri ile elde etmek miimkiindiir. Ornegin denklem

—agT;+apl ;—ayT, ;=

ayT,_,; +a.T, ;+S Jj=12,.,NJ

i+1,j

seklinde diizenlenerek siitunlar dogrultusunda bir kapali formilasyonla ¢6zim yoluna
gidilebilir. Bu sekilde yapilan bir iteratif ¢oziimde ilk iterasyon adimi ve 37nci iterasyon
adimi sonucu elde edilen ¢éziimler asagida sunulmustur.

77.66 63.23 78.76 146.3 129.7 124.0
60.65 38.47 51.82 205.6 178.1 166.2
54.26 30.03 38.21 242.2 211.1 196.5
52.13 27.38 32.79 260.0 222.7 212.1
UCK348 Miihendislikte Bilgisayar 52

Uygulamalari Ders notlari, M. Adil
AV
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3-B Yayinim Problemleri igin SHY

Daimi 3-B yayinim denklemi

0(.00p) 9(.0dp) 9 a¢)
2]y 2 r2 ), 2 r® )50
E)x( 8xj+8y( E)yj+az( 0z * w

Kontrol hacmi igerisinde integre edilerek

M3(r ax)d”may[ ) I ave [ffsav=o

A=A, =MAz, A=A =AxAz, A=A, =AAy olmak Uzere ayriklastirilarak

o) ) A3) o 3 oA o) s

UCK348 Muhendislikte Bilgisayar
Uygulamalari Ders notlari, M. Adil
VA1) L
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3-B Yayinim Problemleri igin SHY

Daimi 3-B yayinim denklemi

o 9 4’
ax[ 8xj+ay( ayj+az( sz *5=0 w

Kontrol hacmi igerisinde integre edilerek

(ol 3o {5 v v =0

A=A, =MAz, A=A =AAz, A=A, =AAy olmak Uzere ayriklastirilarak

(3] ) o) o)A 2) ) oo

UCK348 Muhendislikte Bilgisayar
Uygulamalari Ders notlari, M. Adil
VA1) L
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3-B Yayinim Problemleri igin SHY

Tlrevler lineer yaklagimla hesaplanarak
l—‘eA q)E q)P FM, . ¢P ¢W

L & Sy

ra (% %J DA”(% %J N

L &Y py dysp

EA{“’T‘”J—M{W]}(& +8,0,)=

8zpp Zpp

’ apQp +ayy +apdy +agds +ay0y +azd, +ard, =S,

a p— FW AH/ a p— r@ Aé' a p— FS AI a p— rﬂ AVl
w = E ’ ST T . N~ s
6xWP 8% dysp &Y pw
T,A T A
ag=—"L" g =——t a,=—(ay, +ap+ag+ay +5S,)
dzp 8zpy

UCK348 Muhendislikte Bilgisayar
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Uygulamalari Ders notlari, M. Adil
il 1
Yayinim Problemleri - Ozet
Standart denklem ’ aP¢P+Za,,,,¢,,,, =S,
ay, A, Aq Ay A, A,

1B _ I—wlqw _ re Ae

Sxyp Oxpg
ZB FW’AW’ — r{.’ A(’ F.Y A.Y FH All

Sy &xpp &ysp 8y py
38 _ Fw&v _ re Ae rs Ax _ F” A'l rb Ab — 71—" A‘

By 8y dygp &Y py Ozyp 8zpr

ap=Y.a,+S, SAV =S, +5,0,
UCK348 Muhendislikte Bilgisayar 56

Uygulamalari Ders notlari, M. Adil
AV L
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Yayinim Problemleri - Ozet

Sinir kosullari

- Sinir tarafindaki katsayi sifira esitlenerek, ve

- sinirdan gegen aki da tam veya lineer yaklasimla bulunmus
haliyle S, veya S, ilave kaynak terimlerinde yerlestirilerek

uygulanacaktir.

Genisligi AL ve sinir yiizeyi B olan bir-boyutlu bir kontrol hacmi igin

Sinir tarafindaki katsay!

Kaynak katkisi

ag =0

Sabit ¢, degeriicin : S, = ZkKCAB Op

Sabit gy akisiigin @ S, +S5,0, =45

UCK348 Muhendislikte Bilgisayar
Uygulamalari Ders notlari, M. Adil
AV |

P AC_,

_ 2kpAp
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