Sayisal ¢6zim tekniginin kararliliginin incelenmesi 1

EK
SAYISAL COZUM TEKNIGININ KARARLILIGININ iNCELENMESI

1-Giris:
Sonlu fark denklemlerinin ¢éziiminde genel olarak iki tip hata Uretilir:

- Bilgisayarin bir 6zelligi olan yuvarlatma hatasi

- Uygulanan sayisal yontemdeki hata, yani ayriklastirma hatasi

Sayet KDD ¢6zimiine sokulan bu hatalar kontrol edilmezse, ¢6zim sirecinde blylyen
hatalar kararsiz bir ¢6zime yol acar. Bir kararlihk analizi ile hatalarin anlasilmasi ve
kontrol edilmesi kismi diferansiyel denklem ¢ézimunin basarisi igin esastir.

Burada model denklemler igin kararlihk analizine bir giris yapilacaktir. Bu analizler daha
karmasik kismi diferansiyel denklemlerin kararliik gereksinimleri igin yol gosterici
olacaktir. Bazi hallerde kararhlik analizi son derece zor olup, nimerik tecribe daha
gercekci bir yaklasim olur. Model denklemler igin kararhlik analizi yaninda sayisal
tecribeler kararl bir g6zim elde etmek igin gerekli adim uzunlugu limitleri hakkinda bilgi
verecektir.

Bu baglamda iki tur karallik analizine ve bunlarin model denklemler (zerindeki
uygulamalarina yer verilecektir:

- Ayrik bozuntuyla kararhlk analizi

- Van Neumann (Fourier) kararhlk analizi

Von Neumann kararhlik analizi daha c¢ok kullaniimakta olup, matematiksel yonden de
daha az zorluk cikartir. Bununla birlikte okuyucuyu yoénteme alistirmak ve ¢6zim
slirecinde bozuntunun artmasi veya azalmasini grafiksel olarak géstermek agisindan ayrik
bozuntu kararllik analizi de anlatilacaktir.

2-Ayrik Bozuntu Kararhhk Analizi

Bu ydéntemde, bir noktaya bir bozuntu sokularak bunun komsu noktalar Gzerindeki etkisi
incelenir. Sayet ¢6zim ilerledikge bozuntu zayifliyorsa sayisal teknik kararl, bozuntu
blUylyorsa kararsizdir. Bu analiz yontemini aciklamak igin asagidaki parabolik model
denklemi ele alalim:

ou o’u
T=a— (1)
ot ox’

Burada o sabit kabul edilmektedir. Acik formilasyonla zamana gore birinci dereceden ileri
farklarla ve konuma gore ikinci dereceden merkezi farklarla ayriklastirma yapilarak
gy " 2u +u”
i ut unHI u12+u171 (2)

At (Ax)

u

elde edilir.
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Sayisal ¢6zim tekniginin kararliliginin incelenmesi 2

Kararlilik analizinde matematiksel islemler igin iki yol izlenebilir.

Birinci_yéntemde bitlin i noktalarinda bir u/"=0 ¢6zimu kabul edilir. Ve bir n zaman
adiminda herhangi bir i noktasina bir ¢ bozuntusu sokularak n+1 zaman adiminda butin 7
noktalarinda ¢ézimlerin durumu sorgulanir. Buna goére

u' —(u! +¢) M —2(u! +¢g)+ul,

i+l

At (Ax)

Buradan n zaman adimindaki butiin gdzimlerin sifir kabul edildigi g6z 6nline alinarak

n+l
i

€ -2

u

At (Ax)

veya yeni bir diizenleme ile

uf*fz—a(jx—a)zAz+s > uf”zs[]—Zo{(AAx—t)zﬂ

elde edilir. Burada parantez icindeki ikinci terim “diflizyon sayisi” olarak adlandiriimakta
olup

denilerek sonugta

i —]-2d (3)

bulunur.

Bozuntunun diger noktalar Uzerindeki etkisine gegmeden once ikinci ydntem g6zden
gecirilecek olursa, bu kez bir i noktasina n zaman adiminda bir g" bozuntusu sokulur ve
bu noktada (n+1) zaman adiminda bozuntunun durumu (&™) incelenir:
(e +er)=(ur +e7) =2l +el)+ul,
=

i i i+]

At (Ax) @

Bu denklem

seklinde dlizenlenir ve esitligin her iki yanindaki birinci terimlerin (2) denklemi geregi esit
oldugu hatirlanarak

elde edilir. Bu esitlik
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e =g I—Q(X—Atz} (5)
[ (ax)

veya diflizyon sayisinin tanimi hatirlanarak

n+l
—]-2d (6)

€

i

€

seklinde dizenlenebilir. Bu sonug ilk yolla elde edilmis olan (3) denklemiyle esdegerdir.
Ancak matematigi daha az oldugundan bundan sonraki analiz icin ilk yontem tercih
edilecektir.

Burada belirtilmesi gerekli énemli bir nokta, n zaman dizeyinde kabul edilen ¢dzimin
analizin ciktisini etkilemeyecedi hususudur.

Tekrar (3) denklemine donilecek olursa,

n+l
L—=1]-2d
€

u

bu esitlik i noktasindaki bozuntunun n+1 zaman dizeyindeki yayillmasini ifade
etmektedir. C6zim slrecinde bozuntunun buylimemesi icin hatanin sinirli kalmasi
gerekir. Bunun igin de hata yayilmasi teriminin mutlak dederi 1’e esit veya 1’den kiglk
kilinmali, yani

<1 > |I-2d|<1

olmalidir. Tanimi geregi d blyUkligu pozitif isaretli oldugu icin daima 1-2d<1 dir. O
halde yukaridaki esitsizligin gerceklesmesi icin

1-2d>-1 — 222d — d<I (7)

olmasi yeterlidir.

Bu bozuntunun n+1 aninda i+1 noktasindaki etkisini hesaplamak igin (2) denklemini bir
defa da bu nokta icin yazalim

n+l n n n n
u —u, u',—2u, +u; ’
i+l i+l = i+2 i+] i un+ _un :d(un _214;11 +u’n) (8)

At (Ax)z i+l i+2

n aninda i noktasina bozuntu ilavesiyle bu denklem

W —ut, =dut, = 2ul, (! ve)|=dwl, - 2ul, +ul )+de

i+l i+l i+2

sekline gelir. n aninda butin noktalardaki c¢ézUmlerin sifir kabul edildigi tekrar
hatirlanarak

u'l =de (9a)

bulunur. Benzeri islemlerle i-1 noktasinda da

u' =de (9b)
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sonucunu bulmak miumkunddr.

Bozuntunun i noktasinda n+2 zaman dizeyindeki durumunu gérmek icin (2) denklemi,

n+2 n+l n+l n+l +1
i % oo Uy, _2ui +ui’11
=0 B
At (Ax)
veya
= v d (- 2ur v ul) (10)

seklinde yazilip burada (3) ve (9) esitlikleri kullanilirsa

n+2

u!? =g(1-2d)+d[de-2e(1-2d)+de] - L =6d’—4d+1 (11)

<

elde edilir. Kararli bir ¢géziim igin

n+2
i

u

=|6d2—4d+1 <1

olmaldir. Bu esitsizligin gergeklesmesi icin asagdidaki iki sartin gergeklesmesi gerekir:

2

6d’ —4d +1<1 - d(3d-2)<0 - d§3 (12)

6d’ —4d +1>-1 - 3d’ -2d > -1

d bluyukliginun pozitif oldugu tekrar hatirlatilarak ikinci sartin bltin d ler igin
gerceklestigi soylenebilir. Buna gore kararli ¢6zim icin birinci sartin gerceklesmesi
gerektigi anlasilir.

Simdi de bozuntunun n+2 aninda i+2 noktasindaki durumunu incelemek igin

n+2 n+l n+l n+l n+l
Uiy — U, _auws_Zumz+um (13)
- 2
At (Ax)

veya
un+2 =Z,tn-%»l +d(un+l _Zun+l +un+[)

i+2 i+2 i+3 i+2 i+l

yazilip n+1 aninda i+2 ve i+3 noktalarindaki ¢dziimlerin henlz sifir oldugu hatirlanir ve
ayrica (9a) esitligi kullanilirsa

P =dull =dde > |ull=d’s (14)
ve benzeri bigimde i+1 noktasinda
un+2 :un+1 +d(un+] _2un+1 +un+1)
i+l i+l i+2 i+ i

yazilabilir ve i42 noktasindaki ¢6zimun hentz sifir oldugu hatirlanarak, ayrica (3) ve (9a)
bagdintilar kullanilarak
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Sayisal ¢6zim tekniginin kararliliginin incelenmesi 5

ul? =de+d[-2de+e(l-2d)| - u,”j12=2d8(1—2d)| (15)

elde edilir.

Bu analiz benzeri sekilde daha yiksek zaman dizeyleri igin tekrarlanabilir. Zaman dlizeyi
arttikca d bayukluga tzerinde daha kisitlayici sartlar ortaya konulacagi gorulir.

Bircok zaman adimindan sonra muhtemelen hata bltiin ag noktalarina yaklasik ayni
blyilklikle erisecektir. Burada iki olasilik dikkate alinabilir.

Birinci olasilik olarak m zaman dizeyinde hatalarin ayni isarette oldugu dasindlebilir.
Yani

ui+] =&
ul =g"
um _gm

i-1

ve buna gére m+1 zaman adiminda

u,. — & gm _28m +8m m+1 m
=a > - u"''=¢
At (Ax)
bulunur ki bu sonuca gére bu i+4
olasilikta kararlilik igin bir
kisitlama yoktur. i+3 <
— i+2 T~
Ikinci olasilikta hatanin =
ardarda gelen noktalarda it ]
isaret dedistirecedi N .
distndlebilir. Bu durum Sekil i € €
1 de sematik olarak //
gosterilmektedir. Bu halde bir i i-1 <
noktasi ve komsu noktalardaki _ ~_
¢dzimler igin i-2 —
i-3
u’, =—¢g" N
m m i_4 \
u =¢ n m
um _ _SWI

Sekil 1- m zaman adiminda bozuntularin yayilmasi

ve buna gére m+1 zaman adimindaki ¢ézimu bulmak igin

m+1 m
i —&

_a—s’” —2e" —¢g"
At (Ax)

yazilarak

u = (1-4d)e" (16)

i

u"t =g" +d(—sm - 2e" —sm) —

elde edilir. C6zUmin kararl olmasi icin
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m+1
i

o m

u

=|1-4d|<1

ve bunun icin de asagidaki iki sartin gerceklesmesi gerekir:

1-4d <1 - d=0

1
1—4d > -1 - dSE

(17)

Buradaki birinci sartin kendiliginden gergeklestigi bilinmektedir. Buna goére kararllik igin
sadece ikinci sartin gerceklesmesi yeterli olacaktir. Bu sart konumsal ve zamansal adim

uzunluklari bakimindan

At si(m)z

P (18)

seklinde bir kisitlama getirir. Yani
(1) parabolik denklemi igin (2)
esitligiyle gosterilen sonlu fark
denkleminin kararh bir ¢6zimunin
elde edilebilmesi icin adim
uzunluklarinin bu sart gerceklesecek
bicimde secilmesi gerekir.

Simdi de d buyluklagintn iki farkh
dederi icin grafiksel bir inceleme
yaparak bozuntunun sénimlenmesi
veya buyldmesi hallerini géstermeye
calisalim.

i+3

i+2

i+1

(1/16) &
(1/4) & (1/4) €
£ (/2) € 3/8) €
T
n n+l n+2

Sekil 2- Model denklem (1) in FTCS agik semasiyla ¢bziimiinde

d=0.25 igin hatanin kigulmesi

Ilk olarak d=0.25 halini ele  i+3

alahm. Bu halde n zaman 225 ¢

dizeyinde i noktasina *?

sokulacak ¢ bozuntusu i+1 l5g

Sekil 2 de gosterildigi 6¢

bicimde séniimlenecektir. P AW 2% e
-6 €

Kararllik kosulunun asildigi iz

d=1.5 halinde ise bozuntu

Sekil 3 de gosterildigi gibi -2

blylyecektir. g
l_

/,58

225¢

Ayrik  bozuntu
analizine ikinci bir ornek
olarak birinci-dereceden bir

hiperbolik denklem olan
bir-boyutlu dalga
denklemini gbéz  dnlne
alalim:
a—u:—aa—u, a>0
ot ox
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n+l n+2

Sekil 3- Model denklem (1) in FTCS acik semasiyla ¢gozimiinde d=1.5 igin

hatanin biyimesi

(19)



Sayisal ¢6zim tekniginin kararliliginin incelenmesi 7

Ayriklastirmalari zamanda ileri farklarla, uzayda geri farklarla yapalim

n+l n n n

! —Uu. u. —u.

i i =—q i i—/ (20)
At Ax

u

n zaman adiminda / noktasina bir ¢ bozuntusu uygulanirsa

u™! —(u;’ +8) (ul” +s)—ui”_,
=—a
At Ax
At
u™! :(u;’ +8)—c(u,.” +8—u,.”71), c=a—
Ax

Buradaki ¢ bUyUklugu Courant sayisi olarak adlandirilir. Béylece (i,n+1) de ¢6zim
u =(I-c)e (21)

olur. Kararl bir ¢6ziim igin

“521 <]  veya |(1-¢)|=1
ve bdylece

1-c<1 (22a)
ve

I1-c>-1 (22b)
olmalidir.

(22a) kosulu -c<0 olmasini gerektirmekte olup. ¢ bayuklugu pozitif oldugundan bu kosul
her zaman gercgeklenir. (22b) kosulu ise €< 2 olmasini gerektirmektedir.

Simdi bozuntunun (i+1,n+1) deki yayillmasini g6z dniine alalim.

n+l n n n
Uppg — Uiy —a Uiy — (ui + 8)

At Ax

n+l _ n n n
Uiy =Ujy =€ [”m - (“H + 8)]

Buradan ultl =ce
y+1
ve kararli bir ¢dziim icin <]
S
kosulundan |c|<1 c<l ve c¢>-1

elde edilir. Buradaki ikinci kosul yine daima saglanmaktadir. Dolayisiyla kararh bir ¢éziim
icin ¢< 1 olmasi gerekmektedir.
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Sayisal ¢6zim tekniginin kararliliginin incelenmesi 8

(i+1,n+1) de ayriklastirlmis denklem

n+l n n n
U ; — Ui ; —a U — U,

At Ax
n+l

Seklinde olup iginde bozuntu buyukligu yer almamaktadir. Dolayisiyla u”; =0 bulunur.

Bu islemler bir sonraki zaman adiminda da asadidaki gibi sonuclar verir:

u*? =(1-c)e (23a)
n+2 _

ul'? =2c(1-c)e (23b)

uly =c’e (23c)

ulty =0 (23d)

u? =0 (23e)

Kararhlik kosulu uygulanarak ¢c6zimin c<1 halinde kararli olacagi goérilebilir.

Simdi ¢ bozuntusunun ¢c=0.75 i+3
ve c=1.5 hallerindeki azalmasi e
. . « s . ‘+2 — =
veya blyumesini inceleyelim. l ‘\< _______ oase
c=0.75 halindeki kararlilik T . /0‘3758
analizi bozuntuda, Sekil 4 de P W
gosterildigi gibi bir kiiglilme 3 V{ma 0.0625 &
olduguna isaret etmektedir. i1
i-2
n n+l n+2

Sekil 4- Hatanin (20) denklemi igin c=0.75 halinde kigllmesi

Kararlihk kosulunun Gst i+3
sinirinda, yani c=1 igin -

¢6zUmin tam (exact) oldugu 2 =

belirtilmelidir. Bu durumda ->< ¢
bozuntu Sekil 5 de gosterildigi ™/ -
gibi karakteristik ¢izgi boyunca . @ | __---
yayilir. €

n n+l n+2

Sekil 5- Bozuntunun karakteristik ¢izgi boyunca yayilmasi
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Sayisal ¢6zim tekniginin kararliliginin incelenmesi 9

(20) denkleminin kararsiz bir g6zimu i+3
c=1.5 halinde elde edilir. Bu durumda e N PP
bgzunt_un_un_ yayilmasi Sekil 6 da e N T 275 e
goésterilmisgtir. | \_.---""
i+1 —
\ T 15¢ 158
Kararsizlikla ilgili bir uyari: PR Y Lol
0.5¢ 025 ¢
Sekil 3 de sunulan kararsiz ¢6zimu il J
tekrar hatirlayallm. Sekil 7 de i
noktasi igin ¢6zUimuin kararsizhgi i-2
cesitli zaman adimlarinda n n+l n+2

gosterilmistir. Bu sekilden kararsiz
¢cdzimun salinimh karakteri ag|kga Sekil 6- Hatanin (20) denklemi igin c=1.5 halinde blyimesi
gorilmektedir. Bu durum “dinamik

kararsizlik” olarak bilinir. i noktasi igin i+2 |
gesitli zaman adimlarindaki bozuntu "
yayilmasi ! PP
i & -2¢
u' =¢
i-1
u™ =(1-2d)e
i-2 |
' =(6d% —4d + 1)e : ntl n2
seklindedir. d > ¥ icin kararsiz sekil 7- Dinamik kararsizlik
¢6zimun gergekten salinimli oldugu
belirtilmelidir. Ornegin d=1.5 icin ]
i+
ui =e>0 i+1
u'=-2¢<0 i £
./1'58 225 ¢
u> =85e>0 i-1
dir. Goriildigu gibi zamanda 2 —

ilerlerken her adimda ¢6zim isaret n+l n+2

degistirmektedir.
Sekil 8- Statik kararsizlik
Sayet kararsizlik salinimlarla birlikte
genlik artacak bigimde ise bu durum
bir “statik kararsizlik” olarak
siniflandirilir. Tipik bir sonug Sekil 8 de gérilmektedir.

Sayet model denklemde

seklinde tasinim ve yayinim terimlerinin her ikisi de varsa ayrik bozuntu kararlilik analiz
yénteminin uygulanmasi sorunlu olur. Bu gibi durumlarda Von Neumann kararlilik analiz
yonteminin kullanilmasi daha pratik olur.
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3-Von Neumann Kararlilik Analizi

Von Neuman kararlihk analiz ydntemi, sonlu fark denklemlerinin kararhlik
gereksinimlerinin tayin etmek igin gok kullanilan bir yéntemdir. Bu yontemde sonlu fark
denkleminin bir ¢6zimu bir Fourier serisine acilir. Amplifikasyon faktérinin blylmesi
veya klcgllmesi nimerik algoritmanin kararli olup olmadigini gGsterir.

Lineer bir denklem igin gesitli ¢gozliimlerin toplanabildigini (stperpozisyon) hatirlayalim.
Buna gore incelenmekte olan sonlu fark denklemi lineerse Fourier serisinin sadece bir
teriminin incelenmesi yeterli olur. Gergekte denklemin lineer olmasi Von Neumann
kararlilik analiz yénteminin uygulanmasi igin genel bir zorunluluktur. Bu yéntemle ayrica
sinir kosullarinin ¢6zimdin kararliigi Gzerindeki etkisi de hesaba katilmaz. Bu kisitlamalari
asmak icin non lineer denklemler lokal olarak lineerlestirildikten sonra Von Neumann
kararlihk analizi uygulanabilir. Bu durumda nihai kararhlik kosulunun lokal olarak
saglanmis oldugu belirtiimelidir. Dolayisiyla gergekte gerekli kararlilik kosulu Van
Neumann analiziyle elde edilenden daha kisitlayici olabilir. Bununla birlikte yapilan analiz
calismasindan elde edilen sonuglar kararhlik gerekleriyle ilgili faydali bilgiler verecektir.

Analiz slirecini géstermek amaciyla uf icin Fourier serisi terimlerinden birini
n _yrn IP(Ax)i
u' =U"e ) (24)

seklinde alalim. Burada

I=+-1

U n zaman adimindaki genlik

P x dogrultusunda dalga sayisi, yani A=27/P
Ax dalga uzunlugu

Benzeri sekilde

ujn+1 _ Un+Ie]P(Ax)i ve ujnﬂ _ UneIP(Ax)(ii])

yazilabilir. Sayet 6 =PAx seklinde bir faz acisi tanimlanirsa

u! =U"e" (25)
14,-n+] :Un+1e]9i (26)
u;zi] — nele(ii]) (27)

olur. Bu yéntemin uygulamasinda daha ileriye gidebilmek igin model olarak

ou 0’u
—=Q
ot ox?

denklemini ve bu denklemin
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Sayisal ¢6zim tekniginin kararliliginin incelenmesi 11

seklindeki FTCS agik formul formilasyonunu g6z 6nine alalim. Bu denklem

At
d=o— diflizyon sayisi
(Ax)
olmak Uzere
! =ul v d el - 20 +ul,) (28)

seklinde dlizenlenebilir. (25), (26) ve (27) badintilari bu son denklemde yerlestirilerek
Umle! U 4 g [Une! ) — oure! O 4 yre! 0]
sadelestirmelerden sonra
U =U" +d|ure’ —20m + U
U =uf1+d (e’ +e0 - 2)]
U™ =U"[1+2d (cos0—1)]
elde edilir. Bu baginti
um™=U"G
seklinde bir blylitme (amplifikasyon) carpani tanimlanarak
G=1-2d(I-cos0) (29)

bulunur. Kararli bir ¢ézim igin 8 nin bltin dederleri icin G nin mutlak dederi sinirli
olmalidir. Bu kosul matematiksel olarak

|G|<1 veya | 1-2d (1-cos0)|<1
seklinde ifade edilir. Boylece

1-2d (1 —-cosB)<1 (30)
ve
1-2d (1 -cos0)>—1 (31)

kosullari elde edilir.

(30) esitsizligi 6 nin blatln dederleri icin saglanmaktadir.

(1-cos8) buyukligunin maksimum dederi 2 olup bu deder icin (31) esitsizliginin sol tarafi
(1-4d) olur. Bunun -1 den blyUk olmasi igin de

1-4d>-1 - 4d <2

olmalidir. Buna gére kararlilik icin kosul

d< (32)

1
2
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Sayisal ¢6zim tekniginin kararliliginin incelenmesi 12

olarak elde edilir. Bu kosul, zaten daha 6nce ayrik bozuntu kararhlik analiz yontemiyle
bulundugu igin bu sekilde beklenmekte idi.

Bazi durumlarda blyltme faktori karmasik bir matematiksel ifade seklinde olabilir.
Boylece, kararlilik icin |G|<1 isteri uygulandiktan sonra net bir kararllik kosulu ortaya
konulamayabilir. Bu gibi durumlarda blyidtme faktdrinin grafiksel bir sunumu faydali
olabilir. Bu grafik Gzerindeki sayisal denemelerle analiz kolaylastirilabilir. Ayrica, basit
modeller (zerindeki kararliik analizlerinden elde edilen deneyimler gok yol gdsterici
olabilir. Grafik gosterim icin (29) badintisiyla verilen blylitme carpani ifadesini dikkate
alahm.

Grafikle temsil Sekil 9a ve

9b de gosterildigi gibi polar 1.5 ,
koordinatlarda veya — —R=1
kartezyen koordinatlarda 10 ] d=0.250
yapilabilir. ' e d=0.375
/ % d=0.500
d=0.625 oldugunda Sekil 9a _ 05 A
da G nin bazi dederlerinin 1 S /
o W
yarigapli dairenin disinda = 00
kaldig dikkati gekmektedir. 5
o
. : . -0.5 -
Sekil 9b de ise d=0.625 icin
kararlilik sinirinin asildigr net ~—
bir bigimde goérilmektedir. -1.0 1
Bu durumda kararsiz bir
¢6zume gidilecedi -1.5 : : :
anlasiimaktadir. 15  -1.0 -05 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
G cos (TETA)
a) Polar koordinatlar
d=0.25
1.0 ———d=0.375
A\ d=0.625 /
05
\ /
\\ \\ // //
0.0 \\ ~_ | ’/,,/
O \ \ /
-0.5 \\\ //
1.0 . - /
1.5 \ / :
0 90 180 270 360
0

b) Kartezyen koordinatlar

Sekil 9- (29) badintisiyla verilen buylitme faktérinin gesitli d degerleri
igin gériunumu

Hoffmann KA, Chiang ST, Computational Fluid Dynamics,
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Von Neuman kararlilik analizinin ikinci bir uygulamasi igin tasinim ve yayinim terimleri
olan bir-boyutlu

ou ou &

—=—-a—+a 33
ot ox ox? (33)
denklemini ele alalim. Bu denklem igin FTCS ile ayriklastiriimis agik sema
“:HI —u; Uiy —U;, Uiy —2u; +u;,
=-a
At 2Ax (Ax)’
At At
u M =u" —a—\u", —u" )Jto——\u", —2u" +u" (34)
i i 2AX( i+1 1—1) (Ax)z ( i+1 i 1—1)
seklinde yazilabilir. Burada
A A
c= a—t , d=o tz
Ax (Ax)
Von Neumann kararhlik analizi izlenerek
Urtle!® —nel® _c [Unele(HJ) _Urlele(i—])]+d [UneIO(HJ) U e +Unele(i—1)]
2
sadelestirme ve dlizenlemelerle
n+l n c n 160 n _-16 n 10 n n _-10
U™ =U —E[U e —U e |+d [Ure —2U" +U"e™’]
0t =o 1Sl —eeafer o) 2] (35)
U™ =U"{I-c I sin0+2d (cos0-1)} (36)
ve bodylece blyltme faktori olarak
G=1-2d(1-cos®)—1Icsind (37)

elde edilir. Bu 6zel problem igin blyitme faktérinin reel ve imajiner kisimlari oldugu
gorilmektedir.

Kararli bir ¢6zim blyldtme faktdérint modilinin sinirli olmasini gerektirmektedir.
|G| <1

Matematiksel argimanlari ortaya koymadan o6nce grafiksel bir inceleme amaciyla (37)
denklemi

G=X+1Y =[(I-2d)+2dcos6]-1I|csinb] (38)
seklinde diizenlenirse Sekil 10 da gosterildigi gibi bir elips denklemi elde edilir. Kararl bir

¢ozim icin |G|<1 kosulu bu elipsin birim yaricaph dairenin icinde kalmasi gerektigini
gdosterir.
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—R=1
—d=0.3, C=0.3

1.5

1.0

0.5

[ ¢

-0.5

-1.0 A

-1.5

-1.5 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 1.5

Sekil 10- (38) bagintisiyla verilen buyttme faktérinin gériinimu

En-uc iki durumda 1-2d=0 veya d=0.5 (Sekil 11a) veya c=1 (Sekil 11b) dir. Boylece
kararhlik kosullarinin d<0.5 ve c<1 oldugu gérulur.

1.5
—R=1 1.5 R
—d=0.5, C=0.3 —d=0.5, C=1

1.0 1.0

0.5 05

0.0 4 0.0 4

0.5 -0.5

-1.0 -1.0 H

-1.5 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ 1.5 : : :

-1.5 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 1.5 -1.5 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 1.5
a) d=0.5 hali b) c=1 hali

Sekil 11- Blyutme faktord igin ug-durumlar

Daha kisitlayicr bir kosul (38) bagintisinin modultndn sinirli olmasi kosulundan (1Gl?<1)
elde edilir.

|G| =GG ={(1-2d)+ 2d cos 8] I [c sin0]}- {{(1 — 2d ) + 2d cos 8]+ I [c sin 6]}
veya

|G| =[(1-2d)+2d cos Of +[csinof (39)

Bu baginti kuatratik bigciminde yazilirsa
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Sayisal ¢6zim tekniginin kararliliginin incelenmesi 15

|G |" =(1-2d) +4d° cos” 0+ 4d(I - 2d)cos 0 + ¢ [1 - cos” 6]
veya
|G [ =(4d’ —¢*)cos’ 0 + 4d(I1 — 2d)cos 0 + 4d(d — 1)+ ¢* + 1 (40)
Bu kuadratik denklem iki edriyi temsil etmekte olup bunlardan biri icblkey (bir
minimumu var) edri ve digeri de bir disblkey (bir maksimumu var) egridir (Sekil 12).

62 >1 ;

MAX |G

/\ \( Kararsiz

1.0

| 2
MIN

|G

-1.0 0.0 +1.0  cosh
Sekil 12- (40) denkleminin kuadratik edrileri
Gosterilebilir ki kararli bir ¢d6zim igin bu kuadratik fonksiyonun bir maksimumu

bulunmamali, yani egri disbikey olmamalidir.

| G|? fonksiyonunun cos0 ya gdre birinci ve ikinci tirevleri sirasiyla

dlG| :

m=(4d —-C )2COSO+4d(1—2d) (41)
|G|

d(c|os (|9)2 =2(4d2 _02) (“2)

dir. Fonksiyonun bir maksimumu olup, sayet ikinci tiirev negatif olursa, yani 4d°-c <0
veya ¢ > 2d ise disbikey bir egri olacaktir. Simdi (41) denkleminden

_4d(1-2d) 2d(2d -1)

= = 4
(c08 O =~ S}~ aa - )
(40) bagintisinda kullanilarak
2
|G =(4a° —cz{w} +4d(1—2d)w+4d(d — D+’ +1
max 4d” - ¢ d -c
|G2 _c2(c2—4d+]) (44)

e dd?

| G|?< 1 kosulu uygulanarak
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Sayisal ¢6zim tekniginin kararliliginin incelenmesi 16

02(02 —4d + I)S ¢’ —4d’
veya

(¢’ —2d) <0
elde edilir. Bu son ifade karesi alinan bir bluyuUklik olarak daima pozitif oldugundan
kararllik kosulunu saglamaz. Buna gore (40) denklemiyle temsil edilen kuadratik egrinin
disbikey olmasina izin verilemez. Bu durumda oncelikle (42) badintisiyla verilen ikinci
tlrevin pozitif olmasi igin

c<2d (45)

kosulu zorlanmalidir. Bu kosul bir maksimum olmamasini saglayacaktir. Bununla birlikte
cos0 nin ekstremum degerleri, yani +1 dederlerinin halen arastiriimasi gerekir.

cos0=1 igin (40) denkleminden | G|? =1 elde edilir ki kararlilik isteri saglanir.

cos0=-1 icin |G|?=16d?-8d+1 olup |G|?<1 kosulu uygulanarak

d < (46)

1
2

elde edilir. Bu sonug daha 6nce (32) bagintisi olarak bulunmustu. (45) ve (46) bagintilari
birlestirilirse

c<1 (47)
bulunur.
(45) badginitindan daha kisitlayici bir ister (45) ve (47) bagintilarinin birlesitirimesiyle
c’<2d (48)
seklinde elde edilir.
Boylece, (34) denklemiyle verilen FTCS acik semasi igin kararhlik isterleri

1

dsz ve c’<2d

olmaktadir. Courant sayisi ve diflizyon sayisinin tanimlari kullanilarak (45) kosulu

—x<2
an a(Ax)Z

veya

a—=<2 (49)
o

seklinde dlizenlenebilir. Buradaki a Ax / o blUyUklugu “Hicre Reynolds Sayisi - Re.” olarak
adlandirilir. Béylece

Re, <2 (50)
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Sayisal ¢6zim tekniginin kararliliginin incelenmesi 17

elde edilir.
Benzeri sekilde, daha kisitlayici olan (48) kosulu da
Re . <(2/¢) (51)

sekline getirilebilir.

imajiner
> 2d

<[
NI

Sekil 13 - & > 2d igin kararsizlik gdsteren biylitme
faktoérinin gérinima

d=0.25 , 1

oo e
(=]
<
T"M
o
L ¢
%
‘I; T T T 1

0. 400 90. 00 180,00  270.00 360. 00
(THETA)
a) Polar koordinatlarda b) Kartezyen koordinatlarda

Sekil 14 - (40) badintisiyla verilen bilyitme faktri

Blaylutme faktorinin cesitli ¢ ve d dederleri icin grafiksel gorinimid Sekil 14a ve 14b de
sunulmustur.

Bu bélimde tartisilan sonlu fark denklemlerine ait incelemelere n ve n+1 olmak lzere iki
zaman adimi dahil edilmistir. Bazi sonlu fark denklemlerinde n-1, n ve n+1 olmak Ulzere
U¢ zaman adimi birden yer alabilir. Kararliik analizinin Gg-zaman adimini igeren sonlu
fark denklemlerine uygulanmasini gostermek igin

6_14 = —aa—u (52)
ot ox

dalga denklemini g6z dnline alarak merkezi farklarla ayriklastirma yapalim:

n+tl _ n—1 n _n
i Wi M Ui (53)
2At 2Ax

u
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Sayisal ¢6zim tekniginin kararliliginin incelenmesi 18

Courant sayisinin c= a% tanimiyla birlikte bu denklem

n+l _  n—1I n n
u, =y —c(u[” _“H)

seklinde dizenlenebilir. Von Neumann kararlilik analizinin uygulanmasiyla
Umtlel® = gnte® — ¢ (U"ele(”j) —U"ele(H))
U = - Ut~ e )
U™ =u""—c(2Isin0)U"
veya —2lcsinB=4 olmak Uzere
Ul =4u"+u! (54)
elde edilir. Ayrica
ur=u"+0)u"! (55)
seklinde bir esitlik yazilabilir. Son iki esitlik birlikte matris bigiminde yazilirsa
Un+1 A ] Un
o117 e
bdylece bliyltme faktérl de bir matris bigiminde yazilmis olur.
G {A 1}
1 0

Kararlilik icin G matrisinin % 6z dederleri | 1| <1 kosulunu saglamalidir. Buna gore

A-x 1 5
=\ -Ad-1=0
I 0-2
N AENA + 4
L2 - 5
’ 2

veya A nin tanimi kullanilarak

Ao =§[—2105in6i\/4—402 sin’ GJ
Ao =—JcsinO+1-c’sin’ 0 (56)

elde edilir. Bu asamada iki hal incelenmelidir.

Sayet sin’0<1 ise %] =7 sin? 0.+ (1 sin® 0)=1
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olup kararlilik geredinin saglandigi gériilmektedir. En kisitlayici durumla sin0 nin
maksimum dederinde karsilasilir ki bu durumda c< 1 dir.

Ikinci olarak ¢’sin’®>1 olmasi halinde

Ap,=1 [—csineJ_n/c2 sin’ 9—1}
2 22 202 . 22
|7‘1,2| =c”sin 6+(c sin G—I)J_r2csm6 ¢’ sin“ -1

|7‘1,2|2 = 2¢” sin’ OiZCsine\/m—]

yazilabilir. Kararlilik geregi In]2<1 - 2¢2sin? 0+ 2csin®yc’sin? 0—1 —1<1
olup + isaretli ifadeden c?sin? 0+ c¢sinOyc?sin’ 0 -1 <1

olmasi gerektigi ortaya cikar ki, c¢’sin?0>7 icin bu kosulun asla saglanamadig
gorilmektedir.

Buna gore (53) denklemi igin kararlihk kosulu c< 1 olmaktadir.

Kararllik analizinin bir baska 6rnegi icin ikinci dereceden

a 52
or’ ox’ (52)

dalga denklemini ele alalim. Bu lineer denklemde u akiskan hizi a da sabit oldugu kabul
edilen ses hizidir.
(57) denkleminin analitik ¢ézimunin
u(x,t)= f(x —at)+g(x +at)
seklinde ifade edilebilecedi gosterilebilir. Bu ¢dzim igin karakteristik denklemler
x—at=c,, x+at =c,
seklindedir. Bu karakteristiklerin (x-t) dizleminde egimleri dx/dt=+a (Sekil 15 deki AB ve
AC dogrulan) dir. A noktasindaki buyuklikler BAC bolgesinden etkilenmekte olup bu

bélgeye A noktasinin bagimiilik bélgesi adi verilir.

Simdi (57) denkleminin tlrevler icin ikinci-mertebeden merkezi fark uygulanarak elde
edilen sonlu fark acilimini géz énine alalim
n—1 no_

n+l n n n
u/" =2u +u; Y 2u! +u/, (58)

(ar) (Ax)’

i i i i+1

ant’
u™ =2u" —u"’ +(—] (u” —2u] +ui”7,)
Ax
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n+l1

n-1

n-2

n-3

Sekil 15 - Fiziksel ve hesaplanan karakteristik gizgileri

Courant sayisi cinsinden

n+l n—1

n 2 n n n
u"' =2u —u!" +c (uHI—Zul. +uH) (59)

(59) denklemi i noktasinda n+1 zaman adiminda yeni hesaplanan dederin i ve i+l
noktalarinda n zaman adiminda ve i noktasinda n-1 zaman adiminda bulunan dederlere
bagl oldugunu gostermektedir. Benzeri sekilde n+1 zaman adiminda i noktasindaki
dederler de n+2 zaman adiminda /, i+1 noktalarina yansiyacaktir.

Von Neuman kararlilik analizi c?<1 halinde kararli ¢6ziim elde edilecegini gésterir (bu
hususun ispati egzersiz olarak birakilmistir. Béylece nimerik ¢6zim igin kararlilik kosulu

2
(ﬂj <1 veya M il
Ax a

seklindedir. Bu badinti gostermektedir ki, Sekil 15 de B'’AC’ ile belirtilen sonlu fark
ortaminin bagimlilik bolgesi BAC ile belirtilen slirekli ortamin bagimlilik bdlgesini icine
almalidir. Bu sonug, B’AB ve C'AC bdlgelerinde gerekli olmayan bilgi yayilmasi nedeniyle
dogru degildir. Acgiktir ki, c=1 oldugu, yani slrekli ortamla hesaplama ortamina ait
bolgeler esdeder oldugu zaman nimerik ¢6zim tam (exact) olacaktir. Diger taraftan,
sayet sayisal bolge slirekli ortam bolgesinin tamamini icermedigi takdirde hesaplamalar
icin gerekli hayati bilgilerin bir kismi silinecek ve kararsiz bir g6ziimle sonuglanacaktir.

Bu asamada bir denklem sisteminin kararlilik analizinin ele alinmasi uygun olacaktir. Bu
amacla asagidaki model denklemleri goz 6nine alalim:

ou ov
-+ — = 60
o ox (60)
ov ou
—+bh —=0 61
o ox (61)

9 1419 _
8t+[A]8x 9, ¢

I
——
< =
\_W_J

'

I
1
S o
SRS
| |

Sonlu fark agilimi
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0" -9
At

i +[A]n ¢i _¢H =0
Ax
acik sema bigiminde diizenlenerek
n+ n At n n
ot =0 ~[4] (o7 o)
Von Neuman kararlilik analizi uygulanarak

0" e = et _[A]%[(I)nelei _¢nel'9(i—1)]

ortak buyuklikler sadelestirilerek
¢n+1 :(I)n _[A]%[]_effe]d)n
Boylece blyltme matrisi
At .
[G]=[1 D]—E(I—cose+lsm6) [4]

veya
[G]:{[]D]—(I—cosﬁ)(%j [A]}—I{%sine}[A]

olarak elde edilir. Burada [ID] birim matristir. Kararllik icin [G] matrisinin en blylUk
dzdegeri |AGmad <1 kosulunu saglamalidir. Kararllik kosulunun bir esdederi de
| AmaxAt/ Ax| <1 seklindedir. Burada Amax bUyUkli§i [A] matrisinin en biyiik 6zdegeridir.
Bdylece, buradaki érnek icgin

[A]:|:0 a2:| kmax: blaZ

b, 0

ve kararlilik isteri

%Jblaz <1 (62)

olarak elde edilir.
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