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B6lim 3- Sayisal tlirev ve integral 3-1
BOLUM 3

SAYISAL TUREV VE INTEGRAL

3.1 Bilgisayarla tiirev

Bir f(x) fonksiyonunun x=a noktasindaki tlrevi

(dfja i fla+Ax)- f(a) (3.1)

E - Ax—0 Ax

seklinde tanimlanir. Ayni tirev bilgisayar yardimiyla yaklasik olarak

(gl  Sla+Ax)-f(a) (3.2)

dx Ax

seklinde hesaplanabilir. Tlrevin bilgisayarla hesaplanan dederinin gergede ne kadar yakin
oldugu Ax ‘in hangi blyuklikte secildigine baghdir. Tirevdeki hata, Ax kiclldikce o6nce
azalacak, ancak bir slre sonra yuvarlatma hatalari énemli olmaya baslayinca artmaya
baslayacaktir.

Ornek

f(x):e“sinx fonksiyonunun x=1.9 ‘daki dederini inceleyelim. Fonksiyonun tirevi
f'(x)=¢"(sinx+cosx) olup bu noktadaki gercek degeri f'(1.9)=4.1653826 dir. Asagidaki

tabloda EXCEL programiyla yapiimis hesaplama sonuclari yer almaktadir. Burada tirevin
sayisal hesabinda ileri fark formdla kullanilmis olup, geri fark formilt uygulandiginda benzeri
sonucu elde etmek miumkuindur.

dx f'(x) Hata Hata orani
0.05 4.05010 1.153E-01 D
0.05/ 2 4.10956 -5.582E-02 2.1 0.10
0.05/ 4 413792 -2.746E-02|l2.0
005/ 8 415176 -1.362E-02 2.0
0.05/ 32 4.16200 -3.384E-03 4.0 0.05 |
0.05/ 128 4.16454 -8.448E-04 4.0 m
0.05/ 1024 4.16528 -1.055E-04 8.0 &
0.05/ 8192 4.16537 1.319E-05 8.0 )
0.05/ 65536 4.16538 -1.647E-06 8.0 0.00 /
0.05 / 524288 4.16538 2.027E-07 8.1
0.05 / 4194304 4.16538 -4.439E-08 4.6
0.05 / 33554432 4.16538 1.934E-07 -0.05 |
0.05 / 268435456 4.16539 4.575E-06
0.05/ 2147483648 4.16538 1.934E-07
0.05/ 17179869184 4.16565 2.668E-04
0.05/ 137438953472 4.16260 -2.785E-03 -0.10
0.05/ 1099511627776 417969 1.430E-02 dx
0.05 / 8796093022208 4.37500 2.096E-01
0.05 / 70368744177664 0.00000 -4.165E+00
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B6lim 3- Sayisal tlirev ve integral 3-2

Burada Ax buyuUklagunun ilk dederi 0.05 alinmis, ikinci, Uglinci ve dordlncli dederleri bir
onceki dederlerin yarisi, besinci ve altinci dederleri bir 6nceki dederlerin dortte biri ve daha
sonraki degerleri de bir 6nceki dederin 8 de biri olarak alinmistir.

Bu tabloya gore Ax kicglldikce beklendigi gibi tirevdeki hata 6nce azalmakta, ancak Ax ‘in belli
bir dederinden (0.05/4194304) sonra artmaktadir. Bu dedere kadar hatadaki kigulme orani
yaklasik olarak Ax ‘in kigilme orani civarindadir.

Sayisal tlrevin bu sekilde birinci dereceden bolinmus farklarla hesaplanmasi sirasinda ortaya
gikan hatalarin belli oranlarda dedismesi tesadifi degdildir. Bunu daha kolay gérmek igin Ax
yerine h alarak Taylor seri agihmini

F(x+h)=f(x)+ ' (x)h+ " (E) I 12

seklinde yazalim. Buradaki sonuncu terim hata terimi olup, x < £<x+h dir. Bu ifade f’(x) icgin
gozlllrse

f,(x):f(X+h2—f(x)_f"(2§)h (3.4)

buradaki ilk terimin sayisal tirev icin kullanilan ileri fark formili oldugu, ikinci terimin ise
sayisal tlrev alinirken yapilan hata oldugu soylenebilir. Gortldigu gibi hata terimi h ile
orantilidir. Mertebe acgisindan dlsltnulirse hata O(h) mertebesindedir.

Yukaridaki incelemeler f(x-h) Taylor serisi igin tekrarlanirsa

() S(x=h) , 1)
h 2

f'(x)= (3.5)

Burada x-h < £< x olup, bu haldeki hata teriminin 6éncekiyle 6zdes oldugu sdylenemez.

Simdi ayni Taylor acgilimlari bir st mertebeden terime kadar sirasiyla

f(x+h):f(x)+f'(x)h+f"(x)h—22+f"'(§)%3

F(e=h)=f ()= 1 () i () o ()

seklinde yazilip yine birinci tirev bu ifadelerden sirasiyla

o) < LI 2

S(x)=f(x=h)
h

hZ
fm(g)?

SABLE

f(x)=
seklinde gekilerek bu iki ifadenin de aritmetik ortalamasi alinirsa

gL BI R .

elde edilir. Burada sagdaki ilk terim tidrevin merkezi farklarla sayisal yaklagimini ifade
etmektedir. Ikinci terim de hatayi belirtmekte olup hata O(h?) mertebesindedir.
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B6lim 3- Sayisal tlirev ve integral 3-3

Bu incelemenin sonucu tirev merkezi fark formilasyonunun daha iyi oldugunu géstermektedir.
Nitekim yukaridaki érnek fonksiyon icin merkezi farklarla alinan tidrevler icin bulunan hatalar
asadida tablolanmis olup, sayisal tlirev almak igin ayni miktarda hesap yapilmasina karsilik
kiiclilen Ax lerle birlikte hatanin daha cabuk kigildigu gérilmektedir. Ornedin Ax iki kat
kigluldigunde hata 4 kat kugllmekte, Ax 4 kat klculirken hata 16 kat klculmekte, Ax sekiz
kat kiigllirken hata 64 kat kigllmektedir.

dx f'(x) Hata Hata orani
0.05 4.15831 -0.00707
005/ 2 4.16361 -0.00177Il 4.0 0.10
005/ 4 4.16494 -0.00044 40
005/ 8 416527 -0.00011 40
0.05/ 32 4.16538 -0.00001 16.0
0.05/ 128 4.16538 -4.317E-07 16.0 0.05
0.05/ 1024 4.16538 -6.749E-09 64.0 <
0.05/ 8192 4.16538 1.547E-10 436 < J
0.05/ 65536 4.16538 1.009E-09 0.2 0.00 +—_— -
0.05/ 524288 4.16538 2.174E-09 05
0.05/ 4194304 4.16538 -4.439E-08 0.0
0.05/ 33554432 4.16538 -1.934E-07
0.05/ 268435456 4.16538 2.191E-06 -0.05 1
0.05/ 2147483648 4.16540 0.00002
0.05/ 17179869184 416534 -0.00004
0.05/ 137438953472 4.16260 -0.00278 -0.10
0.05/ 1099511627776 416992 0.00454 ax
0.05/ 8796093022208 4.29688 0.13149
0.05/ 70368744177664 3.75000 -0.41538

Batdn bu incelemeler interpolasyon yaparken veri noktalarinin, interpolasyon noktasi bunlarin
orta bélgesinde yer alacak bicimde segilmesinin uygun oldugunu animsatmaktadir.

Elde edilen sonuclar ayrica tlirev icin ortalama deger teoremine de uymaktadir:

LT o), aczen

f’(x) tdrevinin degerini

- ileri fark yaklasimi X ve x+h noktalari arasindaki
- geri fark yaklasimi x-h ve X noktalari arasindaki
- merkezi fark yaklasimi x-h ve x+h noktalari arasindaki

bir noktada vermektedir. Fonksiyon x noktasi civarinda anormal bir dedisim gostermedikce
tlrevin hesaplandigi noktalar sirasiyla x+h/2, x-h/2 ve x noktasina yakindir.

Yukaridaki incelemeler icin segilen érnekte bilinen bir fonksiyon kullaniimis olup bu fonksiyonun
degeri istenilen noktalarda hesaplanabilmektedir. Genel olarak tirevin dogru hesaplanabilmesi
icin fonksiyonun birbirine yakin noktalardaki degerlerinden yararlanilmasi gerektigi sonucu
ortaya gikmistir.

Ancak pratikteki sayisal problemlerde ¢ogu zaman veri noktalari birbirine bu kadar yakin
degildir. Bu bakimdan birinci mertebeden farklarla yapilan tirev hesaplamalar o kadar dogru
sonug vermeyecektir. O halde pratikteki sayisal tlrev hesaplamalarinda daha vylksek
mertebeden fark formulasyonlarinin kullanilmasi gerekir.
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B6lim 3- Sayisal tlirev ve integral 3-4

3.1.1 Boliinmiis fark tablolariyla tiirev

Sayisal tirev almanin bir yolu interpolasyonda oldugu gibi veri setine polinomsal yaklasimla
uydurulmus olan bir fonksiyonun tlrevinden yararlanmaktir. Bunu, veri esit aralikla dagiimissa
basit farklar, aksi halde bélinmUs farklar yardimiyla yapmak mimkundur.

Bir fonksiyonun n ‘inci dereceden bélinmis farklar polinomuyla

f(x)an(x)JrHata =f[x0]+f[x0,x1](x—x0)+f[x0,x],x2](x—x0)(x—x])+
..+f[x0,x1,x2,...,xnﬁ(x—x,.)+Hata (3.7)

i=0

seklinde ifade edilebilecedi daha 6nce gosterilmisti. Bolinmus fark polinomunun tirevi alinarak

n—I1| n-1

Pn'(x)zf[x,),x,]+f[x,),x,,x2][(x—x0)+(x—x,)]+..+f[x0,x,,x2,...,xn]Z H(x—xk) (3.8)

i=0| k=0
k#i

elde edilir. P,(x) fonksiyonundaki hata terimi de

(n+l)
Hata =(x —x, )x —x, ) (x_x"){n+1()%) (3.9)

seklinde olup, tirevdeki hatay! bulmak igin bu son ifadenin tirevini almak gerekir. Ancak bu
ifadenin tlrevinde ortaya cikacak olan

i (n+l)
- Lo e)]

terimi, & blyukliginin x e bagh olmasi nedeniyle tirevin alinmasini imkansiz kilar. Bununla
birlikte x bayUkliglu x=x; seklinde veri noktalarindan biri ile cakisik alinirsa tlirevdeki hata

Hata = lj(xi—xj) %, x,<&<x, (3.10)

J#i
seklinde elde edilebilir. Gorlldiglu gibi tlirev noktasi veri noktasiyla cakisik olmasina, yani
interpolasyon fonksiyonu bu noktada f(x) fonksiyonuna uymasina ragmen hata sifir degildir.
Bununla birlikte veri noktasindaki tiirevin hatasi ara noktadakinden daha kiguk olacaktir.

Ornek:

Bir dnceki d6rnekte ele alinan f(x):e* sinx fonksiyonunun cesitli x noktalarindaki degerleri ve
bolinmus farklar asagidaki tabloda yer almaktadir.

Hatirlanirsa birinci dereceden bélinmius farklar

fi+1 - f i

X —X;

i+ i

f[xi’xi+]]:

seklinde ileri dogru hesaplanmakta olup, tabloda birinci bélinmis fark sitununda yer alan
dederler hizalarinda bulunduklari x noktalarindaki f’(x) ttrevleri igin yapilmis tahminlerdir.
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B6lim 3- Sayisal tlirev ve integral 3-5

Fonksiyonun gercek tlirevi asagidaki sekillerde sdirekli egrilerle belirtilmis olup, ilk grafikte
tlrevlerin birinci farklarla hesaplanan dederleri de yatay dogru parcgalariyla belirtilmistir. Dogru
parcalari bu tirevlerin hesaplanmasinda kullanilan x dederleri ile sinirlandiriimistir. Yani
ornegin x=2.00 ve x=2.35 veri noktalar arasindaki birinci farkla hesaplanan f’(x)=2.1182
tlrev dederi x ‘in belirtilen iki dederi arasinda bir yatay dogru parcasiyla gosterilmistir.

i Xi fi flxi,xi1] flXi,... xi+2] flXi,... Xi+3] flxi,..., X i+4]
0 170 54283 4.6311 -1.6469 -3.1137 -1.1492
1 1.80 58914 4.1371 -3.6708 -4.0331
2 200 67188 2.1182 -6.4939
3 235  7.4602 -1.1288 6
4 250  7.2909 4 1 \
2
6 0|
4 u—_2 |
2 4.
;_0 -6
2 1 -8 : : : :
-4 - 14 16 18 2 22 24 26 28
-6 4 X
-8 : : :
14 16 1.8 20 22 24 26 28

X
(ST CREE N

4
6

14 16 18 20 22 24 26 28

(3.8) denkleminin ilk iki terimi kullanilarak tirevler ikinci mertebeden bir yaklasimla
PZV(X):f[xi’xHI]—’— f[xi’xi+1’xi+2][(x_xi+1)+(x_xi)] (3.11)

seklinde elde edilebilir. Bu ifade, ikinci dereceden bdélinmiuis farklarin hesaplanmasinda
kullanilan iki ug noktasinda degerleri

PZ’(xi):f[xi’xi+]]+f[xi'xi+1’xi+2][xi _xm]
PZV(xi+2):f[xiﬂxi+1]+ f[xi’xi+1’xi+2][('xi+2 _xi+1)+ (xi+2 X )]

olan bir dogru pargasinin denklemidir. Cesitli araliklar igin elde edilen dogru pargalari
yukaridaki ikinci egride fonksiyonun gergek birinci tiirev egrisiyle birlikte gosterilmistir.

(3.8) denkleminin Ug terimi alindidi taktirde turev igin
P3'(x)=f[xi’xi+1]+f[xi’xi+l’xi+2][(x_'xi+l)+ (x_xi )] (3.12)
+ f[xi’xi+1’xi+2 ’xi+3][(x - xi+1)(x - xi+2)+ (x —X; )(x — X2 )+ (x —X; )(x - xi+1)]

elde edilir. Dort veri noktasinin kullanildigi bu baginti ikinci dereceden bir polinom olup xp + x3
noktalar arasinda
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B6lim 3- Sayisal tlirev ve integral 3-6

P3'(x)=f[x0,x1]+f[xo,xI,xz][(x—x1)+(x—xo)]

+f[xo,xI,xz,xj][(x—xI)(x—x2)+(x—xo)(x—x2)+(x—xo)(x—x])]
ve X; + X4 noktalar arasinda da

P3'(x)=f[x1,x2]+f[xj,xz,x3][(x—x2)+(x—x])]
+ ez Il =2, o= o, )+ (o= o Jor = o, )+ (e =, Jor = )]
seklini alir. Bu fonksiyonlar da gegerli olduklari aralik igin hesaplanarak tglnci sekilde gergek
tlrev fonksiyonuna ait egriyle karsilastiriimistir. Ug terim kullaniimasi halinde sayisal tlirevlerin
gercek tlrev dederlerine ne kadar yakin oldugu dikkati cekicidir.
Sayet ileri fark kullanarak bir veri setinin son noktalar civarinda tirev hesaplanmak istenirse
interpolasyonda oldugu gibi polinomun derecesini dusurmek gerekecektir. Bu sorunu

gidermenin yolu tirev noktasina en yakin (ilerisinde veya gerisinde) noktalar siralayarak islem
yapmaktir.

3.1.2 Esit aralikh veri noktalari igin tiirev

Veri noktalarinin esit aralikli dagilmasi halinde bolinmus farklar yerine basit farklar kullanarak
tirev almak mimkadnddar.

Basit farklar kullanan bir interpolasyon polinomu

f(x)=P,(s)+ Hata

_ _ _ n-1 " 3.13
=f, +s A, +—S(S ])Azf,- +—S(S 1)(S 2)A3fi +---+H(s—j)Afl + Hata ( )
2 3 =0 n!
seklinde yazilabilir. Burada
s = T ; h=Ax
h
B n . An+1(é:)
Hata—{j&o( —])} CEnIk X, <&<x, (3.14)
dir. (3.13) ifadesinden tirev alinarak
dP,(s) dP,(s)ds 1 I O P A f,
P'(s)=2n 2L T n P D) AF ) =L 3.15
e it 2 H(S I (3.13)
=k

elde edilir. Burada hata terimi yine bilinmeyen bir blylUklik icermekte olup, (3.14) hata
teriminin tdrevi ancak veri noktalarindaki (x=x;, s=0) tlrevler icin

Hatasz("”)(é), xy<&<x, (3.16)
n+1

seklinde hesaplanabilir.

M.A. Yiikselen, HM504 Uygulamali Sayisal Yontemler Ders Notlari



B6lim 3- Sayisal tlirev ve integral 3-7

3.1.3 Esit aralikh veri noktalar igin veri noktalarinda tiirev

Tlrevin veri noktalarinda hesaplanmasi istendigi taktirde

olup basit fark formili daha da basitlesir:

R R AR ey )
P2l a2 B £ (3.17)

Bu durumda hata mertebesini de, secilen mertebeye bakarak bir sonraki terim yardimiyla
kolaylikla tespit etmek mumkindir. Ornedin yukaridaki badintida sadece ilk terim alinarak
tirev hesaplanirsa

7)o -2

olup hata O(h) mertebesinde, iki terim alinmasi halinde

f'(xl-)ﬁ{Af,- —ATﬁ+§hf"'(§)}

olup hata O(h2) mertebesindedir. n adet terim alinmasi halinde ise hatanin O(h") mertebesinde
olacadi soylenebilir.

3.1.4 Yiiksek mertebeden tiirevler

Ikinci veya daha yliksek mertebeden tiirevler hesaplanmak istendiginde normal olarak (3.8)
veya (3.15) bagintilarinin tarevleri kullanilabilir. Ancak bu yolla elde edilecek tirev formiilleri
hayli karmasik ve bilgisayar uygulamasi zor olacaktir.

Burada daha pratik bir yontem, kolay anlasiimasi acisindan esit aralikh nokta dagihimi hali igin
incelenecektir. Bu amacla

X.=Xp-h f-
Xo fo

X+=X0+h f+

seklinde tanimlanan esit aralikh ¢ veri noktasini ele alalim ve bu U¢ nokta yardimiyla f'(xp)
tlrevini hesaplamaya calisalim.

Eksen takimi xp=0 noktasina cekilerek formuilasyon daha basit bir hale getirilebilir. Béylece x
dederleri sirasiyla —h, 0 ve +h olur.

f(x) fonksiyonuna bir yaklasim olarak bu (¢ noktadan bir P(x) paraboll gegirilirse, parabolin
P’(x) tarevi de fonksiyonun f’(x) tlrevinin yaklasimi olur.

Tlrevin dederi x=0 noktasinda aranmakta olup, bu tirev veri noktalarindaki fonksiyon
degerlerine

7'0)=P(0)=4-f +B-f,+C-f, (3.18)
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B6lim 3- Sayisal tlirev ve integral

seklinde baglanabilir. Burada A, B ve C bilinmeyen katsayilardir. Ayrica P(x) paraboli igin

P(x):ax2+bx+c — P'(x):2ax+b

3-8

yazilabilir. Simdi P(x) fonksiyonunun Ug¢ farkli durumu igin P(0) ‘a ait (3.18) badintisini

inceleyelim.

1. Durum: P(x)=1

yaklasim fonksiyonunun dederi bitin noktalarda ayni olup

a=0, b=0, c=1 — P'(0)=0
fo=1 f=1, f.=1

bu blyuklikler (3.18) de kullanilarak A-1+B-1+C-1=0

2. Durum: P(x)=x

yaklasim fonksiyonu lineer bir degisme gostermekte olup

a=0, b=1, ¢c=0 — P'(0)=1

P(x)zx
fo=h, f,=0, f.=h

bu biyiklikler (3.18) de kullanilarak A-(~h)+B-0+C-h=1

3. Durum: P(x)=x2

yaklasim fonksiyonu parabolik bir degisme gostermekte olup

a=1, b=0, c=0 —> P'(()):O

.f;:hga ﬁ):()> f+:h2

bu buytkliikler (3.18) de kullanilarak AW +B-0+C-h"=0

elde edilen Gg¢ denklem matris formda yazilirsa

1 1 1 A 0
-h 0 h|-{B;=<1
oo nl|C 0
Buradaki Gglinci denklemden A=-C
I S 1 1
Bu bilgi kullanilarak ikinci denklemden A=——, C=—
2h 2h
Ve birinci denklemden B=0
elde edilir. Bulunan katsayilar kullanilarak (3.18) bagintisi
1 1 : S/
"O)=——f +0-f, +— - =
SO == [0 4 . f10)==
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B6lim 3- Sayisal tlirev ve integral 3-9

sekline gelir. Bu badinti, beklendigi gibi tirev icin merkezi bélinmis farklar formaladar.

Benzeri islemler ikinci tirev icin de yapilabilir.
f"(0)=P"(0)=4-f +B-f,+C- . (3.20)
P(x)zax2+bx+c - P"(x):2a

Yukaridaki durumlar tekrar incelenerek

a=0, b=0, c=1, P"(O) 0
P(x)=1 — - A-1+B-1+C-1=0
f=1 fy=1, f.=1

—  A(-h)+B-0+C-h=0

=1, b=0, c=0, P"(0)=2
P(x)=x" - j“ . =0 ; 2 (0) > AR +B0+C-h*=2
_ = D o =U, J,=n

1 1 1 A 0
denklemler matris formda yazilirsa -h 0 h|-<{B;=<0
oo khl|C| |2
bulunur. Buradaki ikinci denklemden A=C
bu bilgi kullanilarak tglncli denklemden A=C :iz
h
o 2
birinci denklemden B = e

ve bu katsayilar kullanilarak ikinci tirev igin

f7_2f0+f+

7o) .21

elde edilir. Bu hesaplamadaki hatanin O(h2) mertebesinde oldugu gosterilebilir.

Herhangi bir x, noktasi icin daha fazla nokta kullanarak benzeri islemler yapilirsa

fu(xn):_fz+]6f1_j20}{;)+16f1_f2 +0(h2)
f”'(xr)):f2_2f12+h23f_1_f_2 +0(h2)
f”(xo)Zf2_4f1+6£{;_4f1+f2 +0(h2)

oldugu gosterilebilir.
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B6lim 3- Sayisal tlirev ve integral 3-10

3.2 Sayisal integral

Belirli integral iki sinir noktasi arasinda bir egrinin altinda x ekseniyle arasinda kalan alan
olarak bilinir. Sayisal integral teknikleri de genel olarak bu hususun lzerine oturur. x=a ve x=b
gibi iki sinir arasinda kalan bdlge kiglk seritlere ayrilir ve bu seritlerin alanlan toplanarak
integral degeri elde edilir.

3.2.1 Trapez kurali

Bir f(x) edrisi ile x ekseni arasinda kalan alan kuglk
serit bolgelere ayrildiginda edrinin seriti kestigi
kisimdaki parcasina dedisik yaklasimlar yapmak
mumkindir. Ornedin serit bir dikdértgen seklinde
kabul edilip dikdértgenin st koselerinden birisi
veya (Ust kenarinin orta noktasi egri ile
cakistirilabilir.

Daha iyi bir yaklasim edri parcasi yerine serit
kenarlarinin edriyi kestigi iki nokta arasinda yer
alan bir dogru pargas! alarak serit bolgeyi bir dik X1 X Xis1 Xivo
yamuk seklinde kabul etmektir. Bu yaklasim egrinin

birinci dereceden bir interpolasyon polinomu ile

temsil edilmesi anlamina gelir.

Bu durumda x; ve x;,; noktalari arasindaki integral degeri

Tf(x)dx :%(xﬂl _xi)

seklinde hesaplanabilir.

Trapez kuralinin hatasini bulmak igin interpolasyon polinomlarindan yararlanilabilir. Bu amagla
X; ve X;+; nhoktalan arasinda birinci-dereceden Newton-Gregory interpolasyon polinomu
hatirlanirsa

f(x)z Pl(x)zf,. + s Af, + hata

2

Burada s = i ve hata = s ( —I)h?f"(ﬁ)

f(x) fonksiyonunun iki nokta arasindaki integralini P;(x) i integre ederek bulabiliriz.

[ s~ T r)as= [ (esanyas=af(resanyas=a| gss 5 an ] =i 1+
P AN
- gLk R

Hata terimi de integre edilerek

pata = [ (s =1V () =" 1@ s (s - ) :h?f"(g)(S__S_J :h_fu(a)(i_ij

Xi
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h’ 3
hata =~ 1" ()= 00’

bulunur.

x=a ve x=b gibi iki nokta arasinda bir fonksiyonun integrali, bu aralik Ax=h olmak Uzere n adet
kicuk araliga ayrilip her bir aralikta trapez kurali uygulanarak

b .

[ 1) =S/ 2+ £)=h (1, /24 £+ fy v 41,7 2)

seklinde alinabilir. Bu durumda hata da lokal hatalarin toplamina esit olacaktir.

3

hata = —];—Z[f"(§1)+ f"(§2)+"'+f”(§n )]

Burada ¢& lerin herbiri o indisle belirtilen araligin icerisindeki bir noktadir. Sayet f"(x)
fonksiyonu [a,b] araliginda siirekli ise bu aralikta dyle bir & noktasi vardir ki bu noktada (&)
lerin toplami (&) ye esittir. Ayrica b-a=nh olup, buna goére

_b—a

ehip(e)=o)

Y ey
hata ——Enf (&)=

elde edilir. Goérildugu gibi lokal hatalar O(h®) mertebesinde iken toplam hata O(h?)
mertebesindedir.

Ornek:

Tabloda degerleri verilen fonksiyonu x=1.8 ile x=3.4 noktalari arasinda integre ediniz.

X f(x) 50

7.6 4.953

1.8 6.050 40 /
2.0 7.389

2.2 9.025 — 30 -

2.4 11.023 X

2.6 13.464 = 20 -

2.8 16.445

3.0 20.086 10

3.2 24.533

3.4 29.964 0 ‘ ‘ ‘ ‘

3.6 36.598 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0
3.8 44.701 X

b
[£(c)dx =0.2(6.050/ 2+7.389+9.025 + -+ 24.533 + 29.964/ 2) = 23.9944

a

Tablodaki degerler aslinda f(x) = € fonksiyonundan Uretilmis olup integralin gergek degeri

b 3.4
[f(c)dx = [erdx = e’ —e™ = 23.9144

a 1.8

olarak bulunabilir. Bu durumda trapez kuralina gére yapilan integrasyonun toplam hatasi 0.08
olmaktadir. Ayni hata sayisal olarak tahmin edilirse:
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hata :—%nf”(é;), 1.8<E<3.4
hata = —(0'21)# x{e**)+ (")} = (- 0.1598)+ (- 0.0323)}

bulunur.

3.2.2 Esit aralikhh olmayan veri noktalari hali

Ozellikle deneysel calismalardan elde edilen veri noktalarn esit aralikli degildir. Bu halde de
trapez kuralini uygulamak miamkuindur.

Jf(x)dx = 2%()6[” _x[)

Ornek:

Bir kanat profilinin alanini verilmis nokta koordinatlarini kullanarak trapez kurali yardimiyla
hesaplayiniz.

Burada 6rnek olarak asadida sekli gorilen SD 7080 profili alinmis olup bu profilin verilmis
nokta koordinatlari asagidaki tabloda soldaki situnlarda yer almaktadir.

0.10

0.00 ‘ ‘ ‘ \
olo 07 0.4 0.6 0.8 1lo

-0.10

Integral icin iki farkh yol izlenmis olup, birincisinde dogrudan profil koordinatlari kullanilarak
integral

b

n—1
Jo(x) de=3 2 =)

u i=0
seklinde hesaplanmistir. Ikincisinde ise profil noktalarinin x koordinatlari igin

x_xHK:%(]_COSQ): C=X,—Xyg » dngsinﬁde

dedisken dénisimi uygulanarak integral

j.y(x) dx—%_[iy(e) sinfdl = : e (6)2+ 1(6)(‘9141 -0)
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SD7080 airfoil chord = 0.99997
i X y Trapez integrali cos 0 sin 7 | y(0)*sin @ | Trapez integrali
0 1 0 -1.00000 0.00000 -3.14159 0.00000
1 0.99671 0.00015 -0.0000002 -0.99342 -0.11453 -3.02681 -0.00002 0.00000
2 0.98689 0.00047 -0.0000030 -0.97378 -0.22750 -2.91209 -0.00011 -0.00001
3 0.97079 0.00076 -0.0000099 -0.94158 -0.33679 -2.79808 -0.00026 -0.00002
4 0.94871 0.00087 -0.0000180 -0.89742 -0.44118 -2.68468 -0.00038 -0.00004
5 0.92104 0.00069 -0.0000216 -0.84208 -0.53936 -2.57192 -0.00037 -0.00004
6 0.8882 0.00017 -0.0000141 -0.77639 -0.63025 -2.45972 -0.00011 -0.00003
7 0.85068 -0.00072 0.0000103 -0.70135 -0.71282 -2.34809 0.00051 0.00002
8 0.809 -0.00201 0.0000569 -0.61799 -0.78619 -2.23698 0.00158 0.00012
9 0.76376 -0.00366 0.0001283 -0.52751 -0.84955 -2.12646 0.00311 0.00026
10 0.71557 -0.00564 0.0002241 -0.43112 -0.90229 -2.01653 0.00509 0.00045
1 0.66505 -0.00783 0.0003403 -0.33008 -0.94395 -1.90718 0.00739 0.00068
12 0.61281 -0.01015 0.0004696 -0.22560 -0.97422 -1.79835 0.00989 0.00094
13 0.55945 -0.0125 0.0006043 -0.11887 -0.99291 -1.68995 0.01241 0.00121
14 0.50559 -0.0148 0.0007352 -0.01115 -0.99994 -1.58195 0.01480 0.00147
15 0.45183 -0.01696 0.0008537 0.09637 -0.99535 -1.47427 0.01688 0.00171
16 0.39877 -0.01891 0.0009516 0.20250 -0.97928 -1.36689 0.01852 0.00190
17 0.347 -0.02059 0.0010225 0.30604 -0.95202 -1.25977 0.01960 0.00204
18 0.2971 -0.02194 0.0010611 0.40584 -0.91394 -1.15290 0.02005 0.00212
19 0.24962 -0.02289 0.0010643 0.50081 -0.86556 -1.04627 0.01981 0.00213
20 0.20508 -0.02338 0.0010304 0.58989 -0.80749 -0.93988 0.01888 0.00206
21 0.16397 -0.02337 0.0009609 0.67211 -0.74045 -0.83374 0.01730 0.00192
22 0.12676 -0.02279 0.0008588 0.74653 -0.66535 -0.72796 0.01516 0.00172
23 0.09383 -0.02156 0.0007302 0.81239 -0.58311 -0.62255 0.01257 0.00146
24 0.06549 -0.01962 0.0005835 0.86908 -0.49468 -0.51746 0.00971 0.00117
25 0.04198 -0.01694 0.0004298 0.91610 -0.40096 -0.41256 0.00679 0.00087
26 0.02347 -0.01354 0.0002821 0.95312 -0.30260 -0.30742 0.00410 0.00057
27 0.01016 -0.00948 0.0001532 0.97974 -0.20028 -0.20164 0.00190 0.00032
28 0.00216 -0.00492 0.0000576 0.99574 -0.09221 -0.09234 0.00045 0.00013
HK 0.00003 0.00061 0.0000046 1.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00002
30 0.00322 0.00763 0.0000131 0.99362 0.11278 0.11302 0.00086 0.00005
31 0.01068 0.01558 0.0000866 0.97870 0.20530 0.20677 0.00320 0.00019
32 0.02237 0.02383 0.0002304 0.95532 0.29558 0.30006 0.00704 0.00048
33 0.03821 0.03203 0.0004424 0.92364 0.38327 0.39333 0.01228 0.00090
34 0.05814 0.03983 0.0007161 0.88378 0.46791 0.48692 0.01864 0.00145
35 0.0821 0.04699 0.0010401 0.83586 0.54895 0.58111 0.02580 0.00209
36 0.10996 0.05334 0.0013976 0.78013 0.62561 0.67592 0.03337 0.00280
37 0.14157 0.05875 0.0017716 0.71691 0.69716 0.77143 0.04096 0.00355
38 0.1767 0.06312 0.0021406 0.64665 0.76279 0.86761 0.04815 0.00429
39 0.21509 0.06641 0.0024863 0.56987 0.82174 0.96445 0.05457 0.00497
40 0.25644 0.06858 0.0027909 0.48716 0.87331 1.06196 0.05989 0.00558
41 0.3004 0.06966 0.0030385 0.39924 0.91685 1.16011 0.06387 0.00607
42 0.34656 0.06969 0.0032162 0.30692 0.95174 1.25884 0.06633 0.00643
43 0.39448 0.06871 0.0033161 0.21108 0.97747 1.35812 0.06716 0.00663
44 0.4437 0.0668 0.0033349 0.11263 0.99364 1.45792 0.06637 0.00666
45 0.49371 0.06404 0.0032717 0.01261 0.99992 1.55819 0.06403 0.00654
46 0.54399 0.06052 0.0031314 -0.08795 0.99612 1.65886 0.06029 0.00626
47 0.59402 0.05635 0.0029235 -0.18802 0.98217 1.75994 0.05535 0.00584
48 0.64326 0.05163 0.0026585 -0.28650 0.95808 1.86137 0.04947 0.00532
49 0.69117 0.04647 0.0023500 -0.38232 0.92403 1.96310 0.04294 0.00470
50 0.7372 0.04097 0.0020124 -0.47438 0.88032 2.06506 0.03607 0.00403
51 0.78084 0.03519 0.0016618 -0.56167 0.82736 2.16720 0.02911 0.00333
52 0.82169 0.02919 0.0013150 -0.64337 0.76556 2.26969 0.02235 0.00264
53 0.85943 0.02313 0.0009873 -0.71885 0.69516 2.37295 0.01608 0.00198
54 0.89372 0.01728 0.0006928 -0.78743 0.61640 2.47743 0.01065 0.00140
55 0.92413 0.01195 0.0004444 -0.84826 0.52959 2.58348 0.00633 0.00090
56 0.95018 0.00743 0.0002524 -0.90036 0.43515 2.69139 0.00323 0.00052
57 0.97133 0.00395 0.0001203 -0.94266 0.33376 2.80130 0.00132 0.00025
58 0.98701 0.00162 0.0000437 -0.97402 0.22647 2.91315 0.00037 0.00009
59 0.99671 0.00037 0.0000097 -0.99342 0.11453 3.02681 0.00004 0.00002
60 1 0 0.0000006 -1.00000 0.00000 3.14159 0.00000 0.00000
0.0604433 0.06055

Iki sonuc¢ arasindaki farklilik ilk integralde hiicum kenarn civarinda
meydana gelen kayiplardan kaynaklanmaktadir.

trapez yaklasimindan
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3.2.3 Romberg ekstrapolasyonu

Trapez kural ile alinan integraldeki hatayi Romberg ekstrapolasyon yodntemiyle azaltmak
mamkundar.

Trapez yénteminde hata O(h?) mertebesinde olup, bir h dederiyle yapilan integral ile h/2
alinarak yapilan ikinci bir integralin sonucglan birlestirilerek integral icin daha iyi bir tahmin
yapilabilir:

Daha Daha Daha Daha az
yi |=| dogru |+— dogru |—| dogru
tahmin integral integral integral

Bu yontem bilinen bir f(x) fonksiyonu icin uygulanirken 6nce keyfi bir h dederi icin integral
alinir. Sonra h dederinin yarisi alinarak yeni bir integral hesabi yapilir. Bu iki integral sonucu
yukaridaki bagintida kullanilarak integral icin hata mertebesi O(h*) olan daha iyi bir tahmin
elde edilir.

Yapilan bu islemler bir tabloda yerlestirilerek ardarda daha iyi integral tahminleri yapilabilir.
Her bir ekstrapolasyon hatanin O(h?), O(h®), O(h®),... seklinde azalmasini saglar. Yakinsamaya
bakilarak integral igin optimum bir deder bulunabilir.

Adim uzunlugunun yariya indirildigi her bir asamada fonksiyonun bazi noktalardaki dedgeri bir
onceki asamada bilindiginden bu noktalarda tekrar hesap yapmaya gerek yoktur.

Ornek:

f(x)=e"‘2 fonksiyonunun a=0.2 ve b=1.5 noktalan arasindaki integralini Romberg ydntemini
kullanarak hesaplayiniz. Baslangictaki adim uzunlugunu h = (b-a)/2 = 0.65 olarak aliniz.

b

integral icin ilk tahmin If(x)dxzh[f(a)/2+f(a+h)+f(b)/2]

a

= 0.65x [e*‘”z [ 2+ Lty 2}

=0.606211
- b
Ikinci tahminde adim uzunlugu h = 0.65/2 = 0.325 alinirsa If(x)dx =0.65947

elde edilir. Ardarda yapilan bu iki integral Romberg formilinde kullanilarak

b
1
[ f(x)dx =0.65947 + I

a

(0.65947 —0.66211)= 0.65859

bulunur. Asadidaki tabloda ardarda boélinmis adim uzunluklar icin elde edilen integral
sonuglari yer almaktadir.

Degisik adim uzunluklari icin elde edilen integral sonuglari ve bunlar yardimiyla yapilan gesitli
seviyedeki tahminler kiicliik tabloda 6zetlenmistir. Herbir seviyede tahminler bir &nceki
seviyede tahmin edilen sonuglardan hareketle hesaplanmaktadir. Kullanilan n Usleri de
tablonun altinda gésterilmistir.
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e= 27182818
h= 065 h= 0325 h= 01625 h= 008125
X x2 f(x) X x2 f(x) X x2 f(x) X x2 f(x)
0.20  0.0400 0.96079 0.200 0.04000 0.96079 0.200 0.04000 0.96079 0.200 0.04000 0.96079
085 0.7225 0.48554 0.525 0.27563 0.75910 0.363 0.13141 0.87686 0.281 0.07910 0.92395
1.50  2.2500 0.10540 0.850 0.72250 0.48554 0.525 0.27563 0.75910 0.363 0.13141 0.87686
Integral =  0.66211 1.175 1.38063 0.25142 0.688 0.47266 0.62334 0.444 0.19691 0.82126
1.500 2.25000 0.10540 0.850 0.72250 0.48554 0.525 0.27563 0.75910
Integral =  0.65947 1.013 1.02516 0.35874 0.606 0.36754 0.69244
Yeni tahmin = 0.65859 1.175 1.38063 0.25142 0.688 0.47266 0.62334
1.338 1.78891 0.16714 0.769 0.59098 0.55379
1.500 2.25000 0.10540 0.850 0.72250 0.48554
Integral =  0.65898 0.931 0.86723 0.42012
Yeni tahmin = 0.65881 1.013 1.02516 0.35874
1.094 1.19629 0.30231
1.175 1.38063 0.25142
1.256 1.57816 0.20635
h Integral [1. tahmin |2. tahmin |3. tahmin 1.338 1.78891  0.16714
0.65000 0.66211 1.419 2.01285 0.13361
0.32500 0.65947 | 0.65859 1.500 2.25000 0.10540
0.16250 0.65898 0.65881 0.65882 Integral =  0.65886
0.08125 0.65886 0.65882 0.65882 0.65882 Yeni tahmin = 0.65882
n= 2 4 8

3.2.4 Bir veri seti icin Romberg ekstrapolasyonu

Yukarida bilinen bir fonksiyon icin uygulanan Romberg yéntemini, bilinmeyen bir fonksiyona ait
tablolanmis veri noktalari icin de uygulamak mimkindir. Ancak veri noktalarinin esit aralikh
olmasi gerekir. Ayrica fonksiyon bilinmediginde h adim uzunlugunu yariya indirerek ara
noktalarda veri dederi elde etmek mimkin olamayacaktir. Bu bakimdan tahminler bu defa h

dederi ikiye katlanarak yapilacaktir.

Ornek:

Tablodaki veri noktalarini kullanarak x=1.8 ve x=3.4 noktalari arasindaki integral icin

iyilestirilmis bir tahmin yapiniz.

Bu veri daha 6nce trapez kuralinin uygulanmasi icin kullanilmis olup h=0.2 adim uzunluguyla
integral sonucu 23.9944 olarak bulunmustur. h=0.4 ve h=0.8 adim uzunluklari igin kullanilan

veri noktalari ve elde edilen integral sonuglar tabloda verilmistir.

h=0.2 ve h=0.4 adim uzunluklar igin bulunan integral sonuglar kullanilarak daha iyi bir tahmin
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h

X f(x) 0.2 0.4 0.8 h integral 1. Tahmin 2. Tahmin
1.6 4.953 0.2 23.9944 23.9149 23.9147
1.8 6.050 6.050 6.050 6.050 0.4 24.2328 23.9181
2.0 7.389 7.389 0.8 25.1768
2.2 9.025 9.025 9.025
2.4 11.023 11.023
2.6 13.464 13.464 13.464 13.464
2.8 16.445 16.445
3.0 20.086 20.086 20.086
3.2 24.533 24.533
3.4 29.964 29.964 29.964 29.964
3.6 36.598
3.8 | 44.701

integral =| 23.9944 | 24.2328 | 25.1768
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[ (c)s = 23,9944 (22:9944=242325)
| =

a

=23.9149

seklinde ve h=0.4 ve h=0.8 adim uzunluklarn icin bulunan integral sonuglari kullanilarak daha
iyi bir tahmin

j.f(x)dx —24.2328 + (24.2328—25.]768)
22 -1

a

=23.9181

seklinde elde edilir. Bu iki tahmin dederi kullanilarak daha iyi bir tahmin

b
[ £(x)dx = 23.9149+ (23-914;— 23.9181)

a

=23.9147

olarak elde edilebilir.

Verilen tablo degerlerini f(x)=¢€* fonksiyonuna ait oldugu ve integralin tam dederinin 23.9144
oldugu hatirlanirsa, yapilan en son tahminin hesaplanan integral dederlerinden ve ilk tahmini
dederlerden daha dogru oldugu goruldr.

3.2.5 Simpson kurallarn

Trapez ydonteminde fonksiyon lineer polinomlarla temsil edilmektedir. Fonksiyona bir kuadratik
veya kibik interpolasyon polinomuyla yaklasilmasi halinde integrasyonun daha hassas sonug
vermesi beklenir. Simpson kurallari bu hususa dayanmaktadir. Simpson kurallari “1/3 kurali”
ve “3/8 kurali” olarak bilinmektedir.

Simpson’un 1/3 kurali ikinci dereceden Newton-Gregory ileri fark polinomu integre edilerek
elde edilebilir. Esit h araligiyla siralanmis x,, x; ve x> noktalari igin Newton-Gregory formali

£ (x)= 1, +sAY, +S(S2_]) NS,

seklinde olup, x, - x, araliginda integre edilerek

s(s—])

2

X2

Xff(x)dx: j{fo +sAf, +

R R

Azfo}dx

=hﬂfo +sAf, +S(S2_]) Azfo}zs

= i, [s], + o, {%} +hA’f, E—%}

0

=h[2f0 + 24, +§A2f0}=h[2fo +2(f1—f,,)+§(f2—2f1 +f,,)}

If(x)dng[ﬁ)+4f, + /5]
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elde edilir. Interpolasyon polinomunun hatasi integre edilerek Simpson 1/3 kurali icin hata da
] 5 r(4)
Hataz—g—oh f (§), x, <&<x,

seklinde tahmin edilebilir.

Simpson 1/3 kuralinda ardarda (¢ nokta kullaniimasi, ardarda iki serit (zerinde integral
alinmasi olarak da yorumlanabilir. Buna goére bu yontemin uygulanmasi icin integral araliginin
esit aralikli cift sayida alt-bdlgeye ayrilmis olmasi gereklidir.

Simpson’un 3/8 kurali da benzeri sekilde ligiincli dereceden Newton-Gregory ileri fark polinomu
integre edilerek elde edilebilir. Bunun igin ardarda dort noktaya ihtiyac vardir:

ff(x)dxzff;(x)dxz%(fo+3f1+3f2+f3)

Ydéntemin hatasi igin
3 5@
Hata:—%hf (f), X, <& <x

bulunabilir.

Simpson 3/8 kuralinda ardarda doért nokta kullanilmasi, ardarda (¢ serit Uzerinde integral
alinmasi olarak da yorumlanabilir. Buna gbére bu ydntemin uygulanmasi icin de integral
aralidinin esit aralikli iicle béliinebilir sayida alt-bolgeye ayrilmis olmasi gereklidir.

Goruldagu gibi 3/8 kuralinin hatasi 1/3 kuralina gére daha fazladir. Buna ragmen bazi hallerde
3/8 kuralini kullanmak gerekebilir. Sayet veri setindeki serit sayisi gift dedilse ilk bakista 1/3
kuralinin kullanilmasi mimkin degilmis gibi disintlebilir. Oysa integralin uygun bir kismi 3/8
kural ile hesaplanip kalan kisminda 1/3 kurali uygulanabilir.

Ornek:

f(x)=e"‘2 fonksiyonunu x=0.2 ve x=2.6 noktalari arasinda sirasiyla trapez kurali, Simpson 1/3
ve 3/8 kurallariyla integre ediniz. Sonuclari karsilastiriniz.

Asadidaki tabloda ilk Ui¢ sttunda 24 nokta igin x ve f(x) dederleri, dérdincl sttunun el altinda
24 nokta ile trapez kurali kullanilarak hesaplanan integral dederi yer almaktadir. Dérdlinci ve
besinci sttunlarda Simpson 1/3 ve 3/8 kurallariyla hesaplanmis lokal integraller ve situnlarin
en altlarinda da bunlarin toplamlari, yani integral sonuglari yer almaktadir. Daha sonraki
sttunlarda sirasiyla 12, 6 ve 18 nokta ile yapilan benzeri hesaplamalarin sonuglarina yer
verilmistir.

Hesaplamalarin sonuglari ayrica alttaki klglk tabloda 06zetlenmistir. Verilen fonksiyonun
MATLAB ile hesaplanmis gercek dederi 0.68865 olup bu deder kullanilarak elde edilen hata
dederleri de ayni tabloda g6sterilmistir.
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e= 24 serit 12 gerit 6 serit 18 serit
h= 0.1 h= 02 h= 04 h = 0.133333
i X f(x) 1/3 3/8 f(x) 1/3 3/8 f(x) 1/3 3/8 X f(x) 1/3 3/8
0 ]0.20 | 0.96079 0.96079 0.96079 0.2000 | 0.96079
1 1030 | 0.91393 0.3333 | 0.89484
2 1040 | 0.85214 | 0.18229 0.85214 0.4667 | 0.80430 | 0.23753
3 1050 | 0.77880 0.26392 0.6000 | 0.69768 0.33779
4 10.60 | 0.69768 | 0.15550 0.69768 | 0.33780 0.69768 0.7333 | 0.58404 | 0.18574
5 1070 | 0.671263 0.8667 | 0.47184
6 ]0.80 | 052729 | 0.12252 | 0.19639 | 0.52729 0.46032 1.0000 | 0.36788 | 0.12619 | 0.21166
7 10.90 | 0.44486 1.1333 | 0.27680
8 | 1.00 | 0.36788 | 0.08915 0.36788 | 0.21165 0.36788 | 0.54925 1.2667 | 0.20100 | 0.07449
9 | 1.10 | 0.29820 0.12239 1.4000 | 0.14086 0.09711
10 | 7.20 | 0.23693 | 0.05992 0.23693 1.56333 | 0.09526 | 0.03821
11 | 1.30 | 0.18452 1.6667 | 0.06218
12 ]| 1.40 | 0.14086 | 0.03720 | 0.06388 | 0.14086 | 0.09710 | 0.18619 | 0.14086 0.64475 | 1.8000 | 0.03916 | 0.01703 | 0.03262
13 | 1.50 | 0.10540 1.9333 | 0.02381
14 ] 1.60 | 0.07730 | 0.02133 0.07730 2.0667 | 0.01397 | 0.00659
15 | 1.70 | 0.05558 0.02792 2.2000 | 0.00791 0.00802
16 | 1.80 | 0.03916 | 0.01129 0.03916 | 0.03262 0.03916 | 0.12940 2.3333 | 0.00432 | 0.00222
17 | 1.90 | 0.02705 2.4667 | 0.00228
18 | 2.00 | 0.01832 | 0.00552 | 0.01022 | 0.01832 0.03814 2.6000 | 0.00116 | 0.00065 | 0.00144
19 1 2.10 | 0.01216
20 | 2.20 | 0.00791 | 0.00249 0.00791 | 0.00802 0.00791
21| 2.30 | 0.00504 0.00313
22 |1 2.40 | 0.00315 | 0.00104 0.00315
23 | 2.50 | 0.00193
24 1 2.60 | 0.00116 | 0.00040 | 0.00080 | 0.00116 | 0.00144 | 0.00395 | 0.00116 | 0.00959 | 0.04248
integral = | 0.68897 | 0.68865 | 0.68865 | 0.68992 | 0.68863 | 0.68860 | 0.69378 | 0.68824 | 0.68723 | 0.68921 | 0.68865 | 0.68864
Trapez Simpson 1/3 Simpson 3/8
n integral | hata | integral| hata | integral| hata
6 0.69378 | -0.00513 | 0.68824 | 0.00041 | 0.68723 | 0.00142
12 0.68992 | -0.00127 | 0.68863 | 0.00002 | 0.68860 | 0.00005
18 0.68921 | -0.00056 | 0.68865 | 0.00000 | 0.68864 | 0.00001
24 0.68897 | -0.00032 | 0.68865 | 0.00000 | 0.68865 | 0.00000

3.2.6 Integral formiillerinin farkh bir yoldan elde edilmesi

Daha once interpolasyon icin kullanilan “bilinmeyen katsayilarin tayini” yénteminin benzeri
integral icin de kullanilabilir. Burada ydntemi tanitmak igin en basit formiuller ele alinarak x=x;
ve x=x, noktalar arasinda f(x) fonksiyonunun integrali icin sadece f(x;) ve f(x,) fonksiyon
degerlerinin kullanildigi

a

If(x)dsz-f(x1)+B-f(x2)

a

bigiminde bir formil elde edilmeye calisilacaktir. Burada A ve B tayin edilecek olan
katsayilardir.

X1, f(x;) ve x5, f(x,) noktalarindan gegen birinci dereceden bir polinom
flx)=P(x)=ax +b

seklinde tarif edilebilir. Eksen takiminin baslangig noktasi x;=0 (x,=h=Xx>-x;) olacak bicimde
kaydirilirsa islemlerde kolaylik saglanabilir.
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Bu durumda iki farkh hal s6z konusu olabilir:

Birinci hal: Px)=1 —»> b=1, a=0

a h

[P(x)dx = [(1)dx =h=4-P(0)+B-P(h)=4-1+B-1

a 0
Ikinci hal: Px)=x — a=1, b=0
a h hZ
[P(x)dx = [(x)dx == =4 -P(0)+B-P(h)=A4-0+B-h
a 0
Bu iki denklem matris bicimde yazilirsa
117 (4] [ h
0 h||B|] |h’/2
Ikinci denklemden B="h/2
Ik denklemden A+B=h —> A=h-h/2=h/2
N f h
Boylece f ) =217 ) 1)

a

elde edilir. Bu baginti bildigimiz trapez kuralidir.
Ug noktali bir formdil icin x.;=-h, xo=0 ve x;=h noktalar alinir ve bu (i¢ noktadan
P(x)zax2 +bx +c¢

seklinde bir parabollin gectigi varsayilirsa aranan formdal

a

J.f(x)dx =4 -f(x,])+B-f(x0)+C-f(x1)

seklinde olup

Birinci hal:  P(x)=1 —» «c¢c=1, a=b=0
h

[Px)dx = j(l)dx =2h=A4-P(~h)+B-P(0)+C-P(h)=4-1+B-1+C-1

-h

Ikinci hal: PxX)=x —> b=1, a=c=0

[P(x)dx= f(x) dx=0=A-P(~h)+B-P(0)+C-P(h)= A-(~h)+B-(0)+C-(h)

a

Uciincii hal: P(x)=x> —> a=1, b=c=0

[P(x)dx= i(xz)dx:—:A-P(—h)+B-P(0)+C-P(h):A-h2+B-(0)+C-h2
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Bu denklemler matris bigimde yazilirsa

1 1 1 A 2h
-h 0 h |-<B;= 0
o0 h’ C 2h’/3
Ikinci denklemden A=C
Uglincti denklemden A=C=h/3
Ilk denklemden B=4h/3
. b h
Boylece [fl)de =2l )+ 47 (e )+ f(x))]

a

elde edilir. Bu baginti da bildigimiz Simpson 1/3 kuralidir.

3.2.7 Gauss kuadratiiri

Onceki béliimlerde gecen integral formiilleri esit aralikli noktalar igin gecerli idi. Ug terimli, (¢
parametreli en son formilde de esit aralikli noktalardaki fonksiyon degerleri agirlik faktérleriyle
carpilarak integralin elde edilebilecedi gorildi. Ug parametreli bu ¢dézimiin ikinci dereceden bir
polinomun (derecesi parametre sayisindan bir eksik) integraline esdeger oldugu bilinmektedir.

Gauss, esit aralikh belli noktalarda fonksiyon degerlerinin kullanilmasi zorunlulugunun ortadan
kaldiriimasi halinde parametre sayisinin Ugten altiya gikacagi dislincesiyle farkh bir yontem
gelistirmistir. Bu yontemde fonksiyon dedgerlerinin adirlik faktorleri yaninda fonksiyon
dederlerinin hesaplandigi noktalarin x koordinatlari da ilave parametreler olmaktadir.

Alti parametreli bir yaklasim gercekte 5 inci dereceden bir polinomun integraline esdeder olup
daha yiksek mertebeden bir yaklasim anlamina gelmektedir.

Bu prensibe dayanan yéntemler Gauss kuadratir formdilleri olarak bilinmektedir. Bu yontemler,
X in istenilen degerlerinde f(x) fonksiyonunun bulunmasi gerektiginden ancak f(x) fonksiyonun
acik bicimde bilinmesi halinde kullanilabilir.

Burada o6rnek olarak basit halde dort bilinmeyen parametre igeren iki-terimli bir formdl
cikartilacaktir:

jf<z>dt ~af (1) +br(t,)

Yontem Onceki bdlimde izah edilen bilinmeyen parametrelerin tayini ydntemiyle aynidir.
Islemleri basitlestirmek icin baslangic noktasina gore simetrik bir integral arali§i (-1 ile +1
arasinda) alinacak ve integral degiskeni t ile belirtilecektir. Formulasyon 3. dereceden herhangi
bir polinom igin gegerli olacaktir.

1

fle)=r° [tdt=0=at]+bt;
ey
i 2

fe)=¢’ :[ltZdtzgzat12+btj
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1
ft)=t [tdi=0=at, +bt,
-1
1
fle)=1 [dt=2=a+b
i

Uglincl esitligi tlz ile garpip birinciden gikartarak
0="(at? +bt})=t(at, +bt,)=be; —7t,)=bt,(t, -1, )¢, +1,)

Bu esitligin gecerli olabilmesi icin secenekler

t, =—t, - O=at,+bt, - a=>b
2=a+b - a=b=1
2 1
Z=at] +bt; - t, =, =\/:=0.5773
3 3
Boylece

j fe)dt = £(-0.5773)+ £(0.5773)

elde edilir. Bu iki fonksiyon dederinin herhangi bir kiibik polinomun t=-1 ile t=1 arasindaki
integralinde kullanilmasi halinde integralin tam (exact) dederini verecedini gdstermek
mumkundur.

Genel bir kiibik polinom flt)=a,+a,t+a,t’ +a,t’

. 1 1

Integre edilerek If(t)dt = J(ao ta+a,t’ +a,t’)d
21 i

1
a a a
:(aot +71t2 +?2t3 +73t4j
1

=a(,(1+1)+"2—1(1—1)+“?2(1+1)+%(1—1)
:2a0+§a2
elde edilir. Ayni integral yukarida gelistirilen formilasyonla hesaplanirsa
2 3
-1 -1 -1 -1
t)=f|—=|=q,%ta,| = |ta,| = | +ta;| =
r0)=1[Jera( ) F) (T
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(el L8]

.[f(t)dt:w1f(t1)+w2f(t2):+a0+a0+a2§+a2§

-1
=2a, +§a2

seklinde yine ayni sonug elde edilir.

Simdi integral sinirlarinin -1 ve +1 dedil de a ve b gibi oldugu genel bir hal dikkate alinirsa
Gauss kuadratliri parametrelerinden yararlanabilmek icin -1 ve +1 sinir dederlerinin bir
degisken donldstmiuyle a ve b sinir dederlerine donustirilmesi gerekir. Sayet

_(b-ak+b+a dx—(b_a)dt t=-1 —> x=a
- 2 ’ o2 t=+l — x=b
b 1
degisken déniisimi kullanilirsa [fx)dx = (b;a)Jf[(b_a)t2+b+ajdt
a -1
elde edilir.
Ornek:

n/2
1= j sinx dx integralini Gauss kuadrattrlerini kullanarak hesaplayiniz.
0

Iki terimli Gauss formiliiniin kullanilabilmesi icin integral dediskeninin, sinir degerleri -1 ve +1
olacak bigimde donustirilmesi gerekmektedir. Nitekim yukaridaki degisken doéntsimu
uygulanirsa

(b—a)t2+b+a _ (Tc/2—0)t2+n/2+0 =§(z+1)

Boylece verilen integral
n/2 1

I= !sinx dx :gjjsin[g(t +1)} dt

sekline gelir. Gauss formili doéndstlrilmis integralin degerini integrandin t=-1/3 ve
t = 1/+/3 noktalarindaki degerlerinin agirlikli bir toplami olarak verir. Nitekim

n T 1 n(-1++3 ~V3+3
;(t+])22(_E+IJ:;{ 7 ]:[ B Jn=0.10566n

T | I T 1+\/§ \/§+3
Z(t+1)zz(ﬁ+1J=Z( 7 }:( I Jn=0.39434n

M.A. Yiikselen, HM504 Uygulamali Sayisal Yontemler Ders Notlari



B6lim 3- Sayisal tlirev ve integral 3-23

n/2

I= [sinx dx = g[sin(0.10566n)+ sin(0.39434)| = 0.99847
0

elde edilir. Verilen integralin tam degeri

n/2

I = [sinx dx =—cosx]}"* =—[0-1]=1
0
olup Gauss kuadratlra ile yapilan hatanin miktari 0.00153 tdr.
Gauss yonteminin dederi integral icin sadece iki noktada fonksiyon dederinin hesaplanmasinin

yeterli olmasidir. Yine sadece iki noktada fonksiyon dederinin hesaplanmasini gerekli kilan
trapez kurali ile integral hesaplanmis olsaydi

s sin0+sin{n/2}(£

I= [sinx dx = —0j:£:0.7854
) 2 2 4

elde edilirdi. Veya Simpson 1/3 kurali uygulansaydi

n/2

I= [sinx dx =#[sin(0)+ 4sin(n/ 4)+ sin(rc/Z)]:%(0+2.82843+1): 1.00228
0
bulunurdu. Goéruldagu gibi her iki yontemin hatasi da Gauss yénteminden daha fazladir.

Gauss yontemi iki terimden daha fazlasi icin de gelistirilebilir. n adet nokta icin formil genel
olarak

[76)d=3w.1)

seklinde yazilir. Bu formul derecesi 2n-1 ve daha kigik olan polinomlar icin tam (exact) dir.

Yukarida 2-nokta icin izah edilen yéntem n nokta icin genellestirilerek

0, k=135,--2n-1
witlh+w,th +evw th =1 2

" _ k=024,--2n-2
k+1

seklinde 2n denklemli bir denklem sistemi elde edilir. Bu yéntem c¢ok asikar olmakla birlikte
elde edilen denklem sisteminin ¢6zUm{ o kadar basit dedildir. Ancak Legendre polinomlari
kullanarak daha kolay bir yaklasim ortaya koymak midmkundtr.

Verilen bir n dederi icin t; ler n ‘inci dereceden bir Legendre polinomunun kokleridir. Legendre
polinomlari

(n+1)L,,,(x)=(2n+ 1L, (x)+nL, (x)=0

seklinde bir reklrsiyon formiliyle tanimlanmaktadir. Buradan L,(x) igin

Lz(x)z 3xL1(x);]-L0(x) :gxz _é
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elde edilebilecedi gortlmektedir. Ly(x)=0 polinomunun koki +1/3=40.5773 olup bu kdkler
tam olarak iki-terimli formuldeki t degerleridir.

Sonraki polinomlar igin rektirsiyon bagintisindan

3
L3()C)= S5x 2—3x

vb. elde etmek mimkindur.

Legendre polinomlarinin kdkleri, non-lineer denklem kdklerini bulmak icin kullanilan standart
yontemlerle elde edilebilir. Bu kdkler bir kez elde edildikten sonra yukarida iki-noktali Gauss
kuadratlrl igin yazilan denklemlerin benzerleri yazilarak adirlik faktorleri icin kolayhkla
cozilebilir.

Asadidaki tabloda 5 inci dereceye kadar Legendre polinomlarin kokleri yer almaktadir. Bu
katsayilarla 9 uncu dereceye kadar polinomlarin karsihdi olan Gauss kuadratirlerini uygulamak
mimkindir. Tabloda ilgili Gauss kuadratiirlerine ait adirlik faktorleri de sunulmustur.

t w gecerlilik derecesi
2 -0.57735027 1 3
0.57735027 1
3 -0.77459667 0.55555555 5
0.00000000 0.88888889
0.77459667 0.55555555
4 -0.86113631 0.34785485 7
-0.33998104 0.65214515
0.33998104 0.65214515
0.86113631 0.34785485
5 -0.90617985 0.23692689 9
-0.53846931 0.47862867
0.00000000 0.56888889
0.53846931 0.47862867
0.90617985 0.23692689

Burada Legendre polinomlarinin bazi 6zelliklerini 6zetlemekte yarar vardir:

1. Legendre polinomlari ortogonaldir. Yani:

{zO n#m

len(x)Lm (ar=t"0 "o

Bu husus bir cok baska 6nemli fonksiyonlarin da ozelligidir. Ornedin cos(nx), n =0,1,2,...
fonksiyonlari igin de

1 —
[ cos(mx )cos(nx ) dt = {_ 0 nEm
°, >0 n=m

olup, bu durum bu fonksiyonun [0,27] araliinda ortogonal oldugu anlamina gelmektedir.

2. n'inci dereceden herhangi bir polinom Legendre polinomlarinin toplami olarak yazilabilir:

P, (x)::zociLi(x)
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3. L,(x) = 0 polinomunun n adet koki [-1,1] araliinda yer alir.

Bu oOzellikler yardimiyla Gauss kuadratirinin 2n-1 ‘inci ve daha kigik derecedeki polinomlar
icin tam (exact) oldugunu gostermek mimkundur.

Ornek:

Dért terimli Gauss formdlini kullanarak f(x)=e'x2 fonksiyonunu x=0.2 ve x=2.6 noktalar
arasinda integre ediniz. Sonuclari degerlendiriniz.

2.6

Hesaplanacak integral I= J'e"‘z dx
0.2

(b-ak+b+a _(2.6-0.2)+2.6+0.2 _

olup X = 1.2t +1.4
2 2
dr =270 220702 4 gy
2
1 5 4
degisken dénusimu ile I :].ZJ.e"“‘Z””) di=12Y wf(1)
] i=1
elde edilir. Gauss kuadratirintn ilk terimi
t,=-0.86114, w,=0.34785 - f(tl):e*“%w)z =0.87422, w,f(t,)=0.30410
olup, diger terimlere ait hesap sonuclari da asadidaki tabloda verilmistir.
t1=-086114 | w1 = 034785 f1 = 087422 wi1+f1= 030410
t2=-0.33998 | w2 = 065215 f2 = 0.37377 w2+ f2 = 0.24375
ts= 033998 | ws= 065215 f3 = 0.03805 w3+ f3 = 0.02482
t4= 086114 | wa= 034785 f4 = 0.00268 w4+ fa = 0.00093
Integral = 0.68833

Integralin tam sonucu daha dnce 0.68865 olarak verilmisti. Buna gére 4 terimli Gauss formli
ile elde edilen sonuctaki hata 0.00032 olup, Simpson 1/3 formillUyle 6 aralikta ve trapez kurali
ile 18 aralikta elde edilen integral sonuglarindan daha az hatahdir.

Ornek:

y
R=0.4m yaricapli dairenin alanini c¢esitli yéntemlerle
hesaplayiniz.
y
Dairenin denklemi  x’ +y’ =R’
dx X

olup, buradan y=vR’ —x’

R R

S=2[ydc=2[JR*—x’ dx

-R -R

b-a)t+b+a (R—-|-R|)t+R-R
bulunur. Veya x:( ) =( [ ]) =Rt, dx = Rdt

2 2

M.A. Yiikselen, HM504 Uygulamali Sayisal Yontemler Ders Notlari



B6lim 3- Sayisal tlirev ve integral 3-26

1 1
degisken déniisimi ile S=2[VR* =R’ Rdt = 2R’ [N1-¢" dt
—1 -1

elde edilir. Bu integral t ‘nin -1 ile +1 arasindaki esit aralikh 19 dederi kullanilarak trapez,
Simpson 1/3 ve Simpson 3/8 formdlleriyle ayri ayri hesaplanmis olup, sonuclar asadidaki
tabloda sunulmustur.

= 0.40000
S= 0.5026548 h= 0.111111111
i t f(t) Trapez Simpson 1/3 | Simpson 3/8
1 -1.00000 0.00000 0.00000
2 -0.88889 0.45812 0.45812
3 -0.77778 0.62854 0.62854 2.46103
4  -0.66667 0.74536 0.74536 4.00534
5 -0.55556 0.83148 0.83148 4.44144
6  -0.44444 0.89581 0.89581
7 -0.33333 0.94281 0.94281 5.35751 6.87002
8 -0.22222 0.97500 0.97500
9 -0.11111 0.99381 0.99381 5.83660
10  0.00000 1.00000 1.00000 7.84922
11 0.11111 0.99381 0.99381 5.98762
12 0.22222 0.97500 0.97500
13 0.33333 0.94281 0.94281 5.83660 7.84922
14 0.44444 0.89581 0.89581
15  0.55556 0.83148 0.83148 5.35751
16  0.66667 0.74536 0.74536 6.87002
17  0.77778 0.62854 0.62854 4.44144
18  0.88889 0.45812 0.45812
19  1.00000 0.00000 0.00000 2.46103 4.00534
S= 0.49571 0.49992 0.49932
Hata = 0.00695 0.00273 0.00333

Degisik terim sayisiyla Gauss kuadratirleri kullanarak elde edilen sonuclar asadidaki tabloda
yer almaktadir. Ayni tabloda ayrica dairenin sadece pozitif geyreginde

R
S=4I R’ —x? dx
0

seklinde hesaplanmis integral sonuclarina da yer verilmistir. Bu integral

(b—a)t+b+a:(R—O)t+R—0:£(t+]) R
2 2 2 2

degisken dénisimi sonucunda
1 2 1
S =4[ R’ —RT(t+1)2 %dt =R’ [4—-(e+1) dt
1 -1

sekline gelmektedir.
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R = 0.40000
S = 0.502655 -R<x<R 0<x<R
n t w f) w*f(t) S/hata f) w*f (1) S

2 1-0.57735 1.00000 | 0.81650 | 0.81650 | 0.52256 1.95483 1.95483 0.50951

0.57735 1.00000 | 0.81650 | 0.81650 | -0.01990 1.22962 1.22962 -0.00686
3 1-0.77460 0.55556 | 0.63246 | 0.35136 | 0.50932 1.98726 1.10403 0.50497
0.00000 0.88889 | 1.00000 | 0.88889 1.73205 1.563960
0.77460 0.55556 | 0.63246 | 0.35136 | -0.00666 0.92239 0.51244 -0.00232
4 1-0.86114 0.34785 | 0.50837 | 0.17684 | 0.50569 1.99517 0.69403 0.50372
-0.33998 0.65215 | 0.94043 | 0.61330 1.88796 1.23122
0.33998 0.65215 | 0.94043 | 0.61330 1.48474 0.96827
0.86114  0.34785 | 0.50837 | 0.17684 | -0.00303 0.73224 0.25471 -0.00106
5 1-0.90618 0.23693 | 0.42289 | 0.10019 | 0.50429 1.99780 0.47333 0.50323

-0.563847 0.47863 | 0.84265 | 0.40331 1.94602 0.93142
0.00000 0.56889 | 1.00000 | 0.56889 1.73205 0.98534
0.53847 0.47863 | 0.84265 | 0.40331 1.27793 0.61166

0.90618 0.23693 | 0.42289 | 0.10019 | -0.00164 0.60537 0.14343 -0.00057

Goruldagu gibi integral araligi kaglltalince Gauss kuadratlrleri daha iyi sonuclar vermistir.
Buna gore verilen integrali 6nce

S=4Rj R? —x? dx =4Rkj‘\/1—(x/R)2 dx =4R2j 1-x7 dx, X=x/R
0 0 0
seklinde boyutsuz olara yazip, daha sonra da N adet aralikta
S=4R2isj, Sj.:x]:[ﬁd)?
/= X
seklinde yazarak hesaplamaya calisalim.
Y= (b—a)t2+b+a _ e . —xj)r2+xj+, X —mi+n,, m, = xj+,2—xj on = xj+,2+xj

dx =mjdt

;j+[

degisken dontistimi ile S, =m, [ J1=lngen dt=m Ywr(,)
i=1

Xj

elde edilir. Asadidaki tabloda iki- ve Ug-terimli Gauss kuadratirleri kullanilarak 18 aralik
sayisiyla integral hesaplanmistir.
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B6lim 3- Sayisal tlirev ve integral 3-28

R= 040 h= 00444444
S = 0.50265
X mj nj f(t1) f(t2) Sj f(t1) f(t2) f(t3) Sj

7 | 0.00000 | 0.02222 | 0.02222 | 0.99996 | 0.99939 | 0.04443 | 0.99999 | 0.99975 | 0.99922 | 0.04443
2 | 004444 | 002222 | 006667 | 099855 | 099684 | 0.04434 | 099878 | 099778 | 0.99648 | 0.04434
3| oosssg | 002222 | 011111 | 099516 | 099229 | 0.04417 | 099558 | 0.99381 | 099173 | 0.04417
4 | 013333 | 002222 | 015556 | 098976 | 0.98572 | 0.04390 | 099038 | 096783 | 0.98496 | 0.04390
5 | 017778 | 002222 | 0.20000 | 098233 | 097709 | 0.04354 | 098315 | 097980 | 097612 | 0.04354
6 | 022222 | 002222 | 024444 | 097281 | 096634 | 004309 | 097384 | 0.96966 | 096516 | 0.04309
7 | 026667 | 0.02222 | 0.28889 | 0.96114 | 095340 | 0.04255 | 096239 | 095736 | 0.95200 | 0.04255
8 | 031111 | 002222 | 033333 | 094725 | 093817 | 0.04190 | 094872 | 0.94281 | 093655 | 0.04190
9 | 035556 | 0.02222 | 037778 | 093103 | 092056 | 0.04115 | 093273 | 0.92590 | 0.91868 | 0.04115
10 | 040000 | 0.02222 | 0.42202 | 091236 | 0.90041 | 0.04028 | 091431 | 0.90649 | 0.89827 | 0.04028
11| 044444 | 0.02202 | 0.46667 | 0.89108 | 0.87754 | 0.03930 | 089330 | 0.88443 | 087513 | 0.03930
12 | 048889 | 0.02202 | 051111 | 0.86702 | 0.85175 | 003819 | 086952 | 0.85951 | 0.84904 | 0.03819
13| 053333 | 0.02202 | 055556 | 0.83991 | 0.82276 | 0.03695 | 084273 | 083148 | 081972 | 0.03695
14| 057778 | 0.02222 | 0.60000 | 0.80946 | 0.79021 | 0.03555 | 0.81263 | 0.80000 | 0.78680 | 0.03555
15 | 062222 | 0.02202 | 0.64444 | 0.77528 | 0.75365 | 0.03398 | 077883 | 0.76465 | 0.74981 | 0.03398
16 | 0.66667 | 0.02202 | 0.68889 | 0.73685 | 0.71245 | 003221 | 074085 | 072487 | 070811 | 0.03221
17| 071111 | 002222 | 073333 | 0.69345 | 0.66576 | 0.03020 | 0.69798 | 0.67987 | 0.66082 | 0.03020
18 | 0.75556 | 0.12222 | 0.87778 | 059026 | 031725 | 0.11092 | 062189 | 0.47907 | 0.23311 | 0.11010

19 | 1.00000
S= 0.50345 0.50293
Hata= | -0.00080 -0.00028

3.2.8 Cok-kath integraller

Bazi durumlarda iki-kath veya daha gok kath integrallerin sayisal hesabi gerekebilir.
b d d| b
|17t [as [l frtemrar |

c

integralini dikkate alalim. Buradaki integral boélgesi
x=a, x=b, y=c, y=d

dogrulariyla sinirlanmis bir dikdoértgensel bolgedir. Ancak her zaman dikdortgensel boélge
olmayabilir.

Bu tip integraller sayisal olarak hesaplanirken bir dogrultudaki dediskenin sabit degerleri icin
diger dogrultuda integral hesaplanir.

Onceki paragraflarda izah edilen integral yéntemleri cok-kath integrallere kolaylikla adapte
edilebilir. Herhangi bir integral formili bagimsiz degiskenin cesitli dederlerinde hesaplanmis
fonksiyon dederlerinin lineer bir kombinasyonudur. Diger bir deyisle, bir kuadrattr formala
cesitli fonksiyonel dederlerin agirlikh bir toplamidir. Buna gore iki-katli bir integralde icteki
integral distaki integral dediskeninin sabit bir dederi icin fonksiyon degerlerinin adirlikli bir
toplami olarak hesaplanabilir. Bu sekilde hesaplanan toplamlarin daha sonra diger dogrultuda
agirhkh toplamlari hesaplanarak integralin degeri elde edilir.

Sayet bir fonksiyonun dederleri sadece dugum noktalarinda biliniyorsa, hesaplamalar bu
noktalarla kisitli olacaktir. Bu gibi durumlarda Newton-Cotes formilasyonunun kullaniimasi
uygun olur. Cogu zaman bitin dogrultularda ayni formilasyonun kullanilmasi uygun
olmaktadir.

Ornek:

Tabloda verilen fonksiyon degerlerini (x=1.5, x=3.0, y=0.2, y=0.6) koordinatlariyla sinirli
dikdértgensel bélge icinde integre ediniz.
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B6lim 3- Sayisal tlirev ve integral 3-29

Bu 6rnekte y dogrultusunda Simpson 1/3 formult kullanilacaktir. Ancak x dogrultusunda aralik
sayisl c¢ift olmadigindan Simpson 1/3 kullanilamayacak olup, bu dodrultuda trapez kural
kullanilacaktir.

Nitekim y ‘nin sabit 0.2, 0.3, 0.4, 0.5 ve 0.6 dederleri icin x dogrultusunda integraller trapez
kurahyla

S
I, =h,- %

+ f(Z.(),y) + f(2.5,y) +

S0 |«
2

seklinde hesaplanmis olup sonuclar tabloda her bir situnun altinda yer almaktadir. Bu dederler
y dogrultusunda Simpson 1/3 kuraliyla

hy h,
1 :?[10.2 +41,, +10.4]+?[10.4 +41,; +I{).6]

seklinde integre edilmis olup integralin sonucu en sagdaki hiicrede yer almaktadir.

x \ y 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6

0.5 0.165 0.428 0.687 0.942 1.190 1.431

1.0 0.271 0.640 1.003 1.359 1.703 2.035

1.5 0.447 0.990 1.524 2.045 2.549 3.031

2.0 0.738 1.568 2.384 3.177 3.943 4.672 g

2.5 1.216 2.520 3.800 5.044 6.241 7.379 g

3.0 2.005 4.090 6.136 8.122 10.030 11.841

3.5 3.306 6.679 9.986 13.196 16.277 19.198

3.3140 5.0070 6.6523 8.2368 9.7435 2.6446
Simpson 1/3

Bu 6rnekteki integralin gercek analitik ¢ozimi 2.5944 olup elde edilen sayisal ¢6zimin hatasi
blUylktdr. Bunun nedeni x dogrultusundaki adim uzunlugunun buytk olmasidir. Daha yiksek
mertebeden polinomlar kullanarak ¢6zim hassasiyetini arttirmak mimkuandar.

Yukaridaki 6rnek de gostermistir ki cift kath integral agirlikh fonksiyon degerlerinin gift katl bir
toplamina indirgenmistir. Yapilan hesaplamalar asagidaki bicimde gosterebiliriz:

J.f(x,y)dx dy :ivjiwifzj

:A%%[(f11+2f21+2f31+f‘”)

+4(f 42 n+ 2 0+ 1)

+(fis + 2 o5 + 2155+ f15)]

Bu formild sembolik olarak

Ay Ax
2

[rley)d dy ==

~ N N~
A S o A
NORAN RN
A o o KA
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B6lim 3- Sayisal tlirev ve integral 3-30

seklinde de gostermek mimkindir. Burada matris igerisindeki buyulklikler fonksiyon
degerleriyle carpilacak adirlik faktorlerini belirtmektedir. Agdirlik faktorleri birer dogrultudaki
integrallere ait agirhk faktorlerinin kombinasyonudur. Baska Newton-Cotes formilasyonlarinin
kombinasyonlari da benzeri sekilde ifade edilebilir. Bu tip gdsterimler elle hesaplar igin gok
uygun olup, daha yliksek boyutlu integraller icin de uygulanabilir.

Cok katl integraller igin yukaridaki bicimde yapilan dlizenlemeleri bilgisayar programlari igin
daha uygun hale getirmek mimkindir. Bu amagla tek degiskenli bir nimerik integral formalu
ele alinirsa

Daha dénce de goésterilmistir ki bu tip formiller belli derecedeki polinomlar icin tam (exact)
yapilabilir. Yukaridaki formilin s derecesine kadarki polinomlar igin gegerli oldugunu
varsayalim.

Simdi

N'-—.\

11 n n n
jjf X,, z dx dy dz = aaa, (xi,yj,zk)
—1-1

i=1 j=I k=1
seklindeki bir cok kath integral formulini dikkate alalim. Bu formulin x, y ve z dediskenleri
icin yazilmis s derecesine kadarki biatlin polinomlar icin tam (exact) oldugunu gdstermek
istiyoruz. Bu tip polinomlar, «, 8 y blyUklikleri negatif olmayan ve toplamlari s blyukligine

esit veya daha kiiclik tam sayilar olmak lizere x% y” Zz, bicimindeki terimlerin lineer bir
kombinasyonudur.

Sy, z)=xy'z"

fonksiyonu igin integral

I:ﬁj]x VP27 dx dy dz —[jx de[jyﬁ dyJ(jz” dz]

-1

seklinde bir boyutlu integrallerin garpimi haline getirilebilir. Her bir integral adirhk faktorleri ve
fonksiyon dederleri cinsinden yazilarak

z(l_"zlaix?j[Za Y] J(Z“ j

Bu toplamlarin garpiminin aciliminin nasil olacagini daha basit bir hal igin kolaylikla
gobsterebiliriz:

3 2
= (Zuij[zvj) = (”1 tu, + u3)(v1 + Vz)
i=1 =1
3 2
N T D TR A z[zu,v,j
i=1

32

=u,v, tu,v,+u,v, tu,v, +tu,v, +u,v, —ZZMLVJ
i=1 j=1

Buna gore
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n n n

— o, By
I = a,a,a,x;y.z,

1
i=l j=I k=1

elde edilir. Bu badinti goklu integral igin baslangigta Onerilen adirlikli toplam formulinin
gecerligini gostermektedir. Bu formli ic ice ¢ déngl kullanarak bilgisayar icin kolaylikla
programlamak mumkundar. a; agirlik katsayilari herhangi bir nimerik integrasyon formilinden
elde edilebilir.

Ornek:
1 0 1
1 =I J. Jyzexdx dy dz
0 -1 -1

integralini x dogrultusunda (c-terimli Gauss kuadratiirli, y ve z dogrultularinda da iki-terimli
Gauss kuadratiru kullanarak hesaplayiniz.

Oncelikle y ve z igin

(b—a)u+b+a (0—[—]])u+0—] ] ]

= = = — _I g

y > > - y 2(u ), dy Zdu

z=(b a)v+b+a (] 0)v+1+0 N Z:i(v+1), dyzidv
2 2 2 2

degisken donltstimleri yaparak integrali

=iol e

sekline getirelim. Iki- ve lic-noktali Gauss formiilleri sirasiyla

v+1) e“dx du dv

L‘—aN

1

[ 1 (x)dx=(1)f(-0.5774)+(1) £ (0.5774)

-1
1
[ £(x)dx=(5/9) 1 (~0.7746)+(8/9) £ (0)+(5/9) £ (0.7746)
-1
seklinde olup, yukaridaki integral buna gore diizenlenerek
] 2 2 3
:E;;Z'ala'bk u,+1) (v/.—])e
yazilabilir. Burada

a,=a,=1, b=b=5/9, b,=8/9

dir. Buna goére integralin bazi terimleri yazilirsa
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! :é["1'%(—05774”)(—0-5774—l)e‘”""“ +]']'%(—0.5774+1)(—0.5774—])eo
1 1-%(—0.5774 +1)(~0.5774— 1) "7

+1-1%(0.5774+1)(—0.5774—])e0'7746 +1-1%(0.5774+1)(—0.5774—])eo

+1- 1-%(0.5774 +1)(-0.5774 1) "7 ...

Bu integralin sonucu
1=0.58758

olarak, analitik sonucu da

a

I =§(e—e'1) =0.58760

seklinde elde edilebilir.
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