Akiskanlar Mekanigi/Aerodinamik Ders Notlar1
Dr. Selman Nas

1. GIRIS

Gergek akis problemlerini ¢6zmek bilgisayarlarin ortaya ¢ikmasindan evvel oldukga
zor, hatta imkansizdi. Son zamanlarda bilgisayar teknolojisindeki gelismeler bunu bir
nebze miimkiin kilmistir. Gergek akis problemlerinin belirli bir yaklasiklikla ¢oziimii
olay hakkinda bir fikir elde etmek bakimindan 6nemlidir. Akis problemlerini yaklasik
olarak ¢6zmek i¢in kullanilan kabullerden biri de viskoz olmayan akis kabuliidiir.
Viskoz etkilerin cisim yiizeyine yakin bolgede 6nemli olmasi ve sinir tabaka denilen bu
bolgenin ¢ok ince bir bolge olmasi neticesinde elde edilen sonuglar bu bolge disinda
olduk¢a dogru degerler verecektir. Ger¢ek problem hakkinda ¢ogu zaman %90
mertebesinde dogru fikir edinmek bu metodla miimmkiindiir. Diger bir yaklasim ise
akiskanin sikistirllamaz olmasidir. Genelde sivilarin akisinda bu yaklasim oldukca
dogrudur. Hava gibi sikistirilabilir gazlarin hareketinde ise, Mach sayisinin diisiik

degerleri i¢in sikisamaz akigkan kabulii yapilabilir.

Bu durumda viskoz olmayan sikisamaz akimin hareketini incelemek miimkiin olabilir.
Ugiincii  boyuttaki etkilerin ihmal edildigi durumlarda, akim alam iki boyutta
incelenebilir. Boyle bir ¢alisma sonunda mesela, kanat etrafindaki akim i¢in tasima

katsayisini tahmin etmek miimkiindiir.

Bitirme Odevi kapsaminda kendi ders notlarimdan derlenmistir. 1
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FORMULASYON VE TANIMLAR
2.1 Akim cizgileri

Bir akigskan taneciginin hiz vektoriine teget olan egri ailesidir. Hiz vektoriiniin yonii ve
siddeti zamanla degistigi i¢in akim cizgilerinin yonii de zamanla degisebilir. Akim
ozelliklerinin zamanla degismedigi daimi akimlarda akim ¢izgileri ve yoriingeler

Ozdestir.

AN

Akim ¢izgisi {l)(r, t)

Sekil 2.1 Sekil 2.2

—

V, akigkan parcaciginin hiz vektorii ve dr ise akim g¢izgisine teget dogrultudaki

diferansiyel elemanin uzunlugu olmak iizere;

V=ui+v j+wk (2.1)
dr =dx 1 +dy j+dz k (2.2)
seklinde yazilabilir.

Eger hiz vektoriiyle akim ¢izgisi ayn1 yonde ise (paralel iseler) 2.1 ve 2.2 formullerinin

skaler carpiminin sonucunun sifir olacagi agiktir. Yani,

V//dr=VAdr=0. 2.3)

Bitirme Odevi kapsaminda kendi ders notlarimdan derlenmistir. 2
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Ayn1 zamanda hiz zamanin da fonksiyonu oldugundan hizi,

V= V(x,y,z,t) (2.4)

seklinde kisaca ifade edebiliriz. (2.3) denklemini agacak olursak akim cizgilerinin

deklemini

dx dy dz

VAdr=0 > = =
u(x,y,z,t) v(x,y,z,t) w(x,y,z,t)

(2.5)

seklinde elde edilebilir.

2.2 Cevri Vektorii

Cevri akiskan pargaciklarinin kendi eksenleri etrafinda donmelerinin bir 6l¢iisiidiir.

Hiz vektoriiniin rotosyeline ¢evri vektorii denir.

{

N

JI=rotV=V AV (2.6)

seklinde ifade edilebilir. Burada hizla ¢evri vektoriiniin birbirine dik olcagi agiktir.

Acisal hiz ,
- 1 -
o=—rotV 2.7)
2
olarak tanimlandigindan ¢evri vektoriinii,

I=20 (2.8)

seklinde yazmak miimkiindiir.

Bitirme Odevi kapsaminda kendi ders notlarimdan derlenmistir. 3
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Ll

e |-y

+3.j+ 3.k 2.9)

< Qo=
2 Qo=
I
(]

Yukaridaki ifadede yer alan bilesenler sirasiyla,

ow Ov
S, =———=3,(X,y,z,t) =2w
T o2 (X, y,2,1)
~ _Ou ow _ _
yzg_a_xz‘sy(XJY’Z)t)zzwy
SZ:a—v—@zﬁz(x,y,z,t)=2wZ
0x 0Oy

olarak verilir.

Diizlemsel harekette,

u=u(x,y,zt), v=v(x,y,z,t), w=0

olmasindan dolay1

Iy =3y =0, 3, #0 ifadesine varilir.

Yani, ¢evri vektoriiniin sadece z yoniindeki bileseni sifirdan farklidir.

2.3 Cevri Cizgileri

Bir t anindaki ¢evri vektorlerine teget olan egrilere gevri ¢izgileri denir. Akim

cizgileri ve ¢evri ¢izgileri birbiri ne diktir.

Bitirme Odevi kapsaminda kendi ders notlarimdan derlenmistir.
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Cevri ¢izgisi

Sekil 2.3

Eger cevri cizgileriyle cevri vektorleri aymi yonlii ise (yani paralel ise) skaler

carpimlarinin sifir olmasi gerektiginden,

- -

3//dr=3Adr=0 (2.10)
sonucu elde edilir. Buradan hareketle ¢evri ¢izgilerinin denklemi

dx _ dy _ dz @2.11)

- - -

Sx(Xa yazat) Sy(Xa y;Zat) SZ(X, Yazat)

olarak elde edilebilir.
2.4 Dolasim (Sirkiilasyon)

Kapal1 bir C egrisi boyunca sirkiilasyon,

C_r
di
V

Sekil 2.4

Bitirme Odevi kapsaminda kendi ders notlarimdan derlenmistir. 5
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r= §V dl (2.12)
C

formiiliiyle tanimlanir. dl kapali egri lizerinde diferansiyel uzunluk vektoriidiir.

2.5 Kelvin teoremi

Yogunlugun sabit kaldigi veya sadece basinca bagli oldugu miikemmel bir akista

dolasim (sirkiilasyon ) sabit kalir. Yani,

DI

—=0 2.13
Dt (2.13)

dolagimin zamana gore tiirevi sifirdir. Kelvin teoreminden hareketle baslangicta
potansiyel olan bir akim daima potansiyel kalir. Siirtlinmesiz ve izentropik akimda ¢evri
ortaya ¢ikmaz. Ciinkii, tiim akimlarin durma halinden veya diiz akim halinden basladig1
diisiiniiliirse, bu akimlarin baslangi¢ sikiilasyonu sifirdir ve sifir kalir.

2.6 Korunum Denklemleri

2.6.1 Kiitlenin korunumu

Bir akigkan hareketinde segilen, bir kontrol hacminde birim zamanda biriken kiitle

miktari,

Mbiriken = M giren — M ¢ikan (2 14)

seklinde ifade edilebilir. Eger hareket daimi ve sikisamaz ise,

Mbiriken = 0 (2.15)

olacaktir. Bunun sonucunda,

Bitirme Odevi kapsaminda kendi ders notlarimdan derlenmistir. 6
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M giren = M¢ikan (216)
seklinde ifade edebiliriz. (3.3) formiiliinii agacak olursak,

o, opw) , V) _,

ot ox dy @17

(3.4) denklemini elde edebiliriz. Burada p yogunluk , u ve v kartezyen koordinatlardaki

hiz bilisenleridir. (3.4) formiiliini,

@+u8_p+v@+p@+p8_vzo (2.18)

ot ox dy ox oy

seklinde yazabiliriz. (3.5) denklemini ise,

Dp O

—+pdivV =0 2.19
o P (2.19)

olarak kisaca ifade etmek miimkiindiir.
Sikisamaz akiskan demek, yogunlugun toplam tlirevinin sifir olmasi, yani akiskan

tanecigi takip edildiginde yogunlugun degismemesi demektir. Dolayisiyla

Dp_

o (2.20)

olur. (3.6) denkleminin sonucu olarak,

pV.V=0 2.21)

elde edilir. Bu denklemde p # 0 olacagindan,

<
<\l
I
()

(2.22)

Bitirme Odevi kapsaminda kendi ders notlarimdan derlenmistir. 7
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elde edilir. Ve sureklik denklemi adi verilir.
2.6.3 Momentumun korunumu

Akim alaninda basingla hizlar arasindaki iliskiyi newton’un ikinci kanunu, yani
hareketin korunumu kanunu yardimiyla elde edebiliriz.
Daimi akimda, bir kontrol hacmi alip bu kontrol hacminin yiizeyleri arasindaki

momentumun birim zamanda degisimini incelersek,
Momentum akist (i¢eri- disart)y +2_fy = momentumun 4 degisimi (2.23)

(3.4) formiiliinii acacak olursak en genel halde,

—

p%z—Vp+p f+ V2V (2.24)

momentumun korunumu denklemini elde edebiliriz. Burada f;, birim kiitleye etkiyen

hacim kuvveti, u ise viskozite katsayisidir.
2.6.3 Enerjinin Korunumu

Bir akim alaninda alinan kontrol hacminin enerji miktarinin zamanla degisimini,

Enerji akisiiceri-disan)t0 q (iceri-disar) 7O W (iceri-disary = €N€rj1 miktarinin zamanla  2.25)
degisimi

seklinde ifade etmek miimkiindiir. Bu ifade de q kontrol hacmine birim zamanda giren

1s1 miktarini, w ise kontrol hacmine giren akigskanin birim zaman da yapmis oldugu isi

ifade eder. Bu denklemi agacak olursak enerji denklemini,

pB—Tz%+kV2T LD (2.26)

Bitirme Odevi kapsaminda kendi ders notlarimdan derlenmistir. 8
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seklinde yazabiliriz. Burada h, entalpi, T ise sicakliktir. @ ise disipasyon terimidir.

Mekanik enerjinin 1s1 enerjisine doniisiimiinii ifade eder.
2.7 Sikisamaz miitkemmel akiskan hareketi

Sikisamaz miikemmel akiskan hareketini viskoz etkilerin sifir oldugu ve yogunlugun

sabit oldugu akimlarda yapabiliriz. Yani,

Dp_,

-0
H Dt

kabulleriyle korunum denklemlerini ¢ozerek sikismaz miikemmel akiskani

inceleyebiliriz. Bu kabullerle siireklilik denklemi,
V.V=0
ve momentum denklemi,

N

bV _lypit (2.27)
Dt Yo,

olarak yazilabilir. Bu denklemleri verilen sinir sartlart icin ¢dzersek (sayisal olarak)

ilgili hiz alanin1 ve basing¢ dagilimini buluruz. Bu ifadede ¢evri vektori,

N

I=0 veya % #0

olabilir.

2.8 Potansiyel (Cevirisiz) Hareket

Kelvin teoremine gore baslangicta potansiyel olan bir akis daima potansiyel kalir. Her

akim alani diiz bir akis alanindan veya duran bir akistan basladigina gore, bu hallerde

cevri vektorii sifirdir. Dolayisiyla sonraki zamanlarda ¢evri vektort,

Bitirme Odevi kapsaminda kendi ders notlarimdan derlenmistir. 9
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3I=0
olacaktir.
V=Vo

olarak kabul edelim. Burada ¢ potansiyel fonksiyondur.

I=VxV

oldugu i¢in,

FE

ﬁx(vq)):% % %:o (2.28)
% o 2%
ox 0y 0z

olarak yazabiliriz. V hiz vektoriiniin  bu segimi cevirisiz hareketi otomatik olarak

saglar.
u=@ , V=@ , w=@ (2.29)
10)'¢ oy 0z

bu kabullerimizi siireklilik denklemin de yerine koyalim

2 2 2
0 (l) + 0 (21) + 0 j) =0 — V?¢ =0 (Laplace denklemi) (2.30)
x> oy’ oz

elde ederiz.Laplace denkleminin verilen sinir sartlari i¢in ¢6zimii hizlar alanini verir.

Bu hiz alanin1 kullanarak Momentum denklemi yardimiyla basing dagilimini buluruz.

Bitirme Odevi kapsaminda kendi ders notlarimdan derlenmistir. 10
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2.9 Akim Fonksiyonu

Sikisamaz akis ve diizlemsel hareket kabulu ile u ve v hizlarnin asagidaki gibi kabulii

stireklilik denklemini saglar.

v v 2.31)

bu kabulii siireklilik denkleminde yerine yazarsak,

., N_ (siireklilik denklemi)

ox Oy

2 2
c’?w_awzo (2.32)
O0x0y  Ox0y

elde edilir. Burada y akim fonksiyonudur. Ve y = y(X,y, z) = sabit egrileri belirli bir t

anindaki akim c¢izgileri denklemini verir. Potansiyel akimda {igiincii biiyuttaki

sirkiilasyon sifir olacagindan dolay1,

Szza—v—a—u:O (2.33)
ox Oy

denklemde yerine yazarak,

0 0 0 0’ 0’
- EhH=-CF+ =0
ox~ Oy ox> oy

_ 0
3, =—(—
. ax(

Viy =0 (2.34)

seklinde ifade edebiliriz. Ve potansiyel fonksiyonla birlestirirsek,

Bitirme Odevi kapsaminda kendi ders notlarimdan derlenmistir. 11
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Vi=Viy=0
\_Y_/ ——

Ikiveiic  Sadece
boyutta iki boyutta
gecerli gegerli

(2.35)

olarak yazmak miimkiindiir. Iki ~ boyutlu harekette bir t anindaki akimda Laplace

denklemi lineer bir denklemdir. Bu ylizden akim veya potansiyel fonksiyonlarinin

¢ozlimleri toplanabilir.

Vi, =0
Vi, =0

2.10 Silindirik koordinatlarda akim fonksiyonu:

r
0

Sekil 2.5

q: silindirik koordinatlarda hiz olarak verilirse, tegetsel

bilesenlerinin sekindeki gibi se¢imi

_loy
4= 20
__ oy
9o or

stireklilik denklemi kendiliginden saglanir.

Bitirme Odevi kapsaminda kendi ders notlarimdan derlenmistir.

} Vi(y, +y,)=0=Vy, +V’y, (siiperpozisyon)

(2.36)

ve radyal yondeki hiz

(2.37)

(2.38)

12
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Siireklilik denklemi: V-q =0 olarak verildiginden

divc]:lg(rqr)+ 0 (2.39)
ror

seklinde yazilabilir.

2.11 Silindirik Koordinatlarda Potansiyel Hareket

q=Vé (2.40)
c_1d¢

b= (2.41)
q -2 (2.42)

Tegetsel ve radyal hiz bilesenleri yukaridaki gibi segilirse 3-0 olma sart1
kendiliginden saglanmig olur.

Silindirik koordinatlarda,

vo=0e 1ol (2.43)
or r 00

seklinde verilir. Laplace denkleminin ¢6ziimii, verilen sinir sartlar1 i¢in niimerik olarak
¢oziimli miimkiin olsada, her problem i¢in yeniden yazilmaldir. Bir bagka yontem ise
laplace denklemini saglayan analitik y fonksiyonlarmin grafigini ¢izmek ve akim

cizgilerinin pratikte anlami olan bir akimi verip vermedigini gérmektir.

Bitirme Odevi kapsaminda kendi ders notlarimdan derlenmistir. 13
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3. TEMEL V’y =0 COZUMLERI

Bir¢ok karmagik akim 4 farkli akisin toplami olarak elde edilebilir. Bunlar Diiz akim,

Kaynak veya Kuyu, Duble ve Noktasal girdaptir.

3.1 DUZ AKIM:

Diiz akimin sadece x 6niinde oldugunu varsayarsak (Sekil 3.1)

u=U ( her yerde)

Sekil 3.1

Yatay yondeki hiz bileseni,

olarak verildiginden bu ifadeyi integre edersek,
y = Uy + f(x) (3.1

ifadesini elde ederiz. Aym1 zamanda diisey yondeki hizin da tiirevi akim fonksiyonunu

vereceginden,
v P )20 f(x)=C
0x

Bitirme Odevi kapsaminda kendi ders notlarimdan derlenmistir. 14
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(3.1) ifadesindeki f(x) fonksiyonun sabit bir deger (C) oldugunu anlariz. Ve akim

fonksiyonunu,
y=Uy+C (3.2)

seklinde yazmak miimkiindiir.

Potansiyel fonksiyonuda ayni sekilde,

u=@=U
ox

olarak verildiginden
¢ =Ux +f(x)

integre ederek elde edilir. Diisey hiz bilesenin tlirevide potansiyel fonksiyona esit

oldugundan

V:%:f'(X)ZOQf(X):C

¢=Ux+C (3.3)

olarak akim ve potansiyel fonksiyolar1 diiz akis i¢cin buluruz. Hiz alan1  ’nin
tirevinden elde edildigi i¢in C’nin degeri 6nemli degildir. Genelde bu sabit, durma
noktasindan (hizin tiim bilesenlerinin sifir oldugu nokta) gecen akim ¢izgisi i¢in y = 0
olacak sekilde segilir. Diiz akista durma noktas1 yoktur.

x ve y ’yi kutupsal koordinatlarda yazacak olursak , diiz akim i¢in akim ve potansiyel

fonsiyonlari,

y=Uy+C=Ursin6+C (3.4)

Bitirme Odevi kapsaminda kendi ders notlarimdan derlenmistir. 15
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$=Ux+C=Urcos0+C 3.5)

olarak yazilabilir.

= sbt
\ ;Vgrileri y = sbt ve ¢ =sbt egrileri birbirine diktir.

G J
'

¢ = sabit egrileri

Seki 3.2

3.2 Kaynak veya Kuyu
Kaynak akimi bir noktadan radyal dogrultuda ¢ikan akim cizgilerinin olusturdugu

hayali bir akim seklidir (Seki 3.3). Kaynak akiminin debisi sabit olup m ile belirtilirse,

akim alaninda tegetsel yondeki hiz bilesenin bulunmadigini hatirlayarak,

q, #0

Aqy=0

¢ = sabit egrileri

( ) o > V= sabit dogrulart

Y

Sekil 3.3 Mekezde kaynak akimi

Bitirme Odevi kapsaminda kendi ders notlarimdan derlenmistir. 16
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r yarigapinda ve birim derinlilikten birim zamanda gecen debiyi yazarsak,

m = debi = q, (2xr.1) (3.6)

3. bovutta birim uzunluk

silindirik koordinatlada radyal yondeki hiz1 akim fonksiyonu cinsinden,

_m _loy
I S

olarak verildiginden integre ederek,
W =—0+F(r) (3.7)
2n

ayni zamanda akim fonksiyonu,

_ oy
do = or

olarak tanimlandigindan,

oy .
—=F(r)=0
o (r)
buradan F(r)’nin sabit oldugu sonucuna variriz. Ve kaynak i¢in akim fonksiyonunu,

w:%ew (3.10)

seklinde ifade edilebilir. Burada m kaynak siddeti, C ise sabit bir sayidir. Hiz alalar1

v 'nin tlirevinden elde edildiginden degerinin ne oldugunun énemi yoktur. Kaynak i¢in

potansiyel fonksiyonu bulmaya calisalim. Bunun i¢in radyal yondeki hiz tanimindan

yararlanirsak,

Bitirme Odevi kapsaminda kendi ders notlarimdan derlenmistir.
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m _ %

2@ or

T

olarak yazilabilir. Ve integre edilerek,
0= nr + F(0) (3.11)
21

bulunur. F(0)’y1 bulmak icin tegetsel hizin potansiyel tanimindan yararlanirsak,

- a(l)
o 0

olarak tanimlandig1 i¢in

9 _ gy -
5 =F©=0

olacagindan kaynak i¢in potansiyel fonksiyonu,

¢=%lnr+c (3.12)
seklinde elde edilir.

m >0 halinde (3.10) ve (3.12) formulleri baslangi¢c noktasindaki kaynagi, m <0

olmasi halinde baslangi¢ noktasindaki kuyuyu temsil eden formiillerdir.

Bitirme Odevi kapsaminda kendi ders notlarimdan derlenmistir. 18
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Y %0
qo =0
¢ = sabit egrileri

o
h \_> y = sabit dogrulari

Y

Sekil 3.4 merkezde kuyu

3.3 DUBLE

Baslangi¢c noktasinda yer alan p siddetindeki ve ekseni reel eksenle O agisi yapmis
duble, bu eksen iizerinde simetrik konumda yer alan esit siddetteki bir kaynakla, bir

kuyunun birbirine ¢ok yaklastirilmasi siiretiyle elde edilebilir.

K =2ma (3.13)

duble = lim(kanak + kuyu)

(1 =2ma — sonlu) duble elde edilir.
2a—0

(kuyu)
Sekil 3.5 merkeze a mesafedeki kaynak ve kuyu

Bitirme Odevi kapsaminda kendi ders notlarimdan derlenmistir.
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y

\/
Sekil 3.6 merkezde yatay eksenle 0
acis1 yapmis duble

Duble i¢in akim ve potansiyel fonksiyonlari,

p xcosO+ysind

Y= 2_n . (3.14)
xsin® —ycosO

o= % : Y (3.15)

olarak ifade edebilir.

3.4 VORTEKS (NOKTASAL GIRDAP)
Baslangi¢c noktasinda yer alan sabit sirkiilasyonlu bir noktasal girdabin olusturdugu
akim alannda radyal hizlar sifir olup, akim ¢igileri es merkezli dairelerden

ibarettir(Sekil 3.7). Sikiilasyonun degeri I" ve saat ibrelerine zit yon pozitif olmak

lizere,

I'=q,2nr

Bitirme Odevi kapsaminda kendi ders notlarimdan derlenmistir. 20
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(3.16)
ve buradan tegetsel hiz i¢in
- oy T
—_ Y- 3.17
de o 2mr ( )

yazmak miimkiindiir. Kaynak icin yapilana benzer sekilde polar koordinatlarda q, ve q,

hiz bilesenlerini ¢ ve y fonksiyaonlarina baglayan bagintilardan integral alarak

\|1=—2F—nlnr+C (3.18)
(I):zr—nG+C (3.20)

potansiyel ve akim fonksiyonunu elde edebiliriz.

Ay
qe#0 4, =0

Sekil 3.7 noktasal girdap

5
Daire iizerindeki birim dluzunlugunu,

dl=rdo.c, =ds.c, (3.21)

seklinde yazarsak, sirkiilasyonu,

Bitirme Odevi kapsaminda kendi ders notlarimdan derlenmistir. 21



Akiskanlar Mekanigi/Aerodinamik Ders Notlar1
Dr. Selman Nas

- - 2n
r=§le=j£q(,rde=§L rdeszdesznzr (3.22)
. o v 2mr ) 2T 2n

seklinde bulabiliriz. Demek ki kapali bir C egrisi lizerinde sirkiilasyon sabit

kalmaktadir.
Merkezi igine almayan herhangi bir egri lizerinde hesaplanan dolagim sifirdir. Bir ¢cok

karmasik akim, basit tekilliklerin ve diiz akimin siiperpozisyonu ile elde edilebilir.

Ornek:

Cisim elde edilir

kaynaklar kuyular

Sekil 3.8: Degisik akim alanlarinin birlesimiyle cisim elde edilmesi

Girdap hareketinin girdap merkezi hari¢ olmak iizere neden ¢evrisiz olduguna bakalim.
Birbirine dik akiskan kolonlar1 diisiinelim.(sekil 3.9) dt zaman sonra bu kolonlar da,

pozisyonunda sekildeki gibi olacaklardir.

3da1 e
| L

i T Pl<—
' dr
Sekil 3.9

Once diisey akiskan kolonunu diisiinelim.

dar, = 308 (4o, = q, dt = ds) (3.23)
T
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da, =9$=%dt (3.24)
rr T

Sonra yatay akiskan kolonunu diisiinelim.

+d g
Qo ™o
! : d ' I" ::::"‘~~\r> da,<0
dr — -
Sekil 3.10
drde, —dq,dt=ds —  do, = 390 gt (3.25)

dr

l da, do, 1,c ¢
- F2)y (=) =0 3.26
Y0 a2 ) 20

I'= .[2w.ds ds= alan
yiizey w=c¢evri vektorii

Noktasal girdap hareketinde biitiin ¢evri merkez noktasin da konsantre olmustur. O
noktas1 disinda akim ¢evrisizdir. O’yu disarida birakan C kapali egrisi iizerinde dolasim

stfirdir. Bunu Sekil 3.11 iizerinde gosterelim.

| |

Sekil 3.11
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> > T
r, = iql.dlz iErIdG =T

I'e=T¢ + qi.c?l+ e + qigl =T +1¢

0N 0
r
= r,.2m+ r;.(-2m) =0
2mr, Iy
[.=I'-T'=0

Ornegin cevrili ( potansiyel olmayan ) harekette yatay ve akiskan siitunlarin1 dt zaman
sonra incelersek, bu kolonlarin ag¢1 ortaylarmin dondigini goririz (Sekil 3.12).

Buradan bu akigkan hareketinde ¢evrinin var oldugu sonucuna variriz.

cksenler
" doniiyor \

Sekil 3.12

4. KOMPLEKS POTANSIYEL VE KOMPLEKS ESLENIK HIZ

Bir analitik fonksiyonun reel ve imajiner kisimlar1 ayri1 ayri laplace denklemini
saglar. Bir potansiyel akim alaninda potansiyel ve akim fonksiyonlar1 harmonik
fonksiyon oldular1 ve
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__ov_0%
X _8y

seklindeki Cauchy-Riemann sartlarint sagladiklari bilinir. O halde bu iki fonksiyonu

F(z,t) = ¢(z,t) +iy(z,1) (4.1)
seklinde verilen bir analitik fonksiyonun reel ve imajiner kisimlar1 olarak yazmak
miimkiindiir. Bu analitik fonksiyon kompleks potansiyel olarak adlandirilir.

Kompleks potnasiyelin z’ye gore tiirevi x yoniinden yaklagirsak;

aF_ap 0w

1 4.2
0z 0x  0x “2)
y yoniinden yaklasirsak;
? = —i% + %V (4.3)
Z

seklinde yazilabilir. Veya u ve v kartezyen koordinatlarda hiz bilesenleri olmak iizere

L S (4.3)
ox Ox
oldugunu hatirlarsak
w(z,t)=a—F=u—iV (4.4)
0z

olarak yazilabilir. Bu son ifadedeki w, akim alaninin herhangi bir noktasindaki u ve v

hiz bilesenlerinin

w(z,t)=u—-1iv (4.5)
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seklinde kompleks bir ifadenin eslenigi olup, kompleks eslenik hiz adim adi verilir. O
halde, herhangi bir F(z) analitik fonksiyonu bir potansiyel alani temsil eder.
Fonksiyonun z ’e gore tiirevi ise bu akim alan1 i¢indeki hizlar1 tanimlamaya yeterlidir.

Daha evvel gordiigiimiiz temel ¢oziimlerin kompleks fonksiyonlarini elde edelim.

4.1 Diiz Akis

Sekil 4.1: Diiz akim

x ekseni ile a acist yapan U_ hizindaki uniform paralel akmi goz oniine alalim. Reel

ve imajiner eksenler dogrultusundaki hiz bilesenleri u ve v olmak tizere

W00 v 0 ow
ox oy’ dy  ox

bagintilar1 yazilabilir. Diger taraftan kompleks potansiyelini,
F(2) = ¢(z,t) +1y(z,1)

sekinde tanimlandigi hatirlanirsa, hiz bilesenleri i¢in verilen bagintilardan integre

edilerek ¢ ve y degerleri bulunur ve kompleks fonksiyonda yerine yazilirsa,

F(z) = (ux + vy) +i(uy — vx) = (u —iv)(X +1y) (4.6)
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elde edilir. Bu bagintidan da,

Z=X+1y u=U _coso v=U_sina 4.7)

oldugu hatirlanarak

F(z,t)=U_ze™ (4.8)

elde edilebilir. Komleks hiz da tiirev alinarak,

w=U_¢e™ (4.9)

seklinde bulunur. o 'nin ¢esitli degerleri i¢in 6zel olarak reel ve imajiner eksene paralel

akim tipleri elde edilebilir.

a=0 m oa=r
F(z)=U,z *=3 F(z)=-U,z
W(z)=U,_ F(z)=-iU _z W(z)=-U,
W(z)=-1U
y Ay Ay

B B U,

- — U =

T T == =

DI
_

Sekil 4.2 Degisik yonde liniform-paralel akimlar
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4.2 Kaynak veya Kuyu:

a-) Merkezde

v

Sekil 4.3: Merkezde kaynak

Kartezyen koordinatlarda akim ve potansiyel fonksiyonlari,

m
=—1Inr+C
¢ 27
m
=—06+C
v 27

olarak elde etmistik. Bu iki fonksiyonu birlestirerek kompleks potansiyel fonksiyonu
F(z) = b(z,t) + iw(z, t) = —(Int +10) = > Inre® (4.10)
2n 2n

Ve ayrica

oldugunu hatirlarsak

F(z):%lnz (4.11)

Bitirme Odevi kapsaminda kendi ders notlarimdan derlenmistir.
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seklinde ifade edilir. Kompleks eslenik hiz da bu bagintidan tiirev alinarak,

m
w(z)=—
=) 2nz

seklinde elde edilir.

b-) z=1zy da kaynak

(4.12)

z diizleminin baslangi¢ noktas: disindaki herhangi bir z, noktasindaki bir kaynak veya

kuyunun yarattig1 akima ait komplex potansiyel fonksiyonu ve komplex eslenik hizi

yukaridaki bagintilardan bir eksen kaydirilmasi yoluyla elde edilebilir. Bu amacla

z,noktasini baslangic noktasi kabul eden ve eksenleri z diizleminin eksenlerine paralel

olan yeni bir z,(x,,1y,) kompleks diizlemi g6z oniine alinirsa ( Sekil 4.4 ), ele alian

kaynak bu yeni diizlemin baslangi¢c noktasinda yer aldigindan, kompleks potansiyel

fonksiyonu kolaylikla
m
F(z,) = P Inz,

seklinde yazabiliriz. Ayrica her iki diizlem arasinda
z,=2-2,
bagintis1 yazilarak kompleks potansiyel

F(z) =2—“Tlcln(z—z0)

seklinde ve kopmlex eslenik hiz da, yine tiirev alinarak,

m

MO =z

Bitirme Odevi kapsaminda kendi ders notlarimdan derlenmistir.
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seklinde bulunur. 4

1y

X1

v

v

Sekil 4.4 Merkez disinda bir kaynak

Yukarida ¢ikartilan bu formiiller, m > 0 halinde kaynagi, m <0 olmasi halinde de

kuyuyu temsil etmektedir.
4.3 Noktasal Girdap

Kartezyen koordinatlarda akim ve potansiyel fonksiyon i¢in

y/:—Llnr+C
2

r
=—6+C
¢ 2

bagintilar1 elde etmistik. Bu bagintilar birlestirerek kompleks potansiyel fonksiyonu

F(2)=¢(z,t) +ip(z,1) = L(e+ ilnr) = —i—rln re’ (4.17)
27 27
F(z)= _i_Fan (4.18)
2
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seklinde elde edilir. Tiirev alarak kompleks eslenik hiz1 da

w(z) :_E (4.19)

seklinde buluruz.

Sekil 4.5 noktasal girdap

z diizleminin herhangi bir zy noktasindaki girdap (Sekil 4.5), yine kaynak hareketine

benzer sekilde bir eksen kaydiririlmastyla
ir

F(z)=——In(z-2,) (4.20)
2r

seklinde ifade edilir. I" < 0 olmasi saat yoOniindeki bir girdabi temsil eder.

A lyl

ly

X1

v

Sekil 4.6: z, noktasinda girdap
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4.4 Baslangi¢c Noktasinda Duble

Daha o6ncede belirttigimiz gibi duble birbirne esit siddetteki kaynak ve kuyunun bir
birine ¢ok yaklastirilmasi ile elde ediliyordu. Soyle ki; Sekil 4.7°de goriildiigii gibi
sirastyla

1

i(7+0) —

z, = ae —ae'’, z, = ae

noktalarinda yer alan m siddetindeki bir kaynakla, yine aynmi siddetteki bir kuyu,

aralarindaki uzaklikla siddetlerinin ¢arpimi

4 =2ma (4.21)

seklinde dublenin siddetini verecek ve sabit kalacak sekilde tutulurken, bir birine
yaklagtirilirlar, ve limitte 2a — 0 oldugunda duble elde edilir. Bu amagla kaynak ve

kuyunun kompleks potaniyel fonksiyonlari

Duble ekseni

X
( Kaynak )
Sekil 4.7: kaynak + kuyu akimi1
F(2)=inz-2,)= " ln(z +ae) (4.22)
27 2
F ()= n(z—2,) =~ In(z - ae') (4.23)
2 2

seklinde yazilarak birlestirilirse,
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\

Sekil 4.8: Merkezde 0 acil1 duble

F(2)= F,(2)+ F,(2) = %[m(z +ae’)—In(z—ae”)] (4.24)

veya m = 2i yazilarak limit alinirsa
a

0y _ PN
F(2) =ﬂlim [ln(z+ae )—In(z —ae )]:9
477 220 a 0

oldugu goriiliir. Belirsizligi gidermek ic¢in ifadenin pay ve paydasinin ayri ayri a’ya

gore tiirevleri alinarak Hospital kurali uygulanirsa,

eid _el?

io i0 i0
F(z)zﬂlim z+ae'” z-—ae"’ _ /€ (4.25)
47 220 1 27z

elde edilir. Kompleks eslenik hizda tiirev alinarak,

Bitirme Odevi kapsaminda kendi ders notlarimdan derlenmistir. 33



Akiskanlar Mekanigi/Aerodinamik Ders Notlar1
Dr. Selman Nas

(4.26)

w(z) = 27z?

seklinde bulunur. 0’nin c¢esitli degerleri segilerek dublenin ekseni istenildigi gibi

dondiiriilebilir. Ornegin 0 = 0 igin reel eksene paralel olan bir duble, 6 = 7/2 igin

imajiner eksene paralel bir duble elde edilir.

Herhangi bir z, noktasinda yer alan dublenin (Sekil 4.9) kompleks potansiyeli yine

eksen kaydirma yoluyla A
1y

e " )9

"0 1)

Z

seklinde bulunabilir. X

Sekil 4.9 z, noktasinda duble

Bitirme Odevi kapsaminda kendi ders notlarimdan derlenmistir.
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