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» Integral ile Sentroidin Belirlenmesi

e Pappus-Guldinus Teoremleri

* Kirislerde Yayili Yikler

» Uc¢ Boyutlu Cisimlerin Agirlik Merkezi: Hacimin Sentroidi
 Belirli Sekillerin Sentroidi

« Uc Boyutlu Bilesik Cisimler



Giris

e Diinya, cisimi olusturan her parcaciga yercekimi kuvveti
uygular. Bu kuvvetler tek bir bileske kuvvete donustiiriilebilir.
Bu kuvvet cisimin agirligidir ve cisimin agirlik merkezine etkir.

e Bir alanin sentroidi bir cisimin agirlik merkezinin benzeridir.
Sentroidin yeri alanin birinci momenti kavrama ile belirlenir.

« Uc boyutlu donel simetrik cisimlerin yiizey alanlarinin ve
hacimlerinin  hesaplanmasinda  Pappus-Guldinus  teoremi
kullanilir.



Iki Boyutlu Cisimlerin Agirlik Merkezi

 Bir levhanin agirlik merkezi  Bir telin agirlik merkezi

y eksenine gore moment x eksenine gore moment

oZMy; )?WszAW .ZMx; )_’W:Z)’AW
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Alanlarin ve Egrilerin Sentroidi ve

Birinci Momentleri ¢ lalinlik
« Bir alanin sentroidi Yandan gorunus /
Yy y
W =y(At)
,r"’/ / h\géT/m
yogunluk
dW = y(tdA)
W = [xdW v =|ydw
()= <) Ste)= [ ()i
XA = .xa’AzQy )_/A::J/dA:Qx

=y eksenine gore birinci moment = X eksenine gore birinci moment



 Bir egrinin sentroidi Telin kesit alani

© -

i Yy
W =y(La)
o= ~—x AL yogunluk hacim
y
5 : o : dW = y(adL)
XW = xdWw yW = yaw
x(yLa)= [ x(ya)dL y(rLa)=y(ya)dL
xL = xdL yL=ydL




Alanlarin ve Egrilerin Birinci Momenti

Bir alan diisiinelim ve bu alan icin BB" ekseni
¢izilsin. Eger her P noktasi i¢in bir P’ noktasi
varsa ve BB’ ekseni PP'dogrusunu dik olarak
kesip iki esit parcaya ayiriyorsa bu alan BB’
eksenine gore simetriktir denir

Alanin bu simetr1 eksenine gore birinci momenti
sifirdir.

Eger bir alan simetri ¢izgisi igeriyorsa, alanin
sentroidi bu eksen lizerindedir.

Eger bir alan 1ki simetr1 ¢izgisi igeriyorsa, alanin
sentroidi bu ¢izgilerin kesisme noktasindadir.

Alan i¢inde segilen (x,y) koordinatindaki dA4
elemani icin (-x,-y) koordinatinda es alanli 4’
eleman1 varsa bu alan eksen merkezine gore
simetriktir denir.

Bir alanin sentroidi ile simetri merkezi aynidir.



Belirli Sekil Alanlarinin Sentroidi

Sekil x [ Alan
. h bh
Ucgen alani = 2
Ceyrek daire 4r 4r 72
alani 37 3
Yarim daire 0 4r mr?
ar 2
alani
Geyrek elips 4a 4b nab
alani 3n 3 4
: 4b nab
Yarim elips alani 0 ar 9
Yarim parabol 3a 3h 2ah
alani 8 5 3
Parabol alani 0 3—5"‘ 4—‘3”‘




3a 3h ah
Parabol parcasi e 10 3
Parabol pargasi n+l n+1 ah
(genel) n+2 4n + 2 n+l
T 2r sin &
Daire dilimi s 0 ar?




Belirli Sekil Egrilerinin Sentroidi

Sekil 3 y Uzunluk
Ceyrek daire . or or -
yayl \c{ o T x Bl
74,
Yarim daire o z ol B 0 2r o
yayl = d

Daire yayi e 0 20r

\4 o C rsin o
[74




Bilesik Plakalar ve Alanlar

2 z * Bilesik plakalar
X>WwW=>xw
YW =>7IW

 Bilesik alanlar
XY A=>x4
Y A=> 74




Ornek 5.1

Y

Sekilde gosterilen diizlemsel alanin
X ve y eksenlerine gore birinci
momentlerini hesaplayiniz.
Sentroidinin yerini bulunuz.

Cozim:

e Alam licgen, dikdortgen, yarim daire ve
dairesel bosluk olmak tizere pargalara
ayirin.

 Belirlenen eksenlere gore alanlarin
birinci momentlerini hesaplayin.

e Toplam alan1 ve tiggen, dikdortgen ve
yarim daire elemanlarin birinci
momentlerini bulun. Dairesel boslugun
alanini toplam alandan ve momentini
toplam momentten ¢ikarin.

 Birinct momentleri toplam alana bolerek
sentroidin koordinatlarini hesaplayniz.




Yy Yy Y g y
Ary s
120mm _E=2°'46 mm | .. =60 mm
/r1=60mm_ B0 iiiiii .
i \ "o =40 mm
80 mm
60 mm ) x A i *
Eleman A, mm? X, mm ¥, mm XA, mm3 yA, mm®
Dikdortgen (120)(80) = 9.6 x 10? 60 40 +576 x 103 +384 x 10®
Ucgen 1(120)(60) = 3.6 X 10° 40 —20 +144 x 10° —-72 X 10°
Yarim daire 17(60)% = 5.655 X 10° 60 105.46 +339.3 x 10° +596.4 x 103
Daire —m{40)*> = —5.027 x 10? 60 80 -301.6 x 10° —402.2 x 10°
SA = 13.828 x 10° XA = +757.7 x 103 ZyA = +506.2 X 10°

* Toplam alan1 ve iliggen, dikdortgen ve
yarim daire elemanlarin birinci
momentlerini bulun. Dairesel boslugun
alanini toplam alandan ve momentini

toplam momentten ¢ikarin.

0. =+506.2x10° mm?
0, =+757.7x10° mm’




 Birinci momentleri toplam alana bolerek
sentroidin koordinatlarini hesaplayiz.

y X_Z)?A_+757.7><103mm3
> A 13.828x10°mm?

X =54.8mm

7_ 2 yA_+5062x10°mm’
> A 13.828x10°mm?

X = 54.8mm Y =36.6 mm




Integral ile Sentroidin Belirlenmesi

XA = I xdA = J' I x dxdy = J' X,dA * dA elemani ince bir dikdortgen veya serit
N N olarak kabul edilirse tek integral ile ¢oziim
yA = [ydd = [[ydxdy = [yadd 0 bilir

P(x,y)

XA =X, dA
= :.x(ydx)

yA=|yydA
= [ (yd)




Ornek 5.4

Y
y=kx2
\ | ‘1’
X
- il o
Sekildeki parabolic sentroidini

direk integral ile hesaplayiniz.

Cozim:

* k sabitini belirleyiniz.
e Toplam alani bulunuz.

* Diisey ve yatay seritleri
kullanarak tek integral ile
birinci momentleri
bulunuz.

» Sentroidin koordinatlarini
hesaplayiniz.




y =kx2

—

b

a

A

Y

* k katsayismin belirlenmesi:

y=kx2
b=ka? :k:%
a
b 2 a 12
y=—72x" or x=—7=Yy
2 pl2

* Toplam alanin bulunmasi:

A:IdA
a 3714
[y = yzxzdx{@g}
0oda a 0

ab



» Diisey serit kullanarak tek integral ile birinci
momentlerinin bulunmasi:

a
0, = jfeldA = jxydx = jx(% xzjdx
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dA =(a—x)dy

* Yatay serit kullanarak tek integral ile birinci
momentlerinin bulunmasi:
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» Sentroid koordinatlarin belirlenmesi:

)?A:Qy
_f —ab a’b 3
b X—= X="—a
l 3 4
X
B il -
yA:Qx
_ab_ab2 _—ib
Y37 10 10




Pappus-Guldinus Teoremler;

(1) O
m_ u/ =

A G o ) A C
Kure yuzeyi Koni yuzeyi Halka yuzeyi

 Diizlemsel bir egrinin sabit bir eksen etrafinda
dondiiriilmesi ile donel yiizey elde edilir.

dA =27 ydL
— A :j27zydL :2ﬂjydL
l : = A=2nyL

* Donel yiizeyin alani, egrinin uzunlugu ile
dondiiriilme sirasinda egrinin sentroidinin
katettigi mesafenin carpimina esittir.




(1I)

Dolu kure Dolu koni Dolu halka

» Diizlemsel bir alanin sabit bir eksen etrafinda
dondiirtilmesi ile donel hacim elde edilir.

dV =2mdA
=V = [2zydA
=V =2ryA

* Donel yiizeyin hacmi, diizlemsel
alan 1le donduriilme sirasinda
alanin sentroidinin katettigi
mesafenin ¢arpimina esittir.




Ornek 5.7

0.8 m

" m=plV

{400 mm
- 6() mmA»I«—-l W — mg

20 mm 20 mm

11
L1

i Cozim:

e Pappus-Guldinus teoremini
uygulayarak kesit alanindan

Kasnagin dis ¢cap1 0.8 m dir ve kesit e L e

alanmi sekildeki gibidir. Kasnak ¢elikten
yapilmistir. Kasnagin kiitlesini ve
agirligimi bulunuz.

* Yogunluk ve yer¢ekimi

Pt = 785%10° kg / m’ ivmesi ile ¢arparak kiitle
ve agirlik bulunur.




* Pappus-Guldinus teoremini
uygulayarak kesit alanindan

hacim bulunur.

. Yogunluk ve yergekimi 400 mm 375 mm 365 mm
ivmesi 1le ¢arparak kiitle 350 mm
ve agirlik bulunur.
Sentroidin katettigi
Alan, mm?2 ¥, mm | mesafe, mm Hacim, mm3
I | +5000 375 2m(375) = 2356 (5000)(2356) = 11.78 x 10°
IT | —1800 365 2m(365) = 2293 | (—1800)(2293) = —4.13 x 10°

Kasnhak hacmi, mm3= 7.65 X 106

m= pv = (7.85%10% kg/m? [7.65x10° mm® Ilo‘9 m3/mm3)

W = mg = (60.0 kg)9.81m/s?]

m = 60.0 kg

W =589N




Kiriglerde Yayili Yukler

* Yayih yiik birim uzunluk basina diisen yiikiin ¢izimi ile gosterilir, w (N/m) .



A A
-

3
¥
|

L
szwdxzjdA:A
0

* Toplam yiik, ylik egrisinin altinda kalan alana esittir.

(OPW = [xdW

L * Yayih yiik, siddeti yiikleme egrisi altinda kalan
(O P) A= j xdA=xA alana esit ve alanin sentroidine etkiyen bileske
0

kuvvet ile gosterilebilir.



Ornek 5.9

w g = 4500 N/m Cozum:

e Bileske kuvvetin siddeti, yik

w, = 1500 N/m e J
‘ egrisinin altinda kalan alana esittir.

£ B  Bileske kuvvetin tesir ¢izgisi yik
i e egrisi  altinda kalan alanin
sentroidinden geger.

« Tepki kuvvetleri kenarlara gore

Bir kiris sekildeki gibi bir yayili yiikiin moment dengesinden hesaplanir.
etkisi altindadir. Esdeger bileske

kuvveti ve mesnet noktalarindaki tepki
kuvvetlerini bulunuz.




 Bileske kuvvetin siddeti, yiik
egrisinin altinda kalan alana esittir.

F=Y4 XY A=) 54

wg = 4500 N/m

wy = 1500 N/m

Eleman A, kN X, m XA, KN-m
= Uggen | 4.5 2 9
B Ucgen Il 13.5 4 54
i 4.5 kN/m A = 180 STA = 63
1.5kN/m {1 h_""" Tl
X
. F =18.0kN
r=gm
~——————— M ———

 Bileske kuvvetin tesir ¢izgisi yiik
18 kN egrisi  altinda kalan alanin
X=35m sentroidinden gecer.

—
18 kN

X =




Alternatif cozum:

w g = 4500 N/m W, = 1500 N/m
wy =4500 N/m—1500 N/m =3000 N/m
X, =3m

X :5(6 m)=4 m

wy = 1500 N/m

Eleman Alan(kN) x (m) x*Alan (kN-m)
Dikdortgen 9 3 27

Ucgen 9 4 36

Toplam 18.00 63.00

sentroid (x) 3.50 m



« Tepki kuvvetleri kenarlara gore
wg = 4500 N/m moment dengesinden hesaplanr.

>M,=0: B,(6m)-(18kN)3.5m)=0

B, =10.5kN

>Mp=0: —A4,(6m)+(18kN)6m-3.5m)=0

A, =7.5kN




Uc Boyutlu Cisimlerin Agirlik Merkezi:

Hacimin Segtroidi

AW

AW =AW

z

» Kartezyen eksenlere gore momentler:

Y
0
' ' X
W =-Wj
» Agirlik merkezi: G
~Wj=3%(-aWj)

W:de

ox (W)=l -awj)
o x()=(Zraw ()

W = Fdw

XW =[xdW | yW =[ydW | zW = [zdW
* Homojen cisimler i¢in:

W=yV ve dW =ydV

XV =[xdv | yV=[ydV |zV =[zdV




Belirli U¢ Boyutlu Sekillerin Sentroidi

Sekil x Hacim |
Yarim kiire Sa | 2ap h
. 1
81 3 Koni 7| s%h
Donfal yarim B | 2. 1"
elipsoid 8| 3 Piramit 1| 3
Donel % L ath

paraboloid




Uc Boyutlu Bilesik Cisimler

« Agirlik merkezine etkiyen bileske agirhik
kuvvetinin eksenlere gore momenti, her
elemanin  agirh@min  eksenlere  gore
momentlerinin toplamina esittir.

XY W=>3W
YYW=>3yW
ZY W=)zW
» Homojen cisimler igin, W =V ve dW = ydV
XY V=3V
-y YY V=)V

2cm




Ornek 5.12

Ozum:

/‘\ 25cm

» Makine elemanini, bir dikdortgen,
0.5 cm bir ¢eyrek daire ve 1 cm ¢aph 1ki

' \< delik olarak olusturabiliriz.

i 2cm

1 cm ¢aph

(Celik makine elemaninin agirlik 2 cm
merkezini belirleyiniz. Her deligin -
cap1 1 cm dir.

I




2.25cm —™
= 0.25cm

cm

|oe

(%]
4

cm

XV, cm? yV, cm# ZV, cm*
I (4.5)(2)(0.5) = 4.5 0.25 ~] 2.25 1.125 —4.5 10.125
I1 r(2)%(0.5) = 1.571 1.3488 | —0.8488 | 0.25 2.119 —1.333 0.393
I | —(0.5)%05) = =0.3927 | 0.25 =] 3.9 —0.098 0.393 -1.374
IV | =m(0.5)%0.5) = —0.3927 | 0.25 -1 1.5 —0.098 0.393 —0.589
2V = 5.286 SxV=3.048 | ZyV = —5.047 | 2zV = 8.555
#




?V, cm? E’V, cm?
I (4.5)(2)(0.5) = 4.5 0.25 —1 2.25 1,125 —4.5 10.125
I1 1m(2)%0.5) = 1.571 1.3488 | —0.8488 | 0.25 2.119 —1.333 0.393
I | —(0.5)%0.5) = —0.3927 | 0.25 =] 3.8 —0.098 0.393 -1.374
IV | =7(0.5)%0.5) = —0.3927 | 0.25 -1 1.5 —0.098 0.393 —0.589
2V = 5.286 xV =3.048 | ZyV = —5.047 22V = 8.555
#

X =35V /3 ¥V =(3.08cm*)/(5.286 cm’)

IT

I X =0.577 cm.
. 2~ T =Y /> =(-5.047 em*)/(5.286 cm’)
/ Y =0.577 cm.

2cm

e Z=>"zv/3 v =(1.618cm")/(5.286 cm’)

Z =0.577 cm.




Sivi Altindaki Yuzeylere Gelen Kuvvetler

Duragan bir s1v1 i¢inde yer alan bir cisim lizerinde sivinin agirligi nedeniyle
basin¢ olusur. Bu basin¢ hidrostatik basing¢ olarak tanimlanir.

N P ,: mutlak basing
P A~ PO + (7/ h) |:_2:| Pj: referans basing
/ m v : stvinin 0zgul agirhig
h : s1v1 i¢indeki derinlik

Basing derinligin bir fonksiyonudur

ve derinlikle lineer olarak degisir. w

i
Kuvvet hesaplanirken dikdortgen Po
alan icin distiniiliir.

F(y)=P.A |[N]

Bileske kuvvet: R = l [( yh)w]h

Geniglik icin kuvvet




Ornek

3mx4m en ve boyundaki kapak sekildeki gibi su duvariin altina
yerlestirilmistir. Su tarafindan kapaga uygulanan kuvvetin siddetini
ve uygulama noktasini bulunuz. (y =1000 kg/m?)



Su tarafindan duvara
uygulanan kuvvet

d=5m

b7
“a
A bﬂ—r e a : N

e B

Su tarafindan kapaga
uygulanan kuvvet

/]

P, =yd =(1000kg /m’)(2m) = 2000kg / m”
F, =Pw=(203.9N/m?*)(4m)=815.6N/m

—203.9N / m?

v
P, =yd =(1000kg / m’)(5m)=509.7N / m’
F, =Pw=(509.7N/m*)(4m) =2038.8N / m




Bileske kuvvet

—1y
F, =(@815.6N /m)(3m) =2446.8N

7
=] ]
815.6 N/m / V= 5(3m) =1.5m

T d=5m
31" _ ,/x' F, = %([2038.8—815.6]N/m)(3m)
T —1834.8N
Y, = %(3m) =1m
XY F=)XF Di@ﬁ;en KszWmIfEsT s X.§6U7\(/)\./2ET
Ucgen 1834.8 1 1834.8
Toplam 4281.60 5505.00
sentroid (x) 1.29'm

Toplam kuvvet 4281.6 N’dur ve tabandan 1.29 m yukaridadir.



Yizey belirli bir aciya sahipse kuvvetin bulunmasi:

SCD

g

g

Basincin olusturdugu kuvvete ilave olarak
ustte kalan sivi agirligi da dasunulmelidir.



S1vi agirligr disindaki kuvvet
dagilimi su sekildedir:

Su kitlesi igin
SCD

Kullamlan.yﬁzey lineer 4 : Avyvvvvvy Ty
olmayan bir yiizeyse:

13




