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 Bir cisimi maddesel nokta olarak kabul etmek her zaman uygun degildir.
Genelde, cisimin boyutlar1 ve kuvvetlerin uygulama noktas1 onemlidir.

« Mekanikte bir ¢ok cisim rijit olarak kabul edilebilir: kuvvet etkisi altinda
sekil degisimi ¢ok kiicliktiir ve denge kosullarini ve cisimin hareketinin
ctkilemez.

* Bu boliimde, rijit cisime uygulanan kuvvetlerin etkisi ve verilen kuvvet
sisteminin daha basit olan esdeger kuvvet sistemine doniistiiriilmesi
incelenecektir

 kuvvetin bir noktaya gére momenti
 kuvvetin bir eksene gére momenti

* kuvvet ciftinin momenti

 Bir rijit cisime etki eden herhangi bir kuvvet sistemi, bir noktaya etki
eden bir kuvvet ve kuvvet ¢iftinden olusan esdeger bir sisteme
donitistiiriilebilir.



Dis ve I¢c Kuvvetler

 Rijit cisimlere etki eden
kuvvetler iki gruba ayrilir:

- Dis kuvvetler
- I¢ kuvvetler

* Dis kuvvetler serbest cisim
diyagraminda gosterilir

« Her kuvvet cisime Oteleme
hareketi, donme hareketi veya
her ikisini birlikte yaptirabilir.




Kaydirilabilme llkesi: Esdeger Kuvvetler

 Bir kuvvetin tesir ¢izgisi boyunca
kaydirildiginda, cisimin denge veya
hareket sartlarinda degisiklik olmaz.

 F kuvvetinin uygulama noktasini
on tampondan arka tampona
kaydirilmas1 kamyonun hareketini
degistirmez.

« Kaydirilabilme ilkesi i¢ kuvvetler
i¢in ve sekil degistiren cisimler
i¢cin kullanilamaz.




ki Vektoriin Vektorel Carpimi

 Bir kuvvetin bir noktaya gore momenti, vektorel
carpim uygulamalar ile daha 1yi anlasilabilir.

e P ve Q vektorlerinin vektorel ¢carpimi su sekilde
tamimlanir;

1. Sonug vektorii V, P ve Q vektorlerinin (a}
olusturdugu diizleme diktir.
2. V vektoriiniin siddeti: V =P Q sin @ 1
3. V vektorlinlin yonii sag el kurali ile belirlenir. ; 1
b)

» Vektorel carpim 6zellikleri:

QxP=~(PxQ)
Px(Q+0;)=PxQ +PxQ,
(PxQ)xS = Px(QxS)



(b)

Sag el kurali

a
¢
b
ixb=2¢

c = absin ¢

@-b—=abcoso



Vektorel Carpim: Dik Bilesenler

« Kartezyen birim vektorlerin vektorel ¢arpima:

ixi=0 jxi=—k kxi=]
ixj=k Jxj=0 kxj=—-
ixk=—] jxk=i |kxk=0

» P ve Q vektorlerinin vektorel ¢carpima:

V= (Pxf +P, ]+ PZE)x (Qxf +0,]+ QZ/E)
= (PyQZ _PZQy)’?"'(PzQx _ngz)j
+(P.0, - PO




Bir Kuvvetin Bir Noktaya Gore Momenti

. . . . yer vektoru
 Bir kuvvet vektori siddeti ve yonii ile tanimlanar.

Bu kuvvetin cisim lizerindeki etkisi uygulama
noktasina baglhidir.

Mg

* F kuvvetinin O noktasina gore momenti:
M, =rxF

* Moment vektori M, O noktasi ve F kuvvetinin
olusturdugu diizleme diktir.

* M, momentinin siddeti cisimin kuvvet etkisi altinda (@)
donme egiliminin Ol¢iistidiir. Yonii sag el kural ile
belirlenir.

MO =rF'sin@ = Fd

« Ayni siddetli ve yonlii moment olusturan her hangi bir
kuvvet F’, F kuvvetinin esdegeridir.



Iki-boyutlu yapularda uzunluk ve genislik vardir. Derinlik
thmal edilir. Kuvvetler bir diizlem i¢indedir.

Yapi diizlemini O noktasi1 ve F' kuvveti olusturur.

M ,: kuvvetin O noktasina gore momentidir ve dizleme (@) M, = + Fd
diktir.

Kuvvet, yapiy1 saat ibrelerinin ters yoniinde ¢evirmeye
calisirsa moment yonii diizlemden disariya dogrudur.
Bu yoOn pozitif yon olarak secilir.

Kuvvet, yapiy1 saat ibrelerinin yoniinde ¢evirmeye
calisirsa moment yonii diizlemden iceriye dogrudur.
Bu yon negatif yon olarak segilir.

(b) My, =—Fd



Varignon Teoremi

Bir noktaya etkiyen bir ¢ok kuvvetin
bileskesinin bir O noktasina gére momenti,
bu kuvvetlerin O noktasina gore
momentlerinin toplamina esittir:

z

FX(FI-FF:Z -|-"'): 7XF1+FXF2 + -



Momentin Dik Bilesenleri

Y
F kuvvetinin O noktasina gore momenti: .
1_!_!]

My =FxF, F=xi+yj+zk "yj A (x.,2)
e - - e |
F=Fi+F,j+Fk r Fi

- - 7 xi
B ik 0 New .
M,=|x y =z 4 -k

L / :

Z

— (vF, = zF, )i +(zF, - xF.)j +(xF, - yF. )k

My=Mi+M,j+Mk



(a—Yyplj

F kuvvetinin B noktasina gére momenti:

YA/B

— —

M,=F, xF B

- 1*-/ i

Fyjp =V4—71p

-
~

:(XA _xB)7+(yA _yB)j_I_(ZA _ZB)];
F=Fi+F,j+Fk

i j k
MB:(XA_XB) (J’A_J’B) (ZA_ZB)
F Fy F,



Iki-boyutlu yapilar igin:

]\2 (xF — VI, )/;
M,=M,
=Xk, — yF,




Ornek Problem 3.1

100 N’luk dik kuvvet O noktasindan baglanmis
safta A noktasindan etkimektedir.

a) O noktasia gore momenti,

b) ayni momenti olusturacak, 4 noktasina
uygulanacak yatay kuvveti,

c) ayni momenti olusturacak, 4 noktasina
uygulanacak en kii¢giik siddetli kuvveti ,

d) ayni momenti olusturacak 240 N’luk disey
kuvvetin yerini,

e) b, c, ve d sikkinda elde ettiginiz kuvvetlerin
orjinal kuvvete esdeger olup olmadigini,

belirleyiniz.



a) Kuvvetin O noktasina gore olusturdugu momentin
siddeti, kuvvetin tesir ¢izgisiyle moment alma
noktasi arasindaki dik mesafeyle ¢carpimu ile bulunur.
Moment saat ibreleri yoniinde olduguna gore, yont
sayfa diizleminin i¢ine dogrudur.

M, =Fd
d =(24cm)cos60° =12 cm.
M, =(100N)12cm)

M, =1200 N-cm




b) Ayni momenti olusturan 4 noktasina
uygulanacak yatay kuvvet:

d = (24 cm)sin 60° = 20.8 cm

M, =Fd
200N -cm. = F(20.8 cm.)
I 1200 N - cm.
20.8 cm

F=57.7TN




c) Aym momenti olusturan 4 noktasina uygulanacak
en kiiciik kuvvet:
Bunun i¢in tesir ¢izgisi ile moment alma noktasi
arasindaki dik mesafenin en blyiik degere sahip
olmasi1 gerekir. F kuvvetinin saft eksenine dik
oldugu durumda gergeklesir.

M, =Fd
1200 N -cm = F(24 cm)
" 1200 N -cm
24 cm

F=50N




d) ayni momenti olusturacak 240 N’luk dik kuvvetin
uygulama noktast:

M, =Fd
1200 N -cm = (240 N)d
a,:12OON-c:m:SCm
240N

OB cos60°=5cm

OB =10cm




e) b, c ve d siklarinda elde edilen kuvvetler orjinal
kuvvet ile O noktasina gore esit siddetli ve yonli
moment olusturmaktadirlar. Fakat bu kevvetlerin
siddeti, yont ve tesir ¢izgileri farkli oldugu i¢in
esdeger kuvvet degildirler.




Ornek Problem 3.4

Dikdortgen plaka A ve B noktalarindan
90 mm duvara sabitlenmistir ve CD teli ile

/ desteklenmektedir. Teldek: kuvvetin 200
N oldugu biliniyorsa, telin C noktasindan
plakaya uyguladigi kuvvetin A noktasina
gore momentini hesaplaymiz.

240 mm

COZUM:

—

F kuvvetinin A noktasina gére momenti (\4 y p— FC / y X F

M , vektorel ¢arpim ile bulunur:



Yy = -
0.08m s~ 03m M, =7 xF
%ﬁ'” Py =7 =7, =(0.3m)i +(0.08 m);
0.08 m O ~
! _ F=FI=(200N)“2
( Ye/p
0241 | 4 _ (200N) (0.3m)i +(0.24m); —(0.32m)k
) c = —(120N)7 +(96 N)j — (128 N )k
D
i 7k
M,=/03 0 0.08
_(7.68 Nem)i —120 96 -—128

< F=(200N)\
(28.8 N'm)k

M,=—(7.68N-m)i +(28.8N-m)j +(28.8 N-m)k




Iki Vektorin Skaler Carpimi

« Iki vektor P ve Q nun skaler carpim tanimu:

Pe Q = PQcos6
« Scaler carpim dzellikler:
Pe=0eP
Pe(0,+0,)=Pe(,+Pe0,
(]3 ° Q)o S = tanimsiz

« Kartezyen birim vektorlerin skaler carpimu:

Pe(Q= (Px7+Py]'+PZl€)o(Qx7+Qy]'+QZ/§)



Iki Vektortin Skaler Carpimi: Uygulamalar

e ki vektor arasindaki act: Q
PeQ=PQcos =P0, . +P0, +PO. "
PO +PQO +P
cosf = L+ B, + 1O, p
PQ

» Vektoriin verilen eksendeki 1zdiistimii:

POL — Pcos@ <+— P’nin OL boyunca izdlisimii

PeQ=PQcosf
Feg = Pcos0=PF,
Q

 Birim vektor ile tanimlanmis bir eksen i¢in:

P,=Pe] Zgé
= P.cost, + P, cosf + P coso.




Vektorlerin Ucli Karisik Carpimi
Se (f’x Q): skaler sonuc

» S, Pve Q vektorlerinin 6 degisik ¢arpimi esit
siddetlidir fakat isaretleri ayni1 degildir.

—

S‘(PXQ)ZPO(QXS)ZQO(SXP)
=—§0(Q><P :—PO(ng):—Qo(#xg)

Se(Px0)=5.(P0.-PQ,)+S,(P.O,-PO.)
+5.(P,0.-P,0,)

S. S, S,
=P P P

0, 9, 0.



Bir Kuvvetin Verilen Bir Eksene Gore Momenti

.. y
* A noktasina uygalanan F kuvvetinin O noktasina

gore momenti1 M, :

— —

M,=rxF

* OL cksenine gore moment M,,;, M, momentinin
OL ckseni lizerindeki 1zdiistimudiir:

p

A A M, = yF, —zF,

y

A(x
M,=\x y =z * Momentin bilesenleri: M , = zF, —xF,
Ec Fy F; Mz — XFy _ny



 Bir kuvvetin keyfi bir eksene gore momenti:

g
L
I MBL:Z.MB
=/TO(17A/B><F’)
) ’7A/B:’7A_’7B

ER

» Sonug verilen eksendeki B noktasindan bagimsizdir.



Ornek Problem 3.5

P kuvveti A4 kiipiine F kosesinde
etkimektedir. P kuvvetinin

a) A noktasina gore,

b) AB kenarina gore,

c) AG kosegenine gore momentlerini
bulunuz.

d) AG ile FC.dogrular1 arasindaki dik
uzunlugu bulunuz.




* P kuvvetinin 4 noktasina gore momenti:

s - -
M,=7,,xP
D C rF/A ai —aj=ali - j)
) |' 5 “ = Pl/2)i +N2)f )=V -F
ij ol @ = alf - F)x(PIN2)j - k)
E ot | x
LN apia) e )

* P kuvvetinin AB eksenine gore momenti:
M,

(aP/sz +]+l€)

M ;= aP/2

II
Nl

M




* P kuvvetinin AG kdsegenine gore momenti:

MAG:Z.MA
c Ty ai-agj-ak 1 - -
ﬁ_rA/G_ a3 _\5(’ J k)
MA=%(7+]'+I_€)
l (- = 7\ aPf = &
MAGzﬁ(i—J—k)-%(wﬁk)
aP
—%(1—1—1)
aP
Mae =76




* AG ile FC dogrular arsindaki dik mesafe:

P-Z=i(]—/%’)-%(?—j—l?):%(o—nl)

Bu nedenle, P vektorii AG.kosegenine diktir.




Bir Kuvvet Ciftinin Momenti

« Iki kuvvet F ve -F ayni siddete, paralel tesir ¢izgisine
fakat zit yonlere sahip ise kuvvet ¢ifti olustururlar

» Kuvvet ¢iftinin momenti:

]\Z:?AXF+I73><(—F)
= (7, —F, )x F
=FxF

M =rFsm@ = Fd

» Kuvvet ¢iftinin moment vektorii secilen koordinat
merkezinin yerinden bagimsizdir:
Serbest vektordiir ve herhangi bir noktaya
uygulandiginda ayni etkiyi olusturu.




Iki kuvvet ¢iftinin momentini ayni olmast igin:

 Paralel diizlemlere sahip olmasi gerekir

» Her iki kuvvet ciftinin olusturdugu
momentlerin yonleri ayni olmalidir.

e Ayrica Edl — F2d2




Kuvvet Ciftlerinin Toplanmasi

» Kuvvet ciftleri igeren P, ve P, kesisen
diizlemleri 1¢in:
M, =7 x F, diizlem P

—

1
M, =7 x F, diizlem P,

» Vektorlerin bileskesi de kuvvet cifti olusturur:

M zfxﬁ:f'x(ﬁlJrﬁz)

* Varignon theoremi kullanilirsa:

M,



4

Kuvvet Ciftleri Vektorlerle Gosterilebilir

“ y
s ”f (M = Fd) y
=F ,f’““a§ ,-f"k"'k\"_} 7 -
) M |
W 4*1_ )
~Z —~ = O — L 5

OL .

0] P

x 2 x ) X ‘?ﬁ [,J M X
s [“: x

Bir kuvvet ¢ifti, kuvvet ¢iftinin olusturdugu momentle
ayni siddete ve yone sahip vektorle gosterilebilir.

y
e ]
2]

Kuvvet cifti vektorleri vektorel toplama kurallarina uyarlar.
Kuvvet ¢ifti nektorleri bilesenlerine ayrilabilir.

Kuvvet cift1 vektorleri serbest vektordiirler.
Uygulama noktasi yerinin 6énemi yoktur.



Bir Kuvvetin O Noktasinda
Bir Kuvvet ve Kuvvet Ciftine Cozumlenmesi

» Kuvvet vektoru F, O noktasina kaydirilirken sadece basit tasima 1slemi yapilmaz.

* O noktasinda F kuvvetiyle ayni1 siddete sahip zit vektorler yerlestirilirse sistemde
degisiklige neden olmaz.

* Buii¢ kuvvet esdeger bir kuvvet ve kuvvet c¢ifti ile yer degistirebilir:
Kuvvet-Kuvvet cifti sistemi.



« F kuvvetinin 4 noktasindan O’ noktasina kaydirilmasi farkli bir kuvvet

c¢iftinin toplamini gerektirir, M, :

—

M, =

« F kuvvetinin O’ noktalarina gore momentlert:

"< F

)

M, =ixF =(F+5)xF=FxF+§xF

—_

=M, +5xF

« Kuvvet-Kuvvet cifti sisteminin O noktasindan O’ noktasina tasinmasi, O
noktasindaki kuvvetin O’ noktasina géore momentinin toplamini gerektirir.



Ornek Problem 3.6

Sekildeki iki kuvvet ¢iftinin tek bir
kuvvet ¢ifti 1¢in bilesenlerini bulunuz.

9 cm /D 20 N
L 0N Coziim

e Verilen kuvvet ¢iftlerinin hesabini kolaylastirmak i¢in A
noktasina +x dogrultularinda 20 N’luk 1ki kuvvet ilave

edilebilir. Boylece toplami kolay olan 3 kuvvet cifti
olusur.

 Alternatif olarak, iki kuvvetin uygulama noktasi oldugu
i¢in (bu kuvvetlerin momenti sifir olacaktir), D noktasina
gore momentler hesaplanabilir.



* A noktasina 20 N siddetli +x yonlerinde
ik1 kuvvet ilave edilirse:

 Uc kuvvet ¢ifti:
M_=—(30N)18cm)=—-540 N-cm
M, =+(20N)12cm)=+240N -cm
M, =+20N)9cm)=+180N-cm

—
L]

M =—(540 N -cm)i + (240N -cm);
+ (l SO N- cm)/g




» Alternatif olarak, kuvvetlerin D
noktasina gore momenti hesaplanabilir:

* D noktasma gore sadece C ve E
noktalarindaki kuvvetlerin momentleri vardir.
9 cm / D 20N

M=M,=(18cm)jx(—30N)k

—
L]

#[(0 em)j - (12em)e [« (-20N)7

—
L]

M =—(540N-cm)i +(240N -cm);
+ (1 8O N - cm)/g




Kuvvet Sistemlerinin
Kuvvet ve Kuvvet Ciftine Cozumlenmesi

Ml/

Kuvvetler sistemi O noktasina gore bir kuvvet ve
kuvvet ciftine ¢oziimlenebilir.

Bilseke kuvvet ve kuvvet cifti vektorleri:
— . — — R . - —
R=YF MEF=Y(FxF)
O noktasindaki kuvvet ve moment ¢ifti O’ noktasina kaydirilirsa:
ME=MEF+5xR

Iki kuvvetler sistemi ayn1 kuvvet-kuvvet ciftine
coziimlenebiliyorsa esdegerdir.




Ornek Problem 3.8

150 N 600 N 100 N 250 N

Sekildeki kiris 1¢in, kuvvetler sistemini

(a) A noktasindaki esdeger kuvvet-kuvvet ciftine
(b) B noktasindaki esdeger kuvvet-kuvvet ciftine ve
(¢) tek bir kuvvete indirgeyiniz

Not: Mesnet tepkileri katilmayacagi i¢in verilen kuvvet sistemi
etkisi altinda kiris dengede degildir.



150§  —600j 100 250

a) Kuvvetleri A noktasina tasirsak:

p—i20 1 - ) R ZF
=(150N); —(600N)j + (100 N); —(250N);

R=—(600N);
M} =Y (FxF)
= (1.67)x (= 6007 )+ (2.87 )x(1007)
- (600 N) j ( ) 25()])
( B mEm = —
A B M%=—(1880N-m)k

~ (1880 N-m) k



(60O N)j b) B noktasindaki esdeger kuvvet-kuvvet

'; ciftini bulmak i¢in A noktasindaki
) kuvvet-kuvvet ciftini kullanabiliriz.

- HS‘\() Nem) k

—_

R =—(600N);

— (600 \.}l

— (1880 N-m) k ‘

(2880 N+-m)

=M"+ P 4 x R
= (1880 N-m)k +(—4.8m)i x(—600N);
ro— = —(1880 N-m)k + (2880 N-m)k

B s -'

un(m\ m)k Mg — —|—(IOOO N- m)/;

, 48 m




Ornek Problem 3.10

1000 N

75 M 450

~ )45

Sekildeki dirsege etki eden 3
0N kuvvet yerine A noktasina etkiyen
esdeger bir kuvvet-kuvvet cifti

60°
bulunuz.

E(150 mm, —50 mm, 100 mm)



75mm 450 1000 N

E(150 mm, —50 mm, 100 mm)

F. =(1000 N)(cos 457 —cos457)
=7077 -707j (N)

F, =(1200 N)(cos 607 +cos307)
= 6007 +1039; (N)

Kuvvet vektorlerinin A noktasina gore
yer vektorlerti:

Fs 4 =0.0751 +0.050k (m)
Frry =0.0757 —0.050k (m)
Fr 4 =0.1007 —0.100, (m)

» Kuvvetlerin bilesenleri:

F, =(700N)A

Fyp _ 750 =150, +50k

Vi 175
=0.4297 —0.8577 +0.289%

F, =3007 —600; +200k (N)

y)




* Esdeger Kuvvet:
R=>F
=(300+707 +600)i
+(—600+1039);

+(200-707 )k

R=16077 +439] —507k (N)

’|

(17.68 N+m) j «J)

(118.9 N-m)
(30 N-m) i

o Kuvvet Cifti:

i j k
Py xEF=10.075 0  0.050=30i —45k
300 —600 200
i ]k
P xEF =10.075 0 —0.050/=17.68;
707 0 —707
i j k
Foa ¥F ,=10.100 —0.100 0/=163.9k
600 1039 0

M*® =307 +17.687 +118.9k




M=Fd F

Civata sikilmasi c

F d Mentese

Kap!i aciimasi




