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Vibration based health monitoringVibration based health monitoring

‘Vibration based str ct ral health monitoring’ i ltidi i li‘Vibration based structural health monitoring’ is a multidisciplinary 
research topic. The course is suitable both for undergraduate and 
graduate students as well as the following departments:

• Civil engineering

• Earthquake engineering

• Mechanical engineering• Mechanical engineering

• Aerospace engineering

• Electrical and electronic engineering



Vibration based health monitoringVibration based health monitoring

Basic Information:

• 70 % attendance is required.

Grading:

• Quiz+homeworks: 35%

• Mid‐term project:25%

• Final project:40%
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•Concepts from vibrationsConcepts from vibrations

•Degrees of freedom
•Classification of vibration



Concepts from vibrationsConcepts from vibrations

’NEWTON’S LAWS

First law:First law: 

If there are no forces acting upon a particle, then the particle will   move in 
a straight line with constant velocity.

Second law: 

A particle acted upon by a force moves so that the force vector is equal toA particle acted upon by a force moves so that the force vector is equal to 
the time rate of change of the linear momentum vector.

Third law: 

When two particles exert forces upon one another, the forces lie along the 
line joining the particles and the corresponding force vectors are theline joining the particles and the corresponding force vectors are the 
negative of each other.



DefinitionDefinition

h b f d d d d d• The minimum number of independent coordinates required to determine 
completely the positions of all parts of a system at any instant of time 
defines the degree of freedom of the system. A single degree of freedom 
system requires only one coordinate to describe its position at any instant 
of time.



Single degree of freedom systemSingle degree of freedom system
F th i l d l i th fi th ti b t t d ith i t f θ d If th• For the simple pendulum in the figure, the motion can be stated either in terms of θ or x and y.  If the 
coordinates x and y are used to describe the motion, it must be recognized that these coordinates are not 
independent. They are related to each other through the relation 

222 lyx =+
where l is the constant length of the pendulum. Thus any one coordinate can describe the motion of the 
pendulum. In this example, we find that the choice of θ as the independent coordinate will be more 
convenient than the choice of x and y.

lyx +

convenient than the choice of x and y.



Two degree of freedom systemTwo degree of freedom system
S l f t d f f d t h i th fi Th fi t fi h t• Some examples of two degree of freedom systems are shown in the figure. The first figure shows a two 
mass – two spring system that is described by two linear coordinates x1 and x2. The second figure denotes 
a two rotor system whose motion can be specified in terms of θ1 and θ2. The motion of the system in the 
third figure can be described completely either by X and θ or by x,y and X.



Discrete and continuous systemsDiscrete and continuous systems
A l b f ti l t b d ib d i fi it b f d f f d h• A large number of practical systems can be described using a finite number of degrees of freedom, such as 
the simple system shown in the previous slides.

• Some systems, especially those involving continuous elastic members, have an infinite number of degrees 
of freedom as shown in the figure. Since the beam in the figure has an infinite number of mass points, we 
need an infinite number of coordinates to specify its deflected configuration. The infinite number of 
coordinates defines its elastic deflection curve. Thus, the cantilever beam has infinite number of degrees 
of freedom.



Discrete and continuous systemsDiscrete and continuous systems

S t ith fi it b f d f f d ll d di t• Systems with a finite number of degrees of freedom are called discrete or 
lumped parameter systems, and those with an infinite number of degrees 
of freedom are called continuous or distributed systems.

• Most of the time, continuous systems are approximated as discrete 
systems, and solutions are obtained in a simple manner. Although 
treatment of a system as continuous gives exact results, the analytical 
methods available for dealing with continuous systems are limited to a 
narrow selection of problems, such as uniform beams, slender rods and 
hi lthin plates. 

• Hence, most of the practical systems are studied by treating them as finite , p y y g
lumped masses, springs and dampers. In general, more accurate results 
are obtained by increasing the number of masses, springs  and dampers‐
that is by increasing the number of degrees of freedom. 



Classification of vibrationClassification of vibration

• Free ibration If t ft i iti l di t b i l ft t• Free vibration: If a system, after an initial disturbance is left to 
vibrate on its own, the ensuing vibration is known as free vibration. 
No external force acts on the system. The oscillation of a simple 
pendulum is an example of free vibrationpendulum is an example of free vibration. 

• Forced vibration: If a system is subjected to an external force (often 
ti t f f ) th lti ib ti i k f da repeating type of force), the resulting vibration is known as forced 

vibration. 

– If the frequency of the external force coincides with one of the natural 
frequencies of the system, a condition known as resonance occurs, 
and the system undergoes dangerously large oscillations. Failures of 
such structures as buildings bridges turbines and airplane wingssuch structures as buildings, bridges, turbines, and airplane wings 
have been assoicated with then occurrence of resonance.



Classification of vibration

d d ib i f l d d f h

Classification of vibration

• Undamped vibration: If no energy is lost or dissipated in friction or other 
resistance during oscillation, the vibration is known as undamped vibration.

• If any energy is lost in this way however, it is called damped vibration.

• While the spring forms a physical model for storing kinetic energy and hence p g p y g gy
causing vibration, the dashpot, or damper, forms the physical model for 
dissipating energy and damping the response of a mechanical system.  A 
dashpot consists of a piston fit into a cylinder filled with oil. This piston is p p y p
perforated with holes so that motion of the piston in the oil is possible. The 
laminar flow of the oil through the perforations as the piston moves causes a 
damping force on the piston.p g p



Classification of vibrationClassification of vibration

Li ib ti If ll th b i t• Linear vibration: If all the basic components 
of a vibratory system‐the spring, the mass, 
and the damper, behave linearly, the 
resulting vibration is known as linearresulting vibration is known as linear 
vibration. The differential equations that 
govern the behaviour of vibratory linear 
systems are linear. Therefore, the principle of y , p p
superposition holds. 

• Nonlinear vibration: If however, any of theNonlinear vibration: If however, any of the 
basic components behave nonlinearly, the 
vibration is called ‘nonlinear vibration’. The 
differential equations that govern the 
behaviour of vibratory non‐linear systems 
are non‐linear. Therefore, the principle of 
superposition does not hold. 



Classification of vibrationClassification of vibration

Li d li ib ti tdLinear and nonlinear vibrations contd: 
• The nature of the spring force can be 

deduced by performing a simple static 
experiment With no mass attached theexperiment. With no mass attached, the 
spring stretches to a position labeled as xo=0 
in the figure. 

• As successively more mass is attached to the• As successively more mass is attached to the 
spring, the force of gravity causes the spring 
to stretch further. If the value of the mass is 
recorded, along with the value of therecorded, along with the value of the 
displacement of the end of the spring each 
time more mass is added, the plot of the 
force (mass denoted by m, times the 
acceleration due to gravity, denoted by g), 
versus this displacement denoted by x, yields 
a curve similar to that shown in the figure. 



Classification of vibrationClassification of vibration

d l b dLinear and nonlinear vibrations contd: 

• Note that in the region of values for x 
between 0 and about 20 mm, the curve is ,
a straight line. This indicates that for 
deflections less than 20 mm and forces 
less than 1000 N the force that is appliedless than 1000 N, the force that is applied 
by the spring to the mass is proportional 
to the stretch of the spring.

• The constant of proportionality is the slope 
of the straight line. g



Classification of vibrationClassification of vibration

i i i ib i f h l i d f h i i (f• Deterministic vibration: If the value or magnitude of the excitation (force or 
motion) acting on a vibratory system is known at any given time, the excitation is 
called ‘deterministic’. The resulting vibration is known as ‘deterministic vibration’.

• Nondeterministic vibration: In some cases, the excitation is non‐deterministic or 
random; the value of excitation at a given time cannot be predicted. In these 
cases, a large collection of records of the excitation may exhibit some statistical 
regularity.  It is possible to estimate averages such as the mean and mean square 
values of the excitation. 



Classification of vibrationClassification of vibration

l f d d l d h d• Examples of random excitations are wind velocity, road roughness, and 
ground motion during earthquakes. 

• If the excitation is random, the resulting vibration is called random , g
vibration. In the case of random vibration, the vibratory response of the 
system is also random: it can be described only in terms of statistical 
quantitiesquantities.



Mathematical background

•Homogeneous linear ODEs withHomogeneous linear ODEs with 
constant coefficients
N h ODE•Nonhomogeneous ODEs



IntroductionIntroduction

• Th d i b h i f h i l t i d ib d b h t• The dynamic behaviour of mechanical systems is described by what 
we call second order Ordinary Differential Equations. 

• The input to the mechanical structure appears on the right hand 
side of the equation and is the Force and the solution of the 
equation gives the output which is usually the displacement.

• In order to be able solve these equations, it is imperative to have a 
solid background on the solution of homogeneous and g g
nonhomogeneous Ordinary Differential Equations.

• Homogeneous Ordinary Differential Equations represent the ‘FreeHomogeneous Ordinary Differential Equations represent the  Free 
Vibrations’ and the non‐homogeneous Ordinary Differential 
Equations represent ‘Forced Vibrations’.



Homogeneous linear ODEs with 
constant coefficients

h ll d d d h l h• We shall now consider second‐order homogeneous linear ODEs whose 
coefficients a and b are constant.

0=+′+′′ byyay
• The solution of a first order linear ODE:

yyy

0=+′ kyy
• By separating variables and integrating, we obtain:

• Taking exponents on both sides:
∫ +−=−= *ln ckdxykdx

y
dy

• Taking exponents on both sides:

• Let’s try the above solution in the first equation. Using a constant 

kxkdx
cecexy −−

=∫=)(
y q g

coefficient k:

y  and    ey:sderivativeitsngSubstituti 2x =′′=′

=
x

x

e
ey

λλ

λ
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ydey:sde v vesgSubs u

2 =++ xeba
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Homogeneous linear ODEs with 
constant coefficients

f λ l f h h (• Hence if λ is a solution of the important characteristic equation (or 
auxiliary equation)

02 =++ baλλ
• Then the exponential solution             is a solution of the xey λ=

0=+′+′′ byyay

• Now from elementary algebra we recall that the roots of this quadratic 
equation are:

yyy

1 2equation are:

)4(
2
1

)4(
2
1

2
2

2
1

baa

baa

−−−=

−+−=

λ

λ

• The functions below are solutions to 0=+′+′′ byyay
xx eyey 21

21 and λλ ==



Homogeneous linear ODEs with 
constant coefficients

l b k h h d b l h h• From algebra we know that the quadratic equation below  may have three 
kinds of roots:

02 =++ baλλ

• Case I: Two real roots if

• Case II: A real double root if

042 >− ba

042 =− ba

• Case III: Complex conjugate roots if  

• CASE I: In this case a basis of solutions of

042 <− ba

0=+′+′′ byyay• CASE I:  In this case, a basis of solutions of 

in any interval is:

because y1 and y2 are defined and real for all x and their quotient is not   

0=++ byyay
xx eyandey 21

21
λλ ==

y y q
constant. The corresponding general solution is:

xx ececy 21
21

λλ +=



Homogeneous linear ODEs with 
constant coefficients

l d bl λ /CASE II: Real double root λ=‐a/2
• If the discriminant              is zero, we see fromba 42 −

1 2

)4(
2
1

)4(
2
1

2
2

2
1

baa

baa

−−−=

−+−=

λ

λ

that we get only one root:

T b i d i d d l i d d f b i h

xae

a

)2/(
1

21

y
:solution oneonly  hence

,2/

−=

−=== λλλ

To obtain a second independent solution y2 needed for a basis, we use the 
method of order of reduction. Setting 

into'''''ysderivativeitsandthisngSubstituti yanduyyuuyy +== intoysderivativeitsandthisngSubstituti, 211212 yanduyyuuyy +==

0=+′+′′ byyay



Homogeneous linear ODEs with 
constant coefficients

l d bl λ /CASE II: Real double root λ=‐a/2
• We have :

• Collecting terms

0)()2( 111111 =+′+′+′′+′′+′′ buyyuyuayuyuyu
0)()2( 111111 =+′+′′++′′+′′ byyayuayyuyuCollecting terms

• This expression in the last paranthesis is zero, since y1 is a solution of

0)()2( 111111 +++++ byyayuayyuyu

0=+′+′′ byyay
• The expression in the second paranthesis is zero too since

• We are thus left with  
1

2/
12 ayaey ax −=−=′ −

0yu =′′ 1

0
Hence

0

u

yu

=′′

=

21cu
nsintegratioBy two

cx +=



Homogeneous linear ODEs with 
constant coefficients

l d bl λ /CASE II: Real double root  λ=‐a/2
To get a second independent solution y2=uy1, we can simply choose c1=1 
and c2=0 and take u=x. Then y2=xy1. Since these solutions are not y y
proportional, they form a basis. Hence in the case of a double root of

b i f l i f

02 =++ baλλ
0′′′ ba basis of solutions of

on any interval is: 

0=+′+′′ byyay
2/2/ , axax xee −−

• The corresponding general solution is: 2/
21 )( axexccy −+=



Homogeneous linear ODEs with 
constant coefficients

CASE III: Complex roots a/2+iω and a/2 iωCASE III: Complex roots –a/2+iω and –a/2‐iω

• This case occurs if the discriminant of the characteristic equation

is negative. In this case, the roots of the above equation and thus the solutions of the ODE                          

02 =++ baλλ

come at first out complex. However, we show that from them we can obtain a basis of real solutions:

where

0=+′+′′ byyay

axax i2/2/ −−where xeyxey axax ωω sin,cos 2/
2

2/
1 ==

22

4
1 ab −=ω

• This is proved in the next slides. It can be verified by substitution that these are solutions in the present 

case. They form a basis on any interval since their quotient cotωx is not constant. Hence, a real general 

l ti i C III i

4

solution in Case III is: 
)arbitrary,()sincos(2/ BAxBxAey ax ωω += −



Homogeneous linear ODEs with 
constant coefficients: Proof

l b f h• Complex number representation of harmonic motion: Since

this vector can be represented as a complex number:
POX
rr

=
this vector can be represented as a complex number:

where               and a and b denote x and y components of    . Components 
ibaX +=

r

1−=i X
r

a and b are also called the real and the imaginary parts of the vector X. If A 
denotes the modulus or the absolute value of the vector X, and θ denotes 
the argument of the angle between the vector and the x‐axis, then     can X

r
g g ,

also be expressed as: 



Homogeneous linear ODEs with constant coefficients: 
P fProof

Complex number representation of harmonic motion

POX
rr

=

ibaX +=
r

X
r



Homogeneous linear ODEs with 
constant coefficients: Proof

A t h t l t Th• As apparent we have two complex roots. These are:

ωλωλ iaia −=+=
2
1and

2
1

11

• We know from basic mathematics that a complex exponential function can 
be expressed as:

)sin(cos titeeee ritritr +==+

• Thus the roots of the second order Ordinary Differential Equation can be 
expressed as:

)sin(cos
)sin(cos

)2/()2/(

)2/()2/(

2

1

xixeee
xixeee

xaxixax

xaxixax

ωω

ωω
ωλ

ωλ +==
−−−

−+−

• We now add these two lines and multiply the result by ½. This gives:

)sin(cos)()(2 xixeee ωω −==

xey ax ωcos2/
1

−=

• Then we subtract the second line from the first and multiply the result by 
1/2i. This gives: xey ax ωsin2/

2
−=



Homogeneous linear ODEs with 
constant coefficients

Case Roots  Basis General solution

I Distinct real xx 21 λλ xx 21 λλ +
λ1,  λ2

II Real double root

xx ee 21 , λλ xx ececy 21
21

λλ +=

2/2/ 2/

λ=‐a/2

III Complex

2/2/ , axax xee −− 2/
21 )( axexccy −+=

III Complex 
conjugate

ωλ ia +−=
2
1

1 xey ax ωcos2/
1

−= )sincos(2/ xBxAey ax ωω += −

ωλ ia −−=
2
1

2
xey ax ωsin2/

2
−=

)sincos( xBxAey ωω +=



Nonhomogeneous ODEsNonhomogeneous ODEs

h d f h h• In this section, we proceed from homogeneous to nonhomogeneous 
ODEs.  )()()( xryxqyxpy =+′+′′

• The general solution consists of two parts:

ODEshomogeneoutheofsolutiongeneralaiswhere

)()()(

ycycy

xyxyxy ph

+=

+=

ODE.shomogeneou theofsolution generalais where 2211 ycycyh +=

Term in r(x) Choice for yp(x)

xkeγ xCeγke Ce
,...)2,1,0( =nkxn

01
1

1 .... KxKxKxK n
n

n
n ++++ −

−

xk ωcos xMxK ωω sincos +
xk
xk

ω
ω

sin
cos xMxK ωω sincos +

xke x ωα cos )sincos( xMxKe x ωωα +
xke x ωα sin

)sincos( xMxKe ωω +



Nonhomogeneous ODEsNonhomogeneous ODEs

Choice rules for the method of undetermined coefficients
a) Basic rule: If r(x) is one of the functions in the first column in the Table, 

choose yp in the same line and determine its undetermined coefficientschoose yp in the same line and determine its undetermined coefficients 
by substituting yp and its derivatives into

)()()( xryxqyxpy =+′+′′

b) Modification rule: If a term in your choice for yp happens to be a solution 
of the homogeneous ODE corresponding to the above equation, multiply 
your choice of yp by x (or x^2 if this solution corresponds to a double root y yp y ( p
of the characteristic equation of the homogeneous ODE)

c) Sum rule: If r(x) is a sum of functions in the first column of the table, 
choose for y the sum of the functions in the corresponding lines of thechoose for yp the sum of the functions in the corresponding lines of the 
second column. 



Free Vibration of Single DegreeFree Vibration of Single Degree 
of Freedom Systemsy

•Harmonic Motion
•Free vibration of undamped SDOF systems
•Free vibration of damped SDOF systemsp y



Harmonic motionHarmonic motion

O ill t ti t it lf l l• Oscillatory motion may repeat itself regularly, as 
in the case of a simple pendulum, or it may 
display considerable irregularity as in the case ofdisplay considerable irregularity, as in the case of 
ground motion during an earthquake. 

• If the motion is repeated after equal intervals of 
time, it is called periodic motion.time, it is called periodic motion.  

• The simplest type of periodic motion is harmonicThe simplest type of periodic motion is harmonic 
motion. 



Harmonic motionHarmonic motion
• Shown in the figure is a vector• Shown in the figure is a vector 

OP that rotates 
counterclockwise with 
constant angular velocity ω.g y

• At any time t, the angle that 
OP makes with the horizontal 
is θ=ωt.

• Let y be the projection ofLet y be the projection of 
OP on the vertical axis. Then 
y=A sin ωt. Here y, a 
function of time is plotted p
versus ωt. 



Harmonic motionHarmonic motion
• A particle that experiences this• A particle that experiences this 

motion is said to have harmonic 
motion. 

• The maximum displacement of a 
vibrating body from its equilibrium 
position is called the amplitude of 
vibration Amplitude A is shown invibration. Amplitude A is shown in 
the figure.

• Range 2A is the peak to peak 
displacement.

• Now consider the units of θ. Let C 
be the circumference of the circlebe the circumference of the circle 
shown in the figure. 



Harmonic motionHarmonic motion
• Thus C=2πA Or we can write C=Aθ• Thus C=2πA. Or we can write C=Aθ, 

where θ=2π for one revolution. Thus 
defined, θ is said to be in radians and is 
equivalent to 360°.  Therefore, one 
radian is approximately equal to 58.3°.radian is approximately equal to 58.3 . 

• In general, for any arc length,
s=A θ , where θ is in radians. It follows 
that ω in the figure would be in radiansthat ω in the figure would be in radians 
per second.

• As seen in the figure, the vectorial 
method of representing harmonicmethod of representing harmonic 
motion requires the description of both 
the horizontal and vertical components.

Th ti t k t l t l• The time taken to complete one cycle 
of motion is known as the period of 
oscillation or time period and is 
denoted by τ. The period is the time for 
the motion to repeat (the value of τ inthe motion to repeat (the value of τ in 
the figure). 



Harmonic motionHarmonic motion

• Note that ω τ=2 π where ω denotes the 
angular velocity of the cyclic motion. The 
angular velocity ω is also called the 
i l fcircular frequency. 

• The movement of a vibrating body from 
its undisturbed or equilibrium position to 
its extreme position in one direction, 
then to the equilibrium position, then to 
its extreme position in the other 
direction, and back to equilibrium 

i i i ll d l f ib iposition is called a cycle of vibration. 

• One revolution (i.e., angular 
displacement of 2π radians) of the pin P p ) p
in the figure or one revolution of the 
vector OP in the figure constitutes a 
cycle. Cycle is the motion in one period, 
as shown in the figure.



Harmonic motionHarmonic motion

h b f l• Frequency is the number of cycles per unit time. 

• The most common unit of time used in vibration analysis is secondsThe most common unit of time used in vibration analysis is seconds. 
Cycles per second is called Hertz. 

• The time the cycle takes to repat itself is the period T. In terms of the 
period, the frequency is:

τ
1

=f

• The frequency f is related to ω:

τ

f
π
ω
2

=

fπω
π

2
2

=



Harmonic motionHarmonic motion

h l d b d d b• Phase angle: Consider two vibratory motions denoted by:

)sin(
sin11

φω
ω

+=
=

tAx
tAx

• These two harmonic motions are called synchronous because they have 

)sin(22 φω += tAx

the same frequency or angular velocity ω. Two synchronous oscillations 
need not have the same amplitude, and they need not attain their 
maximum values at the same time as shown in the figure. g



Harmonic motionHarmonic motion

h f h d l d h f b l φ• In this figure, the second vector OP2 leads the first one OP1 by an angle φ
known as the phase angle. This means that the maximum of the second 
vector  would occur φ radians earlier than that of the first vector. These 
two vectors are said to have a phase difference of φ.



Harmonic motionHarmonic motion

d h d d h f d l k l• From introductory physics and dynamics, the fundamental kinematical 
quantities used to describe the motion of a particle are displacement, 
velocity and acceleration vectors. 

• The acceleration of a particle is given by:

xddv
&&

2

• Thus displacement velocity and acceleration have the following

x
dtdt

a === 2

Thus, displacement, velocity, and acceleration have the following 
relationships in harmonic motion:

tAx ωsin=

tAxa
tAxv
ωω

ωω

sin
cos

2−==

==

&&

&



Operations on harmonic functions

l b h b

Operations on harmonic functions
r

• Using complex number representation, the rotating vector       can be 
written as:

X
r

where ω denotes the circular frequency (rad/sec) of rotation of the vector       
in counterclockwise direction. The differentiation of the harmonics given 
b h b i i

X
r

by the above equation gives:

• Thus the displacement, velocity and acceleration can be expressed as:



Operations on harmonic functions

b h h

Operations on harmonic functions

• It can be seen that the 
acceleration vector leads the 
velocity vector by 90 degrees 
and the velocity vector leads 
the displacement vector by 90 
degrees.g



Harmonic motionHarmonic motion

l f f f l d b l f• Natural frequency: If a system, after an initial disturbance, is left to 
vibrate on its own, the frequency with which it oscillates without external 
forces is known as its natural frequency. As will be seen, a vibratory 
system having n degrees of freedom will have, in general, n distinct  
natural frequencies of vibration. 

• Beats:When two harmonic motions with frequencies close to oneBeats:When two harmonic motions, with frequencies close to one 
another, are added, the resulting motion exhibits a phenomenon known 
as beats. For example if:

cos)(1 ωtXtx =

The addition of these two motions yield:
quantity. small a is  where

)cos()(
)(

2

1

δ
δω tXtx +=

The addition of these two motions yield:

])cos([cos)()()( 21 ttXtxtxtx δωω ++=+=



Harmonic motionHarmonic motion

Beats: 

])cos([cos)()()( 21 ttXtxtxtx δωω ++=+=

Using the relation

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

=+
2

cos
2

cos2coscos BABABA

The first equation can be written as:

⎠⎝⎠⎝ 22

t δδ ttXtx )
2

cos(
2

cos2)( δωδ
+=



Harmonic motionHarmonic motion

Beats:

• It can be seen that the resulting motion x(t) represents a cosine wave 
with frequency            which is approximately equal to ω and with a varying 2

δω +q y pp y q y g
amplitude  . Whenever, the amplitude reaches a maximum it is 
called a beat. 

• In machines and in structures the beating phenomenon occurs when the

2
2

cos2 tX δ

• In machines and in structures,the beating phenomenon occurs when the 
forcing frequency is close to the natural frequency of the system. We will 
later  return to this topic.



Harmonic motionHarmonic motion

O t Wh th i l f f• Octave:When the maximum value of a range of 
frequency is twice its minimum value, it is known 
as an octave bandas an octave band. 

• For example each of the ranges 75 150 Hz 150• For example, each of the ranges 75‐150 Hz, 150‐
300 Hz, and 300‐600Hz can be called an octave 
band.band.

• In each case the maximum and minimum valuesIn each case, the maximum and minimum values 
of frequency, which have a ratio of 2:1, are said to 
differ by an octave. y



Free vibration of undamped SDOF 
systems

d h l d f f d ( ) h h f• Consider the single‐degree‐of‐freedom (SDOF) system shown in the figure. 
The spring is originally in the unstretched position as shown. It is assumed 
that the spring obeys Hooke’s law. The force in the spring is proportional 
to displacement with the proportionality constant (spring constant) equal 
to k. 



Free vibration of undamped SDOF 
systems

h ff b l d d l l d• The stiffness in a spring can be related more directly to material and 
geometric properties of the spring. A spring like behaviour results from a 
variety of configurations, including longitudinal motion (vibration in the 
direction of the length), transverse motion (vibration perpendicular to the 
length), and torsional motion(vibration rotating around the length).



Free vibration of undamped SDOF 
systems

ll d f l l l d l• A spring is generally made of an elastic material. For a slender elastic 
material of length l, cross‐sectional area A and elastic modulus E (or 
Young’s modulus), the stiffness of the bar for vibration along its length is 
given by:

• The modulus E has the units of Pascal (denoted Pa) which are N/m2
l

EAk =

• The modulus E has the units of Pascal (denoted Pa) which are N/m2.



Free vibration of undamped SDOF 
systems

h h ( h ) l d h ll d fl• When the mass m (weight W) is applied, the spring will deflect to a static 
equilibrium position δst. 

• At this position, we find that:

stkmgW δ==

• If the mass is perturbed and allowed to move dynamically, the 
displacement x, measured from the equilibrium position, will be a function 
of time. Here, x(t) is the absolute motion of the mass and the force in the , ( )
spring can be expresssed as: 

T d i h i i f i f i h i f i

)( stxk δ+−

• To determine the position as a function of time, the equations of motion 
are employed; the free body diagrams are drawn as shown in the figure. 
Note that x is measured positive downward. 



Free vibration of undamped SDOF 
systems

l ’ d l• Applying Newton’s second law,

• But from the static condition note that W=kδst Thus the equation of

xmxkW st &&=+− )( δ
But from the static condition, note that W=kδst. Thus, the equation of 
motion becomes:

0=+ kxxm &&

• With the standard form of:

• This is Case III that has complex roots where the general solution was

0=+ x
m
kx&&

• This is Case III that has complex roots where the general solution was 
computed as:

)sincos(2/ tBtAex ax ωω += −

• Since in the above equation: 

22

4
10 aba −== ω
4



Free vibration of undamped SDOF 
systems

h h• It is shown that

where A and B are constants of integration and

tBtAtx nn ωω sincos)( +=

where A and B are constants of integration and

sec)/(rad
m
k

n =ω

Here ωn defines the natural frequency of the mass. This is the frequency at 
which the mass will move regardless of the amplitude of the motion as 
long as the spring in the system continues to obey Hooke’s law Thelong as the spring in the system continues to obey Hooke s law.  The 
natural frequency in Hertz is:

)(1 Hzkf )(
2

Hz
m

fn π
=



Free vibration of undamped SDOF 
systems

h l d 0 d d l• The initial conditions x = xo  at t=0 and                             are used to evaluate 
the constants of integration A and B. When substituted into the equation

tBtAtx ωω sincos)( +=

0at == txx o&&

we get:
tBtAtx nn ωω sincos)( +

x& x&
and consequently

• The sum in the equation

n

o
o

xBxA
ω

== and t
x

txtx n
n

o
no ω

ω
ω sincos)( +=

• The sum in the equation

can also be combined to a phase shifted cosine with amplitude

tBtAtx nn ωω sincos)( +=
22 BAC +=p p

and phase angle φ=arctan(B/A). For this purpose let:

φφ sinB and cos CCA == φφ



Free vibration of undamped SDOF 
systems

d h l f d• Introducing the new values of A and B into
tBtAtx nn ωω sincos)( +=

we get:
tCtCtx nn ωφωφ sinsincoscos)( +=

• Since 

( ) b d

yxyxyx sinsincoscos)cos( +=−

• x(t) can be expressed as:

• Where φ=arctan(B/A) and consequently:

)cos()( φω −= tCtx n

Where φ arctan(B/A) and consequently:
2

222
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+=+=

n

o
o

xxBAC
ω
&

 and  arctan ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

on

o

x
x

ω
φ

&

⎠⎝ n⎠⎝ on



Free vibration of undamped SDOF 
systems

h h f f
xo i)(
&

• The equation                                                           is a harmonic function of 

time Thus the spring‐mass system is called a harmonic oscillator The

ttxtx n
n

o
no ω

ω
ω sincos)( +=

time. Thus, the spring mass system is called a harmonic oscillator. The 
nature of harmonic oscillation is shown in the figure. If C denotes a vector 
of magnitude C, which makes an angle ωnt‐φ with respect to the vertical x 
axis then the solution can be seen to be the)cos()( φω= tCtxaxis, then the solution                                     can be seen to be the 
projection of vector C on the x axis.

)cos()( φω −= tCtx n



DampingDamping
U d d d d d ib ti Th f i d l di t• Undamped and damped vibration: The response of a spring‐mass model predicts 
that the system will oscillate indefinitely. However, everyday observation indicates 
that most freely oscillating systems eventually die out and reduce to zero motion. 

Th h i f i d l f h b d d i ill i• The choice of representative model for the observed decay in an oscillating system 
is based partially on physical observation and partially on mathematical 
convenience. The theory of differential equations suggests that adding a term to 
equation of the form where c is a constant will result in a0)()( + tkxtxm && xc&equation                             of the form      , where c is a constant, will result in a 
solution x(t) that dies out. 

• Physical observation agrees fair well with this model and it is used very 
f ll t d l th d i d i i t f h i l t

0)()( =+ tkxtxm xc

successfully to model the damping or decay in a variety of mechanical systems. 

• This type of damping is called the viscous damping.



DampingDamping

h l fl f h l h h h f h• The laminar flow of the oil through the perforations as the piston moves 
causes a damping force on the piston. 

• The force is proportional to the velocity of the piston, in a direction p p y p ,
opposite that of the piston motion. This damping force has the form:

h i f i li l d h il i i h
)(txcfc &=

where c is a constant of proportionality related to the oil viscosity. The 
constant c, called the damping coefficient, has units of Ns/m, or kg/s.



Damped free vibration of SDOF systemDamped free vibration of SDOF system

d h h d h• Consider the spring‐mass system with an energy dissipating mechanism 
described by the damping force as shown in the figure. It is assumed that 
the damping force FD is proportional to the velocity of the mass, as shown; 
the damping coefficient is c. When Newton’s second law is applied, this 
model for the damping force leads to a linear differential equation,

0k&&& 0=++ kxxcxm &&&



Damped free vibration of SDOF systemDamped free vibration of SDOF system

h h l d h ff h• The ODE is homogeneous linear and has constant coefficients. The 
characteristic equation is found by dividing the below equation by m:

02 kc

• By the roots of a quadratic equation, we obtain:

02 =++
m

s
m

s

mkc

ss

41andc
where

,,

2

21

−==

−−=+−=

βα

βαβα

• It is now most interesting that depending on the amount of damping 
(much, medium or little) there will be three types of motion 

mkc
m

4
2

and
2m

βα

corresponding to the three cases I, II and III.



Damped free vibration of SDOF systemDamped free vibration of SDOF system

C fi i iCase  Roots Definition

I
Distinct real roots

Overdampingmkc 42 >
s1,  s2

II Real double root Critical dampingmkc 42 = p gmkc 4=

III Complex conjugate roots Underdampingmkc 42 <



Damped free vibration of SDOF systemDamped free vibration of SDOF system

f h l d ff h l f h k h• Define the critical damping coefficient cc  as that value of c that makes the 
radical equal to zero,

nc mkmc ω22 ==

• Define the damping factor as:
nc m

ccξ
2

==

• Introducing the above equation into

nc mc ω2

⎞⎛
2

• We find:
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m
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• Then the solution can be written as:
( ) ns ωξξ 12,1 ±

tt nn BeAetx
ωζζωζζ ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −−−⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −+−

+=
11 22

)( BeAetx +)(



Three cases of dampingThree cases of damping

• Heavy damping when c > cc

• Critical damping c = cc

• Light damping 0 < c < cc



Heavy damping (c > c or ζ>1)Heavy damping (c > cc or ζ>1)
h b h l h l h d ff l• The roots are both real. The solution to the differential equation is:

where A and B are the constants of integration Both s1 and s2 will be

tsts BeAetx 21)( +=
where A and B are the constants of integration. Both s1 and s2 will be 
negative because α > 0,  β > 0, and                                    . Since                                   222 / ααβ <−= mk

mkc
m

ss 4
2
1and

2m
c where,, 2

21 −==−−=+−= βαβαβα

Thus, given any initial displacement, the mass will decay to the 
equilibrium position without vibratory motion. An overdamped system 
does not oscillate but rather returns to its rest position exponentially.p p y

tt nn BeAetx ωζζωζζ )1()1( 22

)( −−−−+− +=



Critical damping (c = c or ζ=1)Critical damping (c = cc, or ζ=1)
h /1 2• Since                            is zero in this case, s1=s2=‐α=‐cc/2m=‐ωn.

• Both roots are equal and the general solution is:                                  . 
Substituting the initial conditions, x = xo  at t=0 and 

( ) tneBtAtx ω−+=)(
mkc

m
4

2
1 2 −=β

0at == txx o&&g , o

( )[ ] t

onoo xx BxA ω+== &

:becomessolution   theand
 and 

• The motion is again not vibratory and decays to the equilibrium position.

( )[ ] t
onoo

netxxxtx ωω −++= &)(



Light damping (0 < c < c or ζ<1)Light damping (0 < c < cc or ζ<1) 
h f h d ll h• This case occurs if the damping constant c is so small that 

• Then β is no longer real but pure imaginary
mkc 42 <

Then β is no longer real but pure imaginary.

2

2
2

4
4

2
1*   where*

m
c

m
kcmk

m
i −=−== ωωβ

• The roots of the characteristic equation are now complex conjugate:
isis

with
**, 21 −−=+−= ωαωα

• Hence the corresponding general solution is:
m
cα

2

with

=

Hence the corresponding general solution is:

tCetBtAex o
tt −=+= −− φωωω αα

where
)*cos()*sin*cos(

B/ABA o =+= φtanandC 222



Light damping (0 < c < c )Light damping (0 < c < cc ) 

h l l b d• The solution can also be expressed as:

( )tBtAetx nn
tn ωζωζζω 22 1sin1cos)( −+−= −

• The roots are complex. It is easily shown, using Euler’s formula that the 
general solution is: [ ] t

od
netCtx ξωφω −−= )cos()(

where C and φ are the constants of integration. The damped natural 
frequency ωd  is given by 21 ξωω −= nd



Light damping (0 < c < c )Light damping (0 < c < cc ) 

h l d• For the initial conditions

o

o

xtx
xtx
&& ==

==
)0(
)0(

• The equation 

( )tBtAetx tn ωζωζζω 22 1sin1cos)( −+−= −

can be expressed as:
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Nature of the roots in the complex 
plane

F ζ 0 bt i th i i t• For ζ=0, we obtain the imaginary roots
iωn and ‐iωn and a solution of

• For 0<ζ<1, the roots are complex 
conjugate and are located symmetrically

tBtAtx nn ωω sincos)( +=

conjugate and are located symmetrically
about the real axis. 

• As the value of ζ approaches 1,
both roots approach the point
‐ωn on the real axis‐ωn on the real axis.

• If ζ is greater than 1, both roots lie on the
real axis, one increasing and the other decreasing.



Logarithmic decrementLogarithmic decrement

h l h d h h h h l d f• The logarithmic decrement represents the rate at which the amplitude of 
a free damped vibration decreases. It is defined as the natural logarithm 
of the ratio of any two successive amplitudes.

• Let t1 and t2 denote the times corresponding to two consecutive 
amplitudes (displacements) measured one cycle apart for anamplitudes (displacements) measured one cycle apart for an 
underdamped system as shown in the figure. 



Logarithmic decrementLogarithmic decrement

f h[ ] tξ• Using                                              , we can form the ratio:[ ] t
d

netAtx ξωφω −−= )cos()(
( )
( )od
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• But t2=t1+τd , hence
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Logarithmic decrementLogarithmic decrement

h l h d b f d f• The logarithmic decrement can be found from:

• For small damping, the above equation can be approximated as:



Logarithmic decrementLogarithmic decrement

h h f h• Figure shows the variation of the 

logarithmic decrement δ with ζ
as shown in the equations:as shown in the equations:

• It can be noticed that for values up toIt can be noticed that for values up to

ζ = 0.3, the two curves are difficult to 
distinguish.



Logarithmic decrementLogarithmic decrement

• The logarithmic decrement is dimensionless and is actually another form 
of the dimensionless damping ratio ζ. Once δ is known, ζ can be found by 
solving:g

• If we use 

instead of

we have:



Logarithmic decrement

f h d h k d

Logarithmic decrement

• If the damping in the given system is not known, we can determine it 
experimentally by measuring any two consecutive displacements x1 and 
x2. By taking the natural logarithm of the ratio x1 and x2, we obtain δ. By 
using

we can compute the damping ratio ζ. 
• In fact the damping ratio ζ can also be found by measuring two p g ζ y g

displacements separated by any number of complete cycles. If x1 and xm+1

denote the amplitudes corresponding to times t1 and tm+1=t1+mτd where m 
is an integer we obtain:is an integer, we obtain:



Logarithmic decrement

d l d b l f h

Logarithmic decrement

• Since any two successive displacements separated by one cycle satisfy the 
equation:

the equation

becomes:

• The above equation yields

which can be substituted into the either of the equations to obtain the q
viscous damping ratio ζ:



Forced Vibration

•Harmonic excitationHarmonic excitation

•Base excitation



Harmonically excited vibrationHarmonically excited vibration

h l l d d f d b• A mechanical or structural system is said to undergo forced vibration 
whenever external energy is supplied to the system during vibration.  
External energy can be supplied to the system through either an applied 
force or an imposed displacement excitation.

• The applied force or displacement excitation may be harmonic, 
nonharmonic but periodic nonperiodic or random in nature The responsenonharmonic but periodic, nonperiodic or random in nature. The response 
of a system to harmonic excitation is called harmonic response. 

• The nonperiodic excitations may have a long or short duration. The 
f d i dd l li d i di i iresponse of a dynamic system to suddenly applied nonperiodic excitations 

is called transient response. 

• In this part of the course, we shall consider the dynamic response of a p , y p
single degree of freedom system under harmonic excitations of the form 

h
sinor    cosor    )( )( φωφωφω

oo
ti

o )t(FF(t))t(FF(t)eFtF +=+== +

.excitation harmonic  theof angle phase  theis  and frequency,  theis  amplitude,  theis 
where

φωoF



Forced‐Excited System: Harmonic 
Excitation

l d f f d ( ) h l f• Some single degree of freedom (SDOF) systems with an external force are 
shown in the figure. Force can be applied both as an external force F(t), or 
as a base motion y(t), as shown. The coordinate x(t) is the absolute motion 
of the mass. The forces W and kδst are ignored in the free‐body diagrams 
as we know they will add to zero in the equation of motion.



Forced‐Excited System: Harmonic 
Excitation

d h f d f h f h h l d f• Consider the force‐excited system of the figure, where the applied force is 
harmonic,

• Applying Newton’s second law, the equation of motion becomes:

tFtF o ωsin)( =

pp y g , q

• The general solution for this second‐order nonhomogeneous linear 
diff i l i i

tFkxxcxm o ωsin=++ &&&

)()()(differential equation is

where xh is the complementary solution or solution to the homogeneous        
equation. But this solution dies out soon . Our interest focuses on xp, the 

)()()( txtxtx ph +=

q p,
particular solution. In vibration theory, the particular solution is also called 
the steady‐state solution.



Forced‐Excited System: Harmonic 
Excitation

h f h l d l l h• The variations of homogeneous, particular, and general solutions with 
time for a typical case are shown in the figure.

• It can be seen that xh(t) dies out and x(t) becomes xp(t) after some time (τ( ) ( ) p( ) (
in the figure).

• The part of the motion that dies out due to damping (the free vibration 
part) is called transient The particular solution represents the steadypart) is called transient. The particular solution represents the steady 
state vibration and is present as long as the forcing function is present. 



Forced‐Excited System: Harmonic 
Excitation

h l f b d l• The vertical motions of a mass‐spring system subjected to an external 
force r(t) can be expressed as:

)(trkxxcxm =+′+′′
• Mechanically, this means that at each time instant t, the resultant of the 

internal forces is in equilibrium with r(t). The resulting motion is called a 
forced motion with forcing function r(t) which is also known as the input

)(

forced motion with forcing function r(t), which is also known as the input 
force or the driving force, and the solution x(t) to be obtained is called the 
output or the response of the system to the driving force.  

• Of special interest are periodic external forces, and we shall consider a 
driving force of the form:

• Then we have the nonhomogeneous ODE:
tFtr o ωcos)( =

Then we have the nonhomogeneous ODE:

tFkxxcxm o ωcos=+′+′′



Forced‐Excited System: Harmonic 
Excitation

Solving the nonhomogeneous ODE 
To find yp, we use the method of undetermined coefficients:

b i)(

tbtatx

tbtatx

p

p

ωωωω

ωω

cossin)(

sincos)(

22

+−=′

+=

Substituting the above equations into

tbtatx p ωωωω sincos)( 22 −−=′′

′′′

And collecting the cosine and the sine terms, we get

tFkxxcxm o ωcos=+′+′′

tFtbktbk ωωωωωωω cossin])([cos])[( 22 +++

The cosine terms on both sides must be equal, and the coefficient of the 
sine term on the left must be zero since there is no sine term on the right.

tFtbmkcatcbamk o ωωωωωωω cossin])([cos])[( 22 =−+−++−



Forced‐Excited System: Harmonic 
Excitation

h h 2• This gives the two equations:

for determining the unknown coefficients a and b This is a linear system

0)(
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2

=−+−

=+−

bmkca

Fcbamk o

ωω

ωω

for determining the unknown coefficients a and b. This is a linear system. 
We can solve it by elimination to find:
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• We thus obtain the general solution of the nonhomogeneous ODE in the 
form: )()()( txtxtx ph +=



Forced‐Excited System: Harmonic 
Excitation

d d f d llCase I: Undamped forced oscillations: 

• If the damping of the physical system is so small that its effect can be 
neglected over the time interval considered, we can set c=0. Theng ,
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Forced‐Excited System: Harmonic 
Excitation

h h h l l f h d d• We thus have the general solution of the undamped system as:

t
m

FtCtx
o

o
o ω

ωω
δω cos

)(
)cos()( 22 −
+−=

• We see that this output is a superposition of two harmonic oscillations of 
the natural frequency ωo/2π [cycles/sec] of the system, which is the 
f f h d d i d h f / [ l / ]

o )(

frequency of the undamped motion and the frequency ω/2 π [cycles/sec] 
of the driving force. 



Harmonic motionHarmonic motion

Beats:

• As mentioned before, if the frequency of the forcing function and the 
frequency of the system are very close to each other, then again beating effectfrequency of the system are very close to each other, then again beating effect 
should be expected. 

• If we for example take the particular soluton:If we for example take the particular soluton:
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• Since ω is close to ωo, the difference ωo‐ ω is small. Hence the period of the last 
sine function is large. This is because the greater the quantity under the sine, 
the smaller the period is. 



Harmonic motionHarmonic motion

Beats:
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Harmonic motionHarmonic motion

Beats:

This phenomenon is also frequently observed in lightly damped sytems with close coupling of the torsional 
and translational frequencies. 

A typical example is the thirteen storey steel framed Santa Clara County Office Building as reported in :A typical example is the thirteen storey steel framed Santa Clara County Office Building  as reported in : 

Celebi and Liu, ‘Before and after retrofit‐ response of a building during ambient and strong motions’, 
Journal of Wind Engineering and Industrial Aerodynamics, 77&78 (1998) 259‐268.

The proximity of the torsional frequency at 0.57 Hz to the translational frequency at 0.45 Hz causes the 
observed coupling and beating effect in this structure. 



Harmonic motionHarmonic motion

Comparison of the frequencies of the building

Thirteen storey steel framed Santa Clara County Office Building  as reported in : 

Celebi and Liu, ‘Before and after retrofit‐ response of a building during ambient and strong motions’,  
Journal of Wind Engineering and Industrial Aerodynamics 77&78 (1998) 259 268Journal of Wind Engineering and Industrial Aerodynamics, 77&78 (1998) 259‐268.



ResonanceResonance

If th d i f th t i ll th t it ff t b l t d• If the damping of the system is so small that its effect can be neglected 
over the time interval considered, we can set c=0. Then the particular 
response can be expressed by:

• Putting cosωt=1, we see that the maximum amplitude of the particular 
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• This excitation of large oscillations by matching input and natural 
frequencies is called resonance. 



ResonanceResonance

h f d d h
F2&&• In the case of resonance and no damping, the ODE 

becomes:

• Then from the modification rule the particular solution becomes:
tFkxxcxm o ωcos=++ &&&

t
m
Fxx o

o
o ωω cos2 =+&&

Then from the modification rule, the particular solution becomes:

• By substituting this into the second equation, we find:

)sincos()( tbtattx oop ωω +=

F

• We see that because of the factor t, the amplitude becomes larger and 
larger Practically speaking systems with very little damping may undergo

tt
m
Ftx o
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o
p ω

ω
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2
)( =

larger.  Practically speaking, systems with very little damping may undergo 
large vibrations that can destroy the system.



Forced‐Excited System: Harmonic 
Excitation

d f d ll f h d f hCase II: Damped forced oscillations: If the damping of the mass‐spring 
system is not negligibly small, we have c>0 and a damping term cx’ in 

0=++ kxxcxm &&& )(trkxxcxm =++ &&&

Then the general solution yh of the homogeneous ODE approaches zero as 
t goes to infinity. Practically, it is zero after a sufficiently long time. Hence 
the transient solution given by

)(

the transient solution given by

approaches the steady state solution yp. This proves the following:

)()()( tytyty ph +=
pp y yp p g

Steady state solution: After a sufficiently long time, the output of a 
d d ib i d l i id l d i i f illdamped vibrating system under a purely sinusoidal driving force will 
practically be a harmonic oscillation whose frequency is that of the input.  



Response of a damped system under 
harmonic force

f h f f b h f• If the forcing function is given by                                 the equation of motion 
becomes:

• The particular solution is also expected to be harmonic; we assume it in 
the following form:

where X and φ are constants to be determined that denote the amplitude 
and the phase angle of the response, respectively. By substituting the p g p , p y y g
second equation into the first: 

U i h i i l i b l i h b i• Using the trigonometric relations below in the above equation



Response of a damped system under 
harmonic force

b• We obtain:

• If we solve the above equation we find:If we solve the above equation, we find:

• If we insert the above into the                                                , we find the 
particular solution. Using: 

r
ω
ω

=
nω



Response of a damped system under 
harmonic force

b• We obtain:



Forced‐Excited System: Harmonic 
Excitation

h /δ k h f f l f• The quantity M=X/δst is known as the magnification factor, amplification 
factor or the amplitude ratio. The amplitude of the forced vibration 
becomes smaller with increasing values of the forcing frequency (that is, 
M       0  as r        ∞)

222 )2()1(
1

/ rrkF
X

o

o

ξ+−
=



Forced‐Excited System: Harmonic 
Excitation

f h d ff l f d h h b• A fact that creates difficulty for designers is that the response can become 
large when r is close to 1 or when ω is close to ωn. This condition is called 
resonance. The reduction in M in the presence of damping is very 
significant at or near resonance. 



Forced‐Excited System: Harmonic 
Excitation

d d (ζ ) h h l f d• For an undamped system (ζ=0), the phase angle is zero for 0<r<1 and 180 
degrees for r>1. This implies that the excitation and response are in phase 
for 0<r<1 and out of phase for r>1 when ζ=0.

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
−

= 21
2arctan

r
rζφ



Forced‐Excited System: Harmonic 
Excitation

ζ d h h l b φ l h h• For ζ>0 and 0<r<1, the phase angle is given by 0<φ<90, implying that the 
response lags the excitation.  

⎞⎛ 2 rζ
⎟
⎠
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Forced‐Excited System: Harmonic 
Excitation

ζ d h h l b φ l h h• For ζ>0 and r>1, the phase angle is given by 90<φ<180, implying that the 
response leads the excitation.  

⎞⎛ 2 rζ
⎟
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⎜
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Response of a damped system under p p y

l l b l h h f b

ti
oeFtF ω=)(

• Using complex algebra, let the harmonic force be:

where Fo is a real constant and i is the imaginary unit Assume that the

ti
oeFtF ω=)(

where Fo is a real constant and i is the imaginary unit. Assume that the 
response has the same frequency as the force, but is, in general, out of 
phase with the force

titi eXeXtx ωφω ~)( )( +

where Xo is the amplitude of the displacement and       is the complex 
displacement,  

o eXeXtx φ)( )( ==
X~

φiXX~
p ,

Substituting this into the differential equation of motion

φi
oeXX =

ti
o

ti eFeXkicm ωωωω =++− ~)( 2



Forced‐Excited System: Harmonic 
Excitation

f h f f ( f f ) ( ) h• Define the transfer function (or frequency response function) H(ω) as the 
complex displacement due to a force of unit magnitude (Fo=1). Thus,

1
ωω

ω
icmk

H
+−

=
)(

1)( 2

• Rationalizing, the transfer function becomes:

222

2

)()(
)()( ωωω

k
icmkH −−

=

• This is also the ratio between the complex displacement response and the 

222 )()(
)(

ωω cmk +−

p p p
complex input forcing function.



Forced‐Excited System: Harmonic 
Excitation

f h f h d l f h f f• Define the gain function as the modulus of the transfer function

22* )(Im)(Re)()()( HHHHH +== ωωω

where H* is the complex conjugate. For the force excited system under 
consideration,

222 )()(
1)(

ωω
ω

cmk
H

+−
=

• The gain function is the amplitude of the displacement for Fo=1. Thus,

X )(ωH
F
X

o

o =



Forced‐Excited System: Harmonic 
Excitation

d l d l f f h f• It is convenient to develop a nondimensional form of the gain function. 
First define the frequency ratio

r
ω
ω

=

Multiplying the equation
nω

222 )()(
1)(

ωω
ω

cmk
H

+
=

by k and employing the definitions for ζ, cc and ωn,  it is easily shown that

)()( ωω cmk +−

1X

and the phase angle is:
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Forced‐Excited System: Harmonic 
Excitation

T f f ti i th l it d l ti• Transfer functions expressing the velocity and acceleration responses can 
be written based on equation

titi
o eXeXtx ωφω ~)( )( == +

by multiplying H(ω) in equation 
o)(

222 )()(
1)(

ωω
ω

cmk
H

+−
=

by iω and (iω)^2=‐ respectively. The resulting gain function for the 
velocity output would be derived by multiplying both sides of the above 
equation and the equation

)()(

ω^2

equation and the equation 

222 )2()1(
1

/ rrkF
X

o

o

ξ+−
=

by ω and noting that ωXo  is the amplitude of the velocity. Similarly, the 
gain function for the acceleration can be obtained by multiplying both 
sides by ω^2.



Quality factor and bandwidthQuality factor and bandwidth

ll l f d k• For small values of damping we can take:

QXX 1
==⎟⎟

⎞
⎜⎜
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Th l f h li d i i ll d h Q f h

o
o

st F
k
F  force static under the deflection==δ

• The value of the amplitude ratio at resonance is called the Q factor or the 
quality factor of the system. The points R1 and R2, where the amplification 
factor falls to Q/√2, are called half power points because the power 
absorbed (ΔW) by the damper (or by the resistor in an electrical circuit), 
responding harmonically at a given frequency, is proportional to the 
square of the amplitude.q p



Quality factor and bandwidthQuality factor and bandwidth

h d ff b h f• The differences between the frequencies

associated with the half power points R1

and R2 is called the bandwidth of the systemand R2 is called the bandwidth of the system.

• To find the values of R1 and R2, we set

so that

or

• From which, we can get:



Quality factor and bandwidthQuality factor and bandwidth

ll l f ζ h• For small values of ζ, the roots

can be simplified as: 

ThenThen 



Quality factor and bandwidthQuality factor and bandwidth

h l h• Using the relation                                     in the equation

we find that the bandwidth Δω is given by:we find that the bandwidth Δω is given by:

Combining the above equation and the equation

W b i

QXX

n
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==⎟⎟
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We obtain:

• It can be seen that the quality factor Q can be used for estimating the 
equivalent viscous damping in a mechanical system. 



Electrical systemsElectrical systems
• An electronic circuit is a closed path formed by the interconnection of• An electronic circuit is a closed path formed by the interconnection of 

electronic components through which an electric current can flow. 

• We have just seen that linear ODEs have important applications in• We have just seen that linear ODEs have important applications in 
mechanics. Similarly, they are models of electric circuits as they occur as 
portions of large networks in computers and elsewhere.  

• The circuits we shall consider here are basic building blocks of such 
networks. 

• They contain three kinds of components, namely, resistors, inductors and 
capacitors.

• Kirchhoff’s Voltage Law (KVL):  The voltage (the electromotive force) 
impressed on a closed loop is equal to the sum of the voltage drops across 
the other elements of the loop.p



Electrical systemsElectrical systems

Fi h h RLC i i I i i f i• Figure shows such a RLC circuit. In it a resistor of resistance 
R Ω (ohms), an inductor of inductance L H (Henrys) and a 
capacitor of capacitance C F (farads) are wired in series as 
shown, and connected to an electromotive force E(t) , ( )
V(volts) (a generator for instance), sinusoidal as shown in 
the figure or some other kind. 

• R, L, C, and E are given and we want to find the current I(t) 
A(Amperes) in the circuit.

• An ODE for the current I(t)  in the RLC circuit in the figure is 
obtained from the Kirchhoff’s Voltage Law.

• In the figure, the circuit is a closed loop and the impressed 
voltage E(t) equals the sum of the voltage drops across the 
three elements R,L,C, of the loop.  



Electrical systemsElectrical systems

l d h h h fl h h• Voltage drops: Experiments show that the current I flowing through a 
resistor, inductor and capacitor causes a voltage drop (voltage difference, 
measured in volts) at the two ends. These drops are:

• RI (Ohm’s law) Voltage drop for a resistor of resistance R ohms Ω
l d f i d f i d h ( )dI• Voltage drop for an inductor of inductance L henrys (H)

• Voltage drop for a capacitor of capacitance C farads (F)
dt
dILIL =′

C
Q

• Here Q coulombs is the charge on the capacitor, related to the current by

∫
dQ

∫== I(t)dtQ(t)
dt
dQtI ly  equivalent  )(



Electrical systemsElectrical systems

bl l• Table  Elements in an RLC circuit

Name Symbol Notation Unit Voltage 
DropDrop

Ohm’s 
resistor

Ohm’s 
resistance, R

Ohms 
(Ω)

RI

Inductor Inductance, L henrys 
(H)

LdI/dt

Capacitor Capacitance, C farads Q/C

• According to Kirchhoff’ voltage law we thus have an RLC circuit with 
electromotive force E(t)=Eo sinωt (Eo constant) as a model for the ‘integro 

p p
(F)

( ) ( ) g
differential equation’.

tEtEIdt
C

RIIL o ωsin)(1
==++′ ∫



Electrical systemsElectrical systems

T t id f th i t l i• To get rid of the integral in

tEtEIdt
C

RIIL o ωsin)(1
==++′ ∫

• We differentiate the above equation with repect to t, obtaining:

tEtEI
C

IRIL o ωω cos)(1
=′=+′+′′

• This shows that the current in an RLC circuit is obtained as the solution of 
this nonhomogeneous second‐order ODE with constant coefficients. 

C

1
∫• Using                                                     and noting that  I=Q’ and I’=Q’’, we 

have directly:
tEtEIdt

C
RIIL o ωsin)(1

==++′ ∫
tEQ

C
QRQL o ωsin1

=+′+′′

• But in most practical problems, the current I(t) is more important than the 
charge Q(t) and for this reason, we shall concentrate on the below 
equation rather than the above. q

tEtEI
C

IRIL o ωω cos)(1
=′=+′+′′



Solving ODE for the currentSolving ODE for the current

• A general solution of

is the sum I=Ih+Ip where Ih is a general solution of the homogeneous ODE
tEtEI

C
IRIL o ωω cos)(1

=′=+′+′′

is the sum I Ih+Ip , where Ih is a general solution of the homogeneous ODE 
corresponding to the above equation and Ip is a particular solution. We first 
determine Ip by the method of undetermined coefficients. We substitute:

)sincos(

)cossin(

sincos

2 tbtaI

tbtaI

tbtaI

p

p

p

ωωω

ωωω

ωω

−−=′′

+−=′

+=

into the first equation. Then we collect the cosine terms and equate them to 
Eoωcosωt on the right, and we equate the sine terms into zero because there 
i i h i h

)(p

is no sine term on the right.

)tSi(0)()(

) termsCosine()(

2

2 =++−

bRbL

E
C
abRaL oωωω

)termsSine(0)()(2 =+−+−
C

aRbL ωω



Solving ODE for the currentSolving ODE for the current

T l thi t f d b fi t i t d bi ti f L d C• To solve this system for a and b, we first introduce a combination of L and C, 
called the reactance:

C
LS

ω
ω 1

−=

• Dividing the previous two equations by ω, ordering them and substituting S 
gives:

0=−−
=+−

SbRa
ERbSa o

• We now eliminate b by multiplying the first equation by S and the second by R, 
and adding. Then we eliminate a by multiplying the first equation by R and 
second by –S, and adding. This gives:

sincos tbtaI ωω +=

2222 SR
REb

SR
SEa oo
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+
−

=
)sincos(

)cossin(

sincos

2 tbtaI

tbtaI

tbtaI

p

p

p

ωωω

ωωω

ωω

−−=′′

+−=′

+=

• Equation for Ip with coefficients a and b as given above is the desired 
particular solution of the nonhomogeneous  ODE governing the current I in an 
RLC  circuit with sinusoidal electromotive force.



Solving ODE for the currentSolving ODE for the current

f h llRESE−• Using                                              we can write Ip in terms of physically 

visible quantities namely amplitude Io and phase lag θ of the current

2222 SR
REb

SR
SEa oo

+
=

+
=

visible quantities, namely, amplitude Io and phase lag θ of the current 
behind the electromotive force, that is,

)sin()( θω −= tItI op

where 
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Solving ODE for the currentSolving ODE for the current

l l f h h d• A general solution of the homogeneous equation corresponding to

is:
tEtEI

C
IRIL o ωω cos)(1

=′=+′+′′

where λ1 and λ2 are the roots of the characteristic equation:

tt
h ececI 21

21
λλ +=

• We can write the roots in the form λ1=‐α+β and λ2=‐α‐β, where

012 =++
LCL

R λλ

We can write the roots in the form λ1 α+β and λ2 α β, where

C
LR

LLCL
R

L
R 4

2
11

4
,

2
2

2

2

−=−== βα

• Now in an actual circuit, R is never zero (hence R>0). From this, it follows that 
Ih approaches zero, theoretically as t→∞, but practically after a short time. 

CLLCLL 242

pp , y , p y



Solving ODE for the currentSolving ODE for the current

h d h d d• Hence the transient current I=Ih+Ip tends to the steady state current Ip and 
after some time the output will practically be a harmonic oscillation, 
which is given by:

and whose frequency is that of the input (of the electromotive force)

)sin()( θω −= tItI op



Analogy of electrical and mechanical 
quantities

E ti l diff t h i l th t h th• Entirely different physical or other systems may have the same 
mathematical model. For instance, the ODE of a mechanical system and 
the ODE of an electric RLC circuit can be expressed by:

• The inductance L corresponds to the mass, and indeed an inductor 

tFkyycym o ωcos=+′+′′tEQ
C

QRQL o ωsin1
=+′+′′

p ,
opposes a change in current, having an inertia effect similar to that of a 
mass. 

• The resistance R corresponds to the damping constant c and a resistorThe resistance R corresponds to the damping constant c and a resistor 
causes loss of energy, just as a damping dashpot does. 

• This analogy is strictly quantitative in the sense that to a given mechanical 
system we can construct an electrical circuit whose current will give thesystem we can construct an electrical circuit whose current will give the 
exact values of the displacement in the mechanical system when suitable 
scale factors are used.



Analogy of electrical and mechanical 
quantities

h i l i f hi l i l b i h l b• The practical importance of this analogy is almost obvious. The analogy may be 
used for constructing an ‘electrical model’ of a given mechanical model, resulting 
in substantial savings of time and money because electric circuits are easy to 

bl d l t i titi b d h i kl dassmeble, and electric quantities can be measured much more quickly and 
accurately than mechanical ones.

tFkyycym o ωcos=+′+′′tEQ
C

QRQL o ωsin1
=+′+′′

• Table: Analogy of electrical and mechanical quantities

Electrical system Mechanical system

C

Inductance, L Mass m

Resistance, R Damping c

Reciprocal of capacitance 1/C Spring modulus kReciprocal of capacitance, 1/C Spring modulus k

Electromotive force Eo sinωt Driving force Focosωt

Current, I(t)=dq/dt Velocity , v(t)=dy/dt, ( ) q/ y , ( ) y/

Charge, Q(t) Displacement, y(t)



Base excited systems: absolute motionBase excited systems: absolute motion

d h b d• Consider the base‐excited system

of the figure. The goal of the analysis

will be to determine the absolutewill be to determine the absolute 

response x(t) (typically acceleration or 

displacement of the mass) given the base 

motion y(t).

F h f b d di li i• From the free‐body diagram, application 

of Newton’s second law leads directly to

the differential equation:the differential equation:

yckykxxcxm &&&& +=++



Base excited systems: absolute motionBase excited systems: absolute motion

h h b h• Assume that the base motion is harmonic,

• And assume that the response will be harmonic

ti
oeYty ω=)(

And assume that the response will be harmonic,

where is the complex response. The transfer function and the gain

tieXtx ω~)( =

X~where      is the complex response. The transfer function and the gain 
function are derived in the same manner as for the force excited system. 
The transfer function is:
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• The gain function is
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The gain function is 
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Base excited systems: absolute motionBase excited systems: absolute motion

d l f
2)2(1 rX ξ+• In nondimensional form

• The gain function for the absolute displacement for the base‐excited
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ξ
ξ
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The gain function for the absolute displacement for the base excited 
system is shown in the figure.



Base excited systems: absolute motionBase excited systems: absolute motion

h l f i i 0 d l i f ll l f• The value of Td is unity at r=0 and close to unity for small values of r.

• For an undamped system ζ=0, Td ∞ at resonance (r=1).

• The value of Td is less than unity (Td <1) for values of r >√2 (for any amount of 
damping ζ)

• The value of Td is equal to unity (Td=1) for all values of ζ at r=√2
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Base excited systems: absolute motionBase excited systems: absolute motion

h• The equations
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can be interpreted as the gain functions for acceleration output given 
acceleration input And again note that the transfer function for velocity
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acceleration input. And again note that the transfer function for velocity 
and acceleration responses can be derived by multiplying the equation
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Base excited system: Relative motionBase‐excited system: Relative motion

C id th f b d di i th• Consider the free body diagram in the 
figure. Now the response variable under 
consideration will be the relative 
displacementdisplacement,

)()()( tytxtz −=

• In the model, the spring represents a 
structural element. The stress in that 
element will be proportional to z. Thus, 
this problem would be relevant to 
designers of structures subjected to base 
motions, for example, earthquakes. 

• Letting z=x-y in the equation of motion 
leads directly to ymkzzzm &&&&& −=++eads d ec y o ymkzzzm ++



Base excited system: Relative motionBase‐excited system: Relative motion

h h b h• Assuming that the base motion is harmonic,
ti
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• And assuming the response is also harmonic,
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• Following the procedure as described above, the transfer function is:
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And the gain function is
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Base excited system: Relative motionBase‐excited system: Relative motion

d l f
2rZ• In nondimensionless form,

• The gain function for the relative motion for the base‐excited system is

222 )2()1( rr
r

Y
Z

o

o

ξ+−
=

The gain function for the relative motion for the base excited system is 
shown in the figure:



Base excited system: Relative motionBase‐excited system: Relative motion

h h f f f l l d l• Again note that the transfer function for relative velocity and acceleration 
responses can be derived by multiplying
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by iω and ‐ω^2, respectively. 
• The gain functions for velocity and acceleration responses can be obtained 

by multiplying both sides of the equationsby multiplying both sides of the equations
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by ω and ω^2, respectively.



Gain functions for force excited 
systems



Gain functions for base‐excited 
systems



ExampleExample

A fi d b tt ff h t t i bj t d t ill t t• A fixed bottom offshore structure is subjected to oscillatory storm waves. 
In a first approximation, it is estimated that the waves produce a harmonic 
force F(t) having amplitude F=122 kN. The period of these waves is τ=8 
sec The structure is modeled as having a lumped mass of 110 tonssec. The structure is modeled as having a lumped mass of 110 tons 
concentrated in the deck. The weight of the structure itself is assumed to 
be negligible. The natural period of the structure was measured as being 
τ = 4 0 sec It is assumed that the damping factor is ζ=5% It is required toτn= 4.0 sec. It is assumed that the damping factor is ζ=5%. It is required to 
determine the steady state amplitude of the response of the structure.

• Solution: As modeled, this will be a force‐excited system, and the 
response can be computed from the gain function ofresponse can be computed from the gain function of
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The problem reduces to one of finding the frequency ratio r and the 
stiffness k.  



ExampleExample

h f h f f h l f• Because r is the ratio of the forcing frequency to the natural frequency, it 
follows that r will also be the ratio of the natural period to the forcing 
period. Thus,

504τ

• To compute k, first note that the natural frequency is 
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• Then noting that the expression for the natural frequency is

.25.01 Hzf
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Then noting that the expression for the natural frequency is
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• We compute k=27667 N/m



ExampleExample

ll b• Finally substituting into
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• Xo=5.87 m. 
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ResonanceResonance

• For resonance please download the Millenium 
bridge and Tacoma Bridge videos in the g g
website of the course. 



Background for response ofBackground for response of 
SDOF system to random forcesy

•Response of SDOF system to impulsive forces
•Response of single degree of freedom system to arbitrary loading•Response of single degree of freedom system to arbitrary loading
•Relationship between the impulse response and the transfer 
function
•Relationship between the Fourier transform of displacement and p p
force



Response under a nonperiodic forceResponse under a nonperiodic force

• We will see that periodic forces of any general wave form can be represented by Fourier series as a• We will see that periodic forces of any general wave form can be represented by Fourier series as a 
superposition of harmonic components of various frequencies. 

• The response of a linear sytem is then found by superposing the harmonic response to each of the 
exciting forcesexciting forces.

• When the exciting force F(t) is nonperiodic, such as that due to blast from an explosion, a different 
method of calculating the response is required.

• Various methods can be used to find the response of the system to an arbitrary excitation as 
follows:

– Representing the excitation by a Fourier integralRepresenting the excitation by a Fourier integral

– Using the method of convolution integral

– Using the method of Laplace transforms

– First approximating F(t) by a suitable interpolation model and then using a numerical procedure

– Numerically integrating the equations of motion. 



Response of single degree of freedom 
system to impulsive forces

• A nonperiodic exciting force usually has a magnitude that varies with time• A nonperiodic exciting force usually has a magnitude that varies with time; 
it acts for a specified period of time and then stops. 

• The simplest form is the impulsive force a force that has a large• The simplest form is the impulsive force‐ a force that has a large 
magnitude F and acts for a very short period of time Δt.

• From dynamics we know that impulse can be measured by finding the• From dynamics, we know that impulse can be measured by finding the 
change in momentum of the system. 

• The unit impulse F acting at t=0 is also denoted by the Dirac delta• The unit impulse F acting at t=0 is also denoted by the Dirac delta 
function, δ(t). The Dirac delta function at time t=τ, denoted as
has the properties 
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where 0<τ<∞. Thus an impulsive force acting at t=τ can be denoted as:
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Response of single degree of freedom 
system to impulsive forces

d b d l l d h f• Consider a SDOF system subjected to impulsive loading as shown in figure. 
The external force is:

)()( tFtF δ=
where δ(t) is the Dirac delta function.
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Response of single degree of freedom 
system to impulsive forces

h f f h ll b l• The equation of motion of the mass will be similar to

with the impulsive force of
tFkxxcxm o ωsin=++ &&&

with the impulsive force of 

on the right hand side. The unit impulse is defined as Fo=1. The response 
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x(t) to the unit impulse is denoted as h(t):

• Physically speaking for t≈0 a radical change in the system motion takes
)()1( tkhhchm δ=++ &&&

• Physically speaking, for t≈0, a radical change in the system motion takes 
place when the short duration high amplitude force excites an initial 
motion in the system. But for t>0, the response will be free vibration. 
U i l h i F(Δ ) (Δ ) i b h h hUsing elementary mechanics, F(Δt)=m(Δv) it can be shown that the 
velocity of the system just after the impulse is:
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Response of single degree of freedom 
system to impulsive forces

U i th i iti l diti• Using the initial conditions:
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• The free vibration response is:
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• Here h(t) is known as the force‐excited absolute displacement response, 
impulse response function of the single‐degree‐of‐freedom system. Note that 
h(t) characterizes a system just like the transfer function H(ω) does The

m dω

h(t) characterizes a system just like the transfer function H(ω) does. The 
velocity and acceleration impulse response functions can also be obtained as 
derivatives of h(t). 



Response of single degree of freedom 
system to impulsive forces

• If the magnitude of the impulse is F• If the magnitude of the impulse is F 
instead of unity, the initial velocity     is 
F/m and the response of the system 
becomes:

ox&

• If the impulse F is applied at an arbitrary 
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time t=τ by an amount F/m as shown in 
the figure, it will change the velocity at 
t=τ by an amount F/m. Assuming that x=0 
until the impulse is applied, theuntil the impulse is applied, the 
displacement h at any subsequent time t, 
caused by a change in the velocity at time 
τ is given by the above equation with t 
replaced by the time elapsed after thereplaced by the time elapsed after the 
application of the impulse, that is, t‐ τ. As 
shown in Fig.b,  we obtain 
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Response of Single‐Degree‐of‐
Freedom System to Arbitrary Loading

l h l f b d d• For a linear system, the impulse response function can be used to derive 
the response of a system under an arbitrary loading history. Consider the 
force shown in the figure



Response of Single‐Degree‐of‐
Freedom System to Arbitrary Loading

h i l d i Δ i ( ) Δ h• The impulse during Δτ is F(τ) Δτ. The 
response to this impulse at any time 
t>τ is approximately [F(τ) Δτ]h(t‐ τ). 
Th th t t i th fThen the response at t is the sum of 
the responses due to a sequence of 
impulses. In the limit as Δτ→0

where the input F(t) is accounted for 
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as t→‐∞, for example,F(t) could be 
defined as zero for t<0. The expression 
for x(t) is called the convolution 
integral. 



Response of Single‐Degree‐of‐
Freedom System to Arbitrary Loading

• Note that h(t‐τ) =0 when τ>t. Thus, 
we can expand the limits to the 
interval (‐∞,∞):
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• Another useful form is obtained by 
letting θ=t‐τ:
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Response of Single‐Degree‐of‐
Freedom System to Arbitrary Loading
B b tit ti th ti• By substituting the equation
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we obtain:

τττ dthFtx )()()( −= ∫
∞

∞−

t1we obtain:

which represents the response of an underdamped single degree of 
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freedom system to the arbitrary excitation F(t).
• Note that the above equation does not consider the effect of initial 

conditions of the system.
• The integral in either of the two above equations is called the convolution

or Duhamel integral. 



Relationship between h(t) and H(ω)Relationship between h(t) and H(ω)

l f f h h h( ) d ( )• An important result from Fourier transform theory is that h(t) and H(ω) 
form a Fourier transform pair. This relationship is useful when deriving 
responses of dynamic systems to random vibration inputs. Let,

h
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which implies that h(t) and H(ω) form a Fourier transform pair.
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Relationship between h(t) and H(ω)Relationship between h(t) and H(ω)

B d th F i t f f l ti th i f th• Based on the Fourier transform of a convolution, the expression for the 
response to an arbitrary input in equation

τττ dthFtx )()()( ∫
∞

and representation in  
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it is clear that we can also express the response to an arbitrary input as:
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where F(ω) is the Fourier transform of F(t). This expression is useful for the
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where F(ω) is the Fourier transform of F(t). This expression is useful for the 
analysis or numerical computation of system response or as the basis for 
random vibration computations.



Relationship between X(ω) and F (ω)Relationship between X(ω) and F (ω)

h l h b h f f ( ) d ( ) d• The relationship between the Fourier transforms of x(t) and F(t) is used to 
derive responses of dynamic systems to random vibration input in random 
vibration theory. Take the Fourier transform of both sides of 
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Relationship between X(ω) and F (ω)Relationship between X(ω) and F (ω)

• From
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and the basic relationship of the Fourier transform:
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