2. DOGRUSAL PROGRAMLAMA (DP)

2.1. DP’nin Tanmimi ve Bazi Temel Kavramlar
Model: Bir sistemin degisen kosullar altindaki davranislarini incelemek, kontrol etmek ve
gelecegi hakkinda varsayimlarda bulunmak amaci ile sistemin elemanlar1 arasindaki
bagintilar1 kelimeler ya da matematik formiillerle belirleyen ifadeler topluluguna “model” ad1

verilir.

Matematiksel Model: Bir sistemin elemanlarinin simgeler ile tanimlanip bunlar arasindaki

iligkilerin fonksiyonlar ile gosterimine "matematiksel model” ad1 verilir.

Karar Modeli: Sistemin y0neticisinin kontrolii altinda olup, karar degiskeni olarak

isimlendirilen degiskenlere, hangi degerlerin verilmesi gerektigini belirlemek amaciyla

kullanilan matematiksel modellere “karar modeli” ad1 verilir.

Iste YA’da en yaygin kullanim alani bulan tekniklerden bir tanesi olan Dogrusal
Programlama (DP), dogrusal karar modelleriyle ilgili kavram ve teknikler biitiiniidiir.
Dogrusal programlama, biitlin model parametrelerinin kesin olarak bilindigini varsayan
deterministik bir tekniktir.

Bir dogrusal programlama problemi (DPP) {i¢ béliimden olusur:

1- Bir DP problemi, karar degiskenlerinin (X;, Xz, ....,X,) dogrusal bir fonksiyonu olan amag
fonksiyonu icerir. Amag fonksiyonu maksimizasyon ya da minimizasyon amagli olabilir.

2- Bir DP problemi, karar degiskenlerinin alacagi degerleri sinirlayan kisitlar seti igerir. Her
bir kisit seti dogrusal esitlik ya da esitsizlik seklinde ifade edilmelidir.

3- Bir DP problemi, karar degiskenlerinin negatif olmama gerekliligini belirleyen bir kisit

igerir. xj= 0, j=1......,n).

Degiskenler: Bir problemin modeli kurulduktan sonra degeri hesaplanacak olan bilinmeyen

simgelerdir.

Karar Degiskenleri: Bir karar modelinin ¢6ziimlenmesi siirecinde degeri hesaplanacak olan

karar unsurlaridir. Ornegin bir isletmede A ve B tipinde iki farkli iiriin {iretilmek istenilsin.



Karar degiskenleri x; ve x; sirastyla, iiretilecek olan A ve B tipindeki iki farkli {irliniin iiretim

miktarlarin1 gosterirler.

Sapma Degiskenleri: Faktor ve kapasite arasindaki dengesizligi gidermeye calisirlar. Bir

baska deyisle, kullanilan hammadde ve onun kapasitesi arasindaki dengeyi kurmaya caligirlar.

Faktor < Kapasite = negatif sapma degiskeni (atil kapasite)

Faktor > Kapasite = pozitif sapma degiskeni (artik-fazla kapasite)

Bu baglamda sapma degiskenlerini iki sinifta toplamak miimkiindiir:
1. Golge Degiskenler: Atil kapasiteyi temsil ederler. “<” seklindeki bir kisit denklemini (=)

seklinde ifade etmek amaciyla kullanilirlar.

Ornek:
X +X, £5
X1 +X,+S, =5

2. Artik Degiskenler: Fazla kapasiteyi temsil ederler. “>" seklindeki bir kisit denklemini

(=) seklinde ifade etmek amaciyla kullanilirlar.

Ornek:
X;+X; 25
X1+X2-E1:5

Yukarida sozii edilen sapma degiskenlerinin yani sira Simpleks Coziim YOnteminde
kullanilan bir bagka degisken cesidi "yapay degisken"dir. Yapay degiskenler Biiylik M

Yontemi (Boliim 3.2.2.) incelenirken agiklanacaktir.

Parametreler: DP modelinin davranisini etkileyen sabit katsayilardir. DP modelindeki c;, b;

ve ajj (iI=1 ........ m; j=1 ........ n) katsayilar1 parametreler olarak adlandirilirlar.



Amac Fonksiyonu: Karar degiskenlerinden ve bu degiskenlerin parametrelerinden olusan en

iyl ¢O0zlimiin (maksimum ya da minimum) elde edilmesini saglayan dogrusal bir

fonksiyondur.
Kisitlar: Bir modeldeki karar degiskenleri ya da karar degiskenleri ile parametreler arasindaki
zorunlu iligkilerin her birine “kisit” adi wverilir. Kullanilan faktér ya da hammadde

miktarlaridir.

Teknolojik Katsayilar: Her faaliyet i¢in gerekli olan kaynak miktaridir.

Sag Taraf Sabitleri: Mevcut kaynak miktarlarin1 gosteren, problemdeki kisit denklemlerinin

sag taraflarinda yer alan parametrelerdir.

Bu bilgilere bagl olarak bir DP problemi simgesel olarak asagidaki gibi ifade edilir:

Amag Fonksiyonu:

n

Zmaks/min,= 21 CiXj
j=

Kisit Denklemleri:

z ajiX; < b; ( i=1, ..... m)

oz

XjZO (j:l PPPPIPI n)

Ornek: Maksimizasyon amagli ve 2x2 boyutlu bir DP problemi asagidaki gibi ifade edilir.

Zmax= C1X1HCoX2

IA

ajxita;x; b,
aXjtapx, < b

X1, X2 >0
Optimal Coéziim: Bir DP modelinin karar degiskenlerinin, mevcut kisitlar altinda amag

fonksiyonunun en iyilenmesi (optimum kilinmasi) sonucunda aldig1 degerler “optimal ¢6ziim”
olarak adlandirilir.




Optimal Deger: Optimal ¢oziime bagli olarak amag¢ fonksiyonun aldigr deger “optimal

deger” olarak adlandirilir.

2.2. DP’nin Baz1 Uygulama Alanlar

Uretim Programi

Beslenme Programi

Reklam Ortami Se¢imi

Sermaye Biitceleme

Dagitim Pogrami

- Stok Kontrol

Uretim Hatt: Dengelemesi

2.3. DP’nin Varsayimlari

DP'nin alt1 temel varsayimi vardir. Bu varsayimlar asagida verilmistir:

Belirlilik (Certainity)

Dogrusallik (Linearity)
Boliinebilirlik (Divisibility)
Toplanabilirlik (Additivity)

Orantisallik (Proportionality)

Negatif olmama (Non-negativity)

Belirlilik Varsayimi: Bir DP modelinde yer alan parametrelerin bilindigi ve degismedigi
kabul edilir. Yani, birim basma kar ya da maliyetlerin (c;), her faaliyet i¢cin gerekli olan
kaynak miktarlarinin (a;) ve mevcut kaynak miktarlariin (b;) sabit oldugu varsayilir. Bu
varsayimin kabul edilmesiyle DP problemlerinin ¢6ziimii kolaylasmaktadir. Ancak,
uygulamada bu parametrelerin sik sik degisme egiliminde olmasi, DP'nin pratik faydasini
azaltmaktadir. Ancak, problemin optimum ¢6ziimii elde edildikten sonra duyarlilik analizi
baslig1 altinda parametrelerdeki degismelerin etkileri incelenerek DP’ye dinamik bir yapi

kazandirilabilir.

Boliinebilirlik Varsayimi: Belirlilik varsayimi ile karar degiskenlerinin siirekli degerler

alabilecegi kabul edilir. Ornegin herhangi bir DP modelinin ¢dziimiinde 4.6 adet araba



iiretilecegi gibi bir iiretim ¢iktis1 sonucuna ulasilabilir. Optimal ¢oziime ulasildiktan sonra

kesirli degerler “Tam Say1 Programlama” algoritmalariyla tamsayilastirilabilir.

Dogrusallik Varsayimi: Bir DP modelinin amag¢ fonksiyonu ve kisit denklemleri dogrusal

olmalidir. Bir bagka deyisle x;’ler birinci dereceden olmalidir.

Toplanabilirlik Varsayimi: Amag¢ fonksiyonunun ve kisit denklemlerinin degerlerine
yapilan toplam katki, her bir katkinin ayr1 ayr1 toplanmasi ile elde edilir.
Ornegin, bir is iki is-giicii saat ile diger bir is {i¢ is-giicii saat ile yapiliyorsa iki isi

birden yapmak bes is-giicii saati gerektirir.

Orantisalhk Varsayimi: Her bir karar degiskeninin amag fonksiyonuna ve kisit
denklemlerinin sol tarafina yapacagi katki karar degiskeninin degeri ile orantilidir. Ornek
olarak 1 adet A tipi oyuncagin amag fonksiyonu katkis1 800.000 TL ise 4 adet A tipi
oyuncagin amag fonksiyonuna toplam katkis1 bunun dort kati olan 3.200.000 TL (4x800.000)
olacaktir.

Bir adet A tipi oyuncak plastik departmaninda 4 dakikada isleniyorsa, 5 adet A tipi
oyuncak bunun bes kati olan 20 dakikada (4x5=20) islenecektir.

Negatif Olmama Varsayimi: DP’deki tiim degiskenlerin negatif olmayan degerler almasi
gerekmektedir. Negatif liretimden sz edilemeyecegi icin degiskenlerin pozitif ya da en

azindan sifira esit olmasi gerekmektedir.

2.4. DP’nin Ozellikleri ve Diizenlenis Bicimleri

2.4.1. DP’nin Ozellikleri

Bir DP probleminin modeli, dogrusal esitlikler ve/veya esitsizlikler seklindeki kisit
denklemleri ¢ercevesinde en iyilenecek (optimum kilinacak) bir dogrusal amag¢ fonksiyonu
icerir. Bu durumda bir DP problemi genel olarak asagidaki gibi ifade edilir:

n

Z maks./min. =2 CiX;

j=1

n

)) aAjiX; < bi izl, .................... ,1N




>

Xj >0 j: 1, .................... .11

DP’nin 6zellikleri kisaca asagidaki gibi 6zetlenebilir:

1) DP problemlerinde uygun ¢6zlim birden ¢oktur. Fakat genelde optimum ¢6ziim bir tanedir
(alternatif ¢6ziim olabilir).

2) Kaynak miktarlar1 smirlidir. Amaca ulasmak i¢in sonsuz miktarda kaynak
kullanilamayacag1 gibi, miktar olarak en kit olan kaynak ¢6ztim alanin1 belirler.

3) Problemde verilen bilgiler, amag¢ ve kaynaklar ile ilgili sinirlayici kosullar, matematiksel
olarak esitlikler ya da esitsizlikler seklinde ifade edilmelidir. Ifadeler dogrusal olmalidir.

4) Karar degiskenleri (x;) negatif olmamalidir.  x;- 20 (=1, ......ccccce.. ,n)

5) c¢j, bi ve a; (i=1,........... ;m ve =1, ............. , n) degerleri dnceden belirlenmistir. Her bir

model i¢in sabit olduklar1 varsayilir ve parametreler olarak adlandirilirlar.

2.4.2. DP’nin Diizenlenis Bicimleri

DP modelleri degisik amagclarla degisik bicimlerde diizenlenirler. DP modellerinin
bigimleri agagidaki gibidir*.

*.OZDEN, K. (1989), Yéneylem Arastirmasi, Hava Harp Okulu Yayinlari, s.186.
1) Primal (6zgiin) form

2) Kanonik form
3) Standart form
4) Dual (ikiz) form

1.) Primal (Ozgiin) Form:
Herhangi bir DP problemi temel alinarak kurulan ilk modele primal (6zgiin) problem
adi verilir.

Primal modelin matematiksel gosterimi asagidaki gibidir:
n

Z maks./min. = 2 CiX;j

j=1



=1 >

X; 20 J= L n
<

Xj- serbest

Buna gore primal modelde,
a.) En biiyiiklenecek ya da en kiigiiklenecek bir amag fonksiyonu vardir.
b.) Kisit denklemlerinin isaretleri (=), (=), (<) seklinde olabilir.
c.) Amag fonksiyonunda parametreler, kisit denklemlerinde ise parametreler ve sag taraf
sabitleri yer alir.

d.) Karar degiskenleri sifira esit, sifirdan biiyiik ya da serbest isaretli olabilirler.

Ornek:
Zmaks= 3X1+ 5X0+2x3
X1+ 5%5- 2X3 < 25
4x1+ 2X, + 5X3 =80

X1, X2, X3 >0

2.) Kanonik Form;:

Bir DP problemi, kanonik formda asagidaki gibi ifade edilir:

n

Zmaks.: z CiX;j

j=1

n

Z ajjX;j < bi izl, .................. ,11

j=1

x; 20 J= L ,n

Kanonik formun 6zellikleri asagidaki gibidir.



a.) Amag fonksiyonu maksimizasyon amagli olmalidir.
b.) Kisit denklemleri < seklinde ifade edilmelidir.

c.) Tim degiskenler negatif olmayan degerler almalidir.

Bu forma uymayan DP problemleri agsagidaki islemlerle kanonik forma doniistiiriiliirler:

1) Bir f(x) fonksiyonunun minimizasyonu, bu fonksiyonun negatif isaretlisinin (-f(x))
maksimizasyonuna esittir.

2) Herhangi bir yondeki esitsizlik ( < yada > ) (-1) ile ¢arpilarak karsit yondeki esitsizlige

(> yada <) donistiriilebilir.

Ornek:
anx; tapx;

> b
-aXp-apXy  <-by
3) Esitlik seklinde verilen bir kisit denklemi zit yonde iki esitsizlik olarak ifade edilebilir.

Ornek:

axjtapxs :b1 esﬁhgl

a;1xjtapxs Sb] A\~ a;xitapxs > b]

seklinde iki esitsizlik olarak yazilabilir. Buradan,
apxitapx, <b; ve -ajxj;-apX, < -b
seklinde iki tane < yonlii esitsizlik elde edilir.

4) Sol tarafi mutlak deger seklinde verilen bir esitsizlik iki esitsizlige doniistiiriilebilir.

Ornek:

laixitanxy] £ by esitsizligi

apnxjtanpx, 2-by ve apxitapx, < by



seklinde iki esitsizlik olarak yazilabilir. Buradan,
-apx;-apX, < by ove anxitapx, < by
seklinde iki tane < yonlii esitsizlik elde edilir.
5) Isareti belirli olmayan bir degisken, iki tane negatif olmayan degiskenin farki olarak
tanimlanabilir. Ornegin x,’in isareti belirsiz ise, x;" > 0 ve x;' > 0 kosuluyla x;= (x;" - x1")
seklinde yazilabilir.

Ornek: Asagida verilen DP problemini kanonik formda yazimz.

Zmin= 3x11+ 5x2+ 2x3

10x1+16x, + 8X3 < 1500

2X1+3x, + X3 =1000
2X1 + 2X2 +10X3 < 120
X2 > 10

X1, X2= 0 ve x5 - serbest

3.) Standart Form:

Bir DP problemi, standart formda asagidaki gibi ifade edilir.
n

Z maks./min. = 2 CiX;j

j=1

)) ;X = bi 1:1, .................... .M

1



Standart formun 6zellikleri asagidaki gibidir.

a.) Amag fonksiyonu maksimizasyon ya da minimizasyon amagli olabilir.
b.) Tiim kisit denklemleri (=) seklinde ifade edilmelidir.

c.) Sag taraf sabitleri negatif olmayan degerler almalidir .

d.) Tim degiskenler negatif olmayan degerler almalidir.

Bu forma uymayan DP problemleri agagidaki islemlerle standart forma doniistiiriiliirler:

1) () seklindeki bir kisit denklemi, denkleme negatif sapma degiskeninin eklenmesi ile

(=) seklinde ifade edilebilir. Eklenen bu degiskene “gdlge degisken” adi verilir.

Ornek:
3%+ 2x5 <30
3X1 + 2X2+ Sl =30
2) (>) seklindeki bir kisit denklemi, denkleme pozitif sapma degiskeninin eklenmesi ile

(=) seklinde ifade edilebilir. Eklenen bu degiskene “artik degisken™ ad1 verilir.

Ornek:
2X1+ 3X, + X3 > 1000

2x1+3x,+ x3- E; =1000

3) Sag taraf sabiti (-) degerli olan esitlik ya da esitsizlik seklindeki bir kisit denklemi, (-1)

ile carpilip sag taraf sabitinin (+) deger almasi saglanir.

Ornek:
-2X1-3X2- X3 >-1000
2X1 + 3X2+ X3 < 1000

1000

2X1+ 3X2+ X3+ S]

4) lIsareti belirli olmayan bir degisken, iki tane negatif olmayan degiskenin farki olarak
tanimlanabilir. Ornegin x,’in isareti belirsiz ise, x;" > 0 ve x;' > 0 kosuluyla x;= (x;" - x1")

seklinde yazilabilir.



Ornek: Asagida verilen DP problemini standart formda yaziniz.

Zmin.: 3Xl + X2

X1 >3
X1 T Xo <4
2X1 - X2 =3

X120, Xp-serbest

4.) Dual (ikiz) Form:

Her DP probleminin iligkili oldugu bir ikiz problemi vardir. DP probleminin asil
sekline primal problem, bununla iligkili ikinci sekline dual (ikiz) problem adi verilir.
Gergekten de bir DP problemi, kendisiyle icsel baglantili bagka bir DP problemine
doniistiiriilebilir: Ornegin, DP’de maksimizasyon (minimizasyon) problemi, ayni verileri
iceren benzer bir minimizasyon (maksimizasyon) problemi olarak yazilabilir. DP’de bu ikili

yapt DUALITE (IKILILIK) olarak adlandirilmaktadir.

Dual problemin ¢oziimii 6nemli ekonomik yorumlar saglar. Primal ve dual modeller

arasindaki iliskileri asagidaki gibi siralamak olasidir:

1) Primal ve dual modelin optimal ¢éziimleri i¢in

Primal Dual
maks. Z = min. G
min. G = maks. Z esitligi gegerlidir

2) Primal modelin amag¢ fonksiyonu katsayilar1 (cj), dual modelin sag taraf sabitlerini (bi)

olustururlar.

Primal Dual

i bi (=l 1) (=1 ,m)



3) Primal modelin sag taraf sabitleri (bi), dual modelin amag¢ fonksiyonu katsayilarini (cj)
olustururlar.
Primal Dual

bi i =L 0) (= ,m)

4) Primal modelde kisit katsayilarinin olusturdugu teknolojik katsayilar satiri, dual modelde

teknolojik katsayilar siitun vektoriinii olustururlar.

Primal Dual

ajj ajj (j=1...n), (1=1m)
n-degisken n-kisit denklemi

m-kisit denklemi m-degisken

O halde, primal model n adet degisken, m adet kisit denklemi igeriyorsa, dual model m

adet degisken n adet kisit denklemi igerecektir.

5) Dual problemin duali primaldir.

6) Primal ve dual problemin karar degiskenleri negatif olmayan degiskenlerdir. x;>0, y;>0

Primal Dual

XjZO yi=0

7) Primal problemdeki kisit denklemleri, dual problemde yon degistirirler.

Primal Dual

< >



v
IN

A-) Normal Maksimum / Minimum Problemlerin Dualinin Alinmasi

a) Normal Maksimum Problemi

Asil Model Dual Model
n m
Zinaks = 2 CiX; Gmin = Z biyi
1 =1
n m
2z ajiX; < bi 2z aiiYi > C;
j=1 =1
X >0 inO

Normal maksimum probleminin duali kanonik formdan ve standart formdan

yararlanilarak alinabilir.

i) Kanonik Form

Normal maksimum problemi, maksimizasyon amachh ve < yonlii kisit denklemli
olacag: i¢in zaten kanonik formda olacaktir. O halde, dual problem minimizasyon amagh ve

> yonlii kisit denklemli olacaktir.

Ornek: Asagidaki verilen DP probleminin kanonik formdan yararlanarak dualini alin.

Zmaks= 60x;+ 30x, + 20x3
8x1+ 6x2 + x3 <48
4x1+ 2x, +1.5x5 £20
2x;+1.5x, +0.5x3 < 8

X1,X2, X3 >0

ii) Standart Form

Normal maksimum problemi standart forma déniistiiriilerek duali alinir.



Ornek: Yukarida verilen DP probleminin standart formdan yararlanarak dualini alimiz.

b) Normal Minimum Problemi

Asil Model Dual Model
m n
Gmin.: 2 bi}’i Zmaks. =2 Cij
i=1 =1
m n
2 a;iy; =G 2 jiXj < bl
i=1 =1
y; =0 x;=0

Normal minimum probleminin dual problemi maksimizasyon amacl ve < yonlii kisit

denklemli olacaktir.

Ornek: Asagida verilen DP probleminin dualini aliniz.

Gmin.: SOY1 + 20y2+ 30}’3 + 80}’4

400y, +200y; +150y3+500y4 > 500
3yi1 + 2y > 6
2y; + 2y, t+ 4y + 4ys > 10
2y1+ 4y, + y3+ Sys > 8
Y1, ¥2, ¥3, ¥4 =2 0
i- Standart Form

Normal minimum problemi standart forma doniistiiriildiikten sonra duali alinir.

Ornek: Yukarida verilen DP probleminin standart formdan yararlanarak dualini alimiz.

O halde, normal maksimum ve minimum problemlerinin standart formdan duali

almirken asagidaki kurallar gecerlidir.



1. Maksimizasyon amagli normal DP problemi standart forma doniistiiriildiikten sonra duali

alindig1 zaman, dual problem minimizasyon amagh ve ‘>’ yonlii kisit denklemli olacaktir.

2. Minimizasyon amagcli normal DP problemi standart forma doniistiiriildiikten sonra duali

alindig1 zaman, dual problem maksimizasyon amaghh ve ‘<’ yonlii kisit denklemli

olacaktir.

B.) Asimetrik DP Probleminin Dualinin Alinmasi

DP problemi normal forma (Normal Maksimum/Normal Minimum) doniistiiriildiikten sonra

duali alinir.

Tablo-Primal-Dual Problem Arasindaki Iliski

Primal Problem (Dual Problem)

Dual Problem (Primal Problem)

Maksimizyon Z(G) Minimizasyon G(Z)
1. kisit denklemi y;.degisken
< seklinde yi> 0
= seklinde sinirlandirilmamis
> seklinde yi < 0
xj-degisken j-kisit denklemi
xj = 0 > seklinde
sinirlandirilmamig = geklinde
x;< 0 < seklinde

Kaynak: HILLIER, F.S. ve LIEBERMAN, G.J. (1995), Introduction to Mathematical
Programming, McGraw-Hill Publishing Company, p.213.




