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Girig

Matematigin insanlik kadar eski tarihi boyunca insanlar sayilari; dnce esyalarini
saymak icin tek tek, daha sonra tarlalarin1 6lgmek igin ikiserli, ve nihayet bilimsel ¢alismalari
icin Ugerli kullandilar. Giiniimiizde karmasik matematik problemlerinin ¢6ziimii ve doga
olaylarini agiklamak i¢in ¢ok daha fazla sayiya ihtiyacimiz var. Artik eminiz ki evren en az
dort boyutludur (daha fazla olabilir). Ornegin evreni anlamaya yonelik olarak ortaya ¢ikan
slipersicim (superstring) teorisi gibi fiziksel agiklamalar kimi zaman onu yirmi alti boyutlu
kabul etmek zorunda kalmistir. Bu calismayla biz, bilgisayarlarin sundugu olanaklar
degerlendirerek, gelisen bu yeni bakis agilarina biraz olsun destek olmak istedik.

Cok boyutlu cisimler, ¢cok boyutlu uzaylarda yer alan nokta kiimeleridir. Cok boyutlu
uzaylar kavraminin igine nokta, dogru, diizlem ve ikiden ¢ok boyutlu uzaylar girer. Bunlari ii¢
boyuta kadar goriiriiz ve kolayca tasarlariz; fakat dort boyut ve sonrasini anlamak igin,
anlayabildigimiz kismi incelemek gerekir. Ornegin ii¢ boyutlu uzaym iki boyutlu uzaydan
(diizlemden) farki, yukari asagi ve saga sola harekete ek olarak, bu iki dogrultuya dik bir
eksende ileri geri hareket edilebilmesidir. Ayn1 fark dort boyutlu uzay ile ii¢ boyutlu uzay
arasinda vardir. Bir boyutlu dogrudaki uzunluk boyutuna diizlemde yiikseklik boyutu, {ig
boyutlu uzayda derinlik boyutu, dort boyutlu uzayda yeni bir boyut daha —belki de zaman-
eklenir. Bunlar x, y, z, t eksenlerine karsilik gelir. Boyut arttik¢a uzaya yeni eksenler katilir.
Bu kavramlari1 anlamak i¢in {i¢ boyutlu basit bir sekil olan kiip ile dort boyutlu karsiligi olan
hiperkiipii karsilastiralim. Ug boyutlu kiip 6 tane kareden, hiperkiip ise 8 tane kiipten olusur:

O H
Uy

Ustteki sekiller kiipii, alttaki sekiller hiperkiipii gosteriyor. Soldaki iki sekil bu
cisimlerin dondiiriilmemis goriintiilerdir. Ortadaki sekillerde, kiip sadece ilk iki eksende
dondiigii i¢in hala i¢ ice iki kare gibi goriinmektedir. Hiperkiip ise ilk tlic eksende
dondiiriilmistiir ve i¢ ice iki kiip gibi goriiniir. Sagdaki sekillerde, kiip tigiincii eksende,
hiperkiip dordiincii eksende donmiistiir. Kiipiin bu degisiminin diizlemde ger¢eklestigini
diistinseydik, icteki karenin bi¢cimini kaybedip yavas yavas bliyliyerek disart ¢iktigini, distaki
bliyiik karenin biikiilerek iceri girdigini gérecektik. Gozlerimizle ii¢ boyutu algilayabildigimiz
icin karenin bi¢imini kaybetmedigini, uzakligi degisirken egim kazandigi igin Oyle
gorliindligiinii anlayabiliyoruz. Fakat hiperkiipii dondiiriince igteki kiipiin nasil biikiilerek
disar1 ¢iktigin1 anlamak zorlasiyor. Ciinkii, kiipiin i¢indeki karenin uzakta olup kiiclik
goriinmesi gibi hiperkiipte de igte goriinen kiigiik kiip aslinda igte degil, uzaktadir. Kiipii biri
yakin biri uzak iki kare arasinda kalan hacim olarak diisiinebiliriz. Bu durumda hiperkiip,
dordiincii  boyutta biri yakin biri uzak iki kiip arasinda kalan hiperhacim olur.
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Amaclar

Bu projenin amaglart;

a) Cok boyutlu geometrik cisimleri bilgisayar ekraninda hareketli olarak gostererek ti¢
boyutlu beynimiz i¢in daha anlasilir kilacak bir bilgisayar programi yazmak,

b) Programda cisimlerin arakesitlerini alarak, alt uzaylarindaki yaratiklarin onlar1 nasil
gorebileceklerini; 6rnegin dort boyutlu bir kiipiin ti¢ boyutlu uzayimizdan gecerken
sekiz yiizlii, dort yiizlii veya sadece bir kiip gibi goriinebilecegini gorsel olarak
ortaya koymak,

) Programda ele alinacak ¢ok boyutlu cisimleri, kiip, kiire gibi daha basit cisimlerden
—kareden prizma, ¢cemberden kiire, liggenden piramit olusturur gibi- tiiretmek icin
izlenecek yontemler bulmak,

d) Teoride kalmis matematiksel ve fiziksel diisiinceleri uygulamaya gegirmek

olarak ozetlenebilir.

Calismay1 bu amaglar ¢ercevesinde ayirdigimiz alt1 ana boliimde yiirtittiik:

e Veri yapisi: Cok boyutlu bir cisim; nokta, kenar, ylizey ve hacimler icerdigi gibi
bunlarin sinirladigr daha {ist boyutlu elemanlar da tasir (hiperhacim gibi). Bu
yiizden, cismin bilesenlerinin ve bilesenler arasi iliskilerin bir tiir veri yapisinda
tutulmasi gerekir.

e Déniisiimler: Ug boyutlu cisimleri dondiirmek ve dtelemek icin kullanilan matris
dontisiimlerini ¢ok boyuta uyarlamak gerekir.

e lzdiisiim alma: Ug boyut motorlarinda sanal bir uzay1 ekrana yansitmak icin
kullanilan izdiisiim yontemlerinin bir benzeri, ¢ok boyutlu cisimleri gérmek igin
gereklidir.

e Arakesit alma: Cok boyutlu bir cismin alt uzaylarla kesisim kiimeleri olan
arakesit cisimlerini olusturmak ve incelemek, onu anlamak i¢in onemli bir adim
olacaktir.

e Cisim yaratma: Kiip, kiire, silindir gibi cisimlerin diizenliligi, bilgisayarda bu
cisimleri yaratabilecek iglevler yazilabilecegini disiindiiriir. Ayni durum simplex,
hiperkiip, hiperkoni gibi daha fazla boyutlu diizgiin sekiller igin gegerlidir.

e Goriintilleme: Cisimlerin izdiistimlerini aldiktan sonra yapilacak is, onlar1 ekrana
cizmektir. Karmasik cisimleri hareket ettirirken hizdan kazanmak i¢in bu konu
tizerinde durduk.

Bu alt1 boliim birbirinden bagimsiz olarak ele alinabilir; fakat uygulamada birlikte
caligmalidirlar. Yazilacak bir programla ¢ok boyutlu cisimleri eksiksiz bir sekilde incelemek
icin hepsine gerek vardir.

Aracglar

e Windows: Grafik yeteneklerinden dolayr Windows u DOS’a tercih ettik.

e Borland Delphi 5: Programlama dili olarak, anlasilirlik ve kullanighlik agisindan
Borland Delphi 5’1 sectik.

e DelphiX: Cizim asamasinda DirectX’i kullanabilmek i¢in, bu isi kolaylastiran
DelphiX for Delphi 5 bilesenlerinden yararlandik.



Cok Boyutlu Uzay Matematigi

Cok boyutlu uzayr kavramak icin oncelikle {i¢ boyutlu uzay1 inceledik. Bildiginiz gibi
tic boyutlu uzayda bir vektor ii¢ koordinat degeri ile belirtilir (Tvalue tipi en genis reel say1
tipini ifade etmektedir):

TVector3D = record
X, y, z: TValue;
end;

Yine {li¢ boyutta doniisiimler i¢in 4x4’liikk matrisler kullanilir:
TMatrix3D = array [0..3, 0..3] of TValue;

Bu kavramlari ¢ok boyutlu uzay icin genellestirdigimizde sunlari elde ettik:

TCoords = array [0..MAX DIM COUNT - 1] of TValue;

TVector = record * vektor tipi
DimCount: Integer; * vektoriin boyut sayisi
Coords: TCoords; * vektoriin koordinatlari
end;

TCells = array [0..MAX DIM COUNT, 0..MAX DIM COUNT] of TValue;

TMatrix = record * matris tipi
DimCount: Integer; * matrisin boyut sayisi
Cells: TCells; * matrisin hiicreleri

end;

Aslinda koordinatlar1 dinamik olarak boyutlandirilabilir bir yapida tutabilecekken,
hizdan kazang saglamak i¢in sabit sayida koordinat (Max p1m count tane) kullandik. Ayrica
her vektoriin ve matrisin yapisina boyut sayisini tutan bir degisken (DimCount degiskeni)
ekledik. Boyutlar1 ise x, y, z gibi harflerle adlandiramayacagimizdan b0, bl, b2, b3, ...
seklinde bir gosterim kullandik (burada b0 x’e, bl y’ye, b2 de z’ye karsilik gelir).

Vektor ve Matris Doniigsiimleri:

Cisme uygulanmak istenen doniisiim matrisleri sirayla carpilarak genel bir matriste
toplanir (matris ¢arpiminda birlesme 6zelligi olmadig1 i¢in carpim sirast 6nemlidir). Daha
sonra cismin tiim vektorleri bu matris ile ¢arpilarak doniisiim saglanir.

Birim Matris (ldentity):

Birinci kosegeni iizerindeki hiicreleri 1, geri kalan hiicreleri 0 olan matristir. Matris
carpma isleminde etkisiz (birim) elemandir. Ornegin asagidaki 4x4’liik birim matris, i
boyutlu cisimlerin doniistimlerinde kullanilir ve herhangi bir {i¢ boyutlu vektorle ¢arpildiginda
sonug, vektoriin kendisi olur:

k y z ﬂx
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Oteleme Matrisi (Transition):

Oteleme matrisi bir vektdre uygulandiginda vektdrii son satirindaki degerlere gore
Oteler. tx, ty, tz 6teleme degerleri olmak {izere ii¢ boyut i¢in 4x4’liikk bir 6teleme matrisi ve bir
vektorle carpimi asagidaki gibidir:

1 0

[x y z 1]x 0 L 0 0 =[x+tx y+ty Z+1z 1]
0 0 1 0
tx ty tz 1

Dondiirme Matrisi (Rotation):

Carpildig1 vektorii, uzayda iki eksenin belirttigi bir diizlem {izerinde 0 agis1 kadar
dondiiren matristir. Birinci eksen 1, ikinci eksen j olmak iizere; birim matrisin [i, i] hiicresine
sind, [j, j] hiicresine -sin® ve [i, j] ile [j, i] hiicrelerine cos® yazilmasiyla olusturulur. Ug
boyutlu bir vektoriin b0-b2 (x-z) diizleminde 6 agis1 kadar dondiiriilmesinde kullanilan bir
dondiirme matrisi asagida verilmistir:

+sin@ 0 +c0s0 0
0 1 0 0
+C0s0 0 —sin@ 0
0 0 0 1

Izdiigiim (Projeksiyon):

Izdiisiim, ¢ok boyutlu bir cismin alt boyutlarina indirgenmesidir. Aslinda biitiin {i¢
boyut motorlarinin yaptigi is de ii¢ boyutlu cisimlerin ekran {izerine izdiigiimiinii almaktir.
Bizim yaptigimiz ise bu islemin ¢ok boyutlu cisimler i¢in genellestirilmesidir.

Bir¢cok izdiisim yoOntemi arasindan, gercekciligi ve uygulanmasiin kolayligi
sebebiyle diizlemsel perspektif izdiisim yontemini segtik. Bu ydntem, noktalari ekran
diizleminin arkasindaki bir odak ile birlestiren dogrularin bu diizlemi kesen noktalarinin
isaretlenmesine dayanir.

Odak o=

Ug boyut i¢in genel formiilii, basit {icgen benzerliklerinden yararlanarak asagidaki gibi
bulduk ([x y z] li¢ boyutlu vektor, [x" y'] iki boyutlu izdiisiim vektorii ve F odak uzakligi
olmak tizere):

X=X F y' =y F
F+z F+z
Buna gore, n boyutlu bir vektoriin n-1 boyuta izdiisiimii ise su sekildedir:
Co =C F ¢ =c F ¢ =c. F c ,—c _F
0 0 F+Cn_]_ =41 F+Cn_]_ y eeey Y i F+Cn,1 ) ey n-2 n-2 F+Cn_1

Bu islem birgok kez tekrarlanarak vektor istenen boyuta indirgenir.



Arakesit:

Cok boyutlu bir cisimle bir alt uzayin ortak elemanlarina bu cismin uzayla arakesiti
denir. Dairenin dogruyla, koninin diizlemle, hiperkiipiin {i¢c boyutlu uzayla arakesitleri buna
ornektir. n boyutlu bir cismin n-1 boyutlu uzayla arakesitini alirken, bu cismi olusturan dogru
parcalarinin uzayla kesisimlerinden yola ¢iktik. Matematiksel yontemi bulmak igin, analitik
diizlem iizerinde bir dogru pargasi ile bir dogrunun kesisiminin bulunusunu 6rnek aldik:

d:ax+by+c=0

P1(X1, Y1) A P2(X2, ¥2)
O O

P1 ve P, noktalarinin dogruya olan uzakliklar1 orani, A noktasina olan uzakliklari
oranina esittir. Bir noktanin bir dogruya olan uzakligi, bu dogrudaki kuvvetinin mutlak
degeriyle orantilidir. Dolayisiyla, A noktasinin [P1P;] dogru parcasini hangi oranla boldiiglinii
bulmak i¢in P; ve P, noktalarin1 dogru denklemine koyariz:

ki=ax;+by;+c
ko =ax, + by2 +C

* k1 = 0 ya da k2 =0
Noktalardan birinin kuvveti sifira esit ise; kesisim noktasi o noktadir.

* k1 =0 ve k2 = 0
Ikisi de sifira esit ise; kesisim bir nokta degil, dogru pargasinin kendisidir.

* sgn(kl) = sgn(k2)
ki ve ko ayni isaretli ise; iki nokta dogrunun ayni tarafindadir ve kesisim bos kiimedir (k; ve
ko sifirdan farklr).

* sgn(kl) = -sgn(k2)
ki ve k; ters isaretli ise; iki nokta dogrunun farkli taraflarindadir ve kesisim noktasi k; ile

K, nin oranindan bulunur (k; ve K, sifirdan farklr).

Iki boyutlu diizlemde dogru denklemini n boyutlu uzaydaki n-1 boyutlu uzayn
denklemi olarak genellersek (a;’ler sabit, c;’ler vektor koordinati olmak tizere):

ApCo + a1C1 + AxCr + ... +aiCj + ... + Ap.1Cp.y + 2 =0

denklemine ulasiriz. Diizlem i¢in uyguladigimiz yontemi bu denklemi kullanarak ¢ok boyuta
uyarlayabiliriz.



Veri Yapisi

Uc boyutlu her cisim noktalardan, noktalarin sinirladigi kenarlardan, kenarlarin
siirladigi ylizeylerden ve yiizeylerin sinirladigi hacimlerden olusur. Bunlar cismin sifir, bir,
iki ve {i¢ boyutlu elemanlaridir. Her hacim yiizeyler, her yilizey kenarlar ve her kenar da
kendini belirten iki nokta igerir. Yani nokta disinda her eleman kendini olusturan alt boyuttaki
elemanlarin bir listesini barindirir. Noktalar ise birer vektorden ibarettir. Buna gore diizgiin
dort yiizlii cisminin yapisi agagidaki gibidir:

Hacim1l

— N

Yizeyl Yizey2 Yiizey3 Yiizey4

Kenarl Kenar2 Kenar3 Kenar4d Kenar5 Kenaré

===

Noktal Nokta2  Nokta3  Noktad
[X1y121] [X2Y2Z2] [XsY3Za] [XaYazd]

PElement = "TElement;
PELItem = "TELItem;

TELTtem = record * eleman listesi digiimii tipi
Next: PELItem; * sonraki diigiim
Element: TElement; * diigiimiin belirttigi eleman
end;
TElement = record * eleman tipi
Dim: Integer; * elemanin boyutu
Elements: PELItem; * elemanin eleman listesinin basi (nokta degilse)
Vector: PVector; * elemanin vektorii (nokta ise)
end;

Bir elemanin boyutunu, icerdigi pim degiskeni belirler. Noktalar disindaki her
eleman, kendini olusturan elemanlar1 tek bagh bir liste igerisinde tutar. Listedeki her diigiim
Next ile bir sonraki diiglimii, E1ement ile listedeki bir eleman1 gosterir. Element”.Elements
ile gosterilen diigiim (item) bu listenin basi (head) oldugu icin hi¢bir eleman1 gdstermez.
Boylece listenin ilk elemant Elements”.Next”.Element olur. Listedeki son diiglimiin Next
degiskeni bostur (nil).

Cisimleri tutmak i¢in Tobj isminde bir sinif (class) yarattik:

TObjElementList = array [0..MAX DIM COUNT] of PELItem;

TObj = class

public
Coords: TCoords; * cismin yer vektoriiniin koordinatlar
Elements: TObjElementList; * cismin eleman listeleri
{ metotlar ve bzellikler... }

end;



Bu sinif igerisinde elemanlar1 boyut sayilarina goére tuttuk. Yani Tobj.Elements[0]
noktalari, TObj.Elements[1] kenarlarl, Tobj.Elements([i] i boyutlu elemanlar1 iceren
listedir. Baslangigcta bunun tersine biitiin elemanlar1 tek listede topladik; fakat arama ve
dolasma islemlerinde biiylik performans kaybiyla karsilastigimiz igin ayn1 boyutlu elemanlari
gruplayan bu yapiyi tercih ettik. Ayrica cismin uzaydaki yerini Coords degiskeninde tuttuk.
Izdiisiim ve arakesit alma islemlerinde bu koordinatlar1 kullandik.

Dosya Yapisi:

Cok boyutlu cisimleri metin dosyalar1 seklinde tuttuk. En basta cismin boyut sayisi
bulunmak {izere, en biiyiikk boyuttan itibaren, tiim elemanlar1 {istte o boyuttaki eleman
sayisinin yazdigr gruplarda topladik. Nokta disindaki elemanlart belirtirken, kapsadigi
elemanlarin sira numaralarim1 kullandik. Noktalar1 ise vektorlerinin koordinatlarini yan yana
yazarak gosterdik. Ug boyutlu bir kiip dosyas: asagidaki gibidir:

3 * cismin boyut sayisi

1 * hacim sayisi

123456 * ilk hacmi olusturan yiizeylerin listesi
6 * yiizey sayist

1234 * ilk yiizeyi olusturan kenarlarin listesi
56 7 8 .

15910

2 6 11 12

37 13 14 ...

4 8 15 16 * altinc yiizeyi olusuran kenarlarin listesi
16 * kenar sayisi

12 * birinci kenart olusturan noktalarin listesi
3 4

1 3

2 4

5 6

7 8

57

6 8

15

37

2 6 ...

4 8 * on ikinci kenari olusturan noktalarin listesi
8 * nokta sayist

50 50 50 * birinci noktanin koordinatlar

-50 50 50

50 -50 50

-50 -50 50

50 50 -50

-50 50 -50

50 -50 -50 e

-50 -50 -50 * sekizinci noktanin koordinatlart



Algoritmalar

Déniisiim Algoritmasi:

TObj .Transform metodu ile gergeklestirilen doniisiim islemi cisimdeki tiim noktalarin
vektorlerini bir matris ile carpmaya dayanir. Asagida bu yordamin kullaniligina ait bir 6rnek
gormektesiniz:

mRotation (Mx, 0, 2, Pi/3.0); *b0-b2 diizleminde 60° dondiiren matrisi Mx’e yaz
Obj.Transform (Mx) ; * Obj cismini Mx ile doniistime ugrat

Dondiirme islemlerinde cismin yer vektorii dikkate alinmaz ve cisim kendi merkezi
etrafinda dondiiriiliir.

izdiigiim Algoritmasi:

TOb7 .ProjectTo metodu, cismin noktalarinin herhangi bir alt boyuttaki izdiislimiinii
alir. Bu islem sirasinda gercek vektorleri degistirmektense ayr1 vektorler tutmayr ve izdiisiim
islemini bu vektorler iizerinde yapmay tercih ettik. Boylece TE1ement yapist su hali aldi:

TElement = record
Dim: Integer;
Elements: PELItem;

Vector, Projected: PVector; *gercek vektor ve izdiigiim vektorii (nokta ise)
end;

ProjectTo metoduna ornek bir kullanim soyledir:
Obj.ProjectTo (2) ; * Obj cisminin ikinci boyuttaki izdiigtimiinii alir

Ekrana ¢izim i¢in Projected vektdrlerini kullandik. Dolayisiyla gercek vektorlerin ¢izim
asamasinda hi¢bir gorevi olmadi.

Arakesit Algoritmasi:

TObj .IntersectTo metodu kullanilarak cismin herhangi bir alt uzay: ile arakesiti
alinir ve sonug¢ baska bir cisme yazilir. Boylece gercek cisim korunmus olur. Arakesit
alinirken her seferinde bir alt uzayla islem yapilir ve bu, cisim gerekli boyuta indirilene kadar
siirer. Dolayisiyla bir cismin bir boyut asagisi ile arakesitini alan yordami yazmak yeterlidir.

Cisimdeki bir elemanin arakesiti, sahip oldugu elemanlarin arakesitlerini kapsayan bir
elemandir. Bundan yola ¢ikarak ilk yapti§imiz IntersectElement, sadece en bliylik eleman
i¢cin cagiriliyordu ve alt elemanlar i¢in kendisini tekrar tekrar cagirarak calisan 6zyinelemeli
(recursive) bir islevdi. Fakat ortak alt elemanlar i¢in bu fonksiyon birden ¢ok defa gereksiz
olarak cagiriliyordu. Bu ylizden isleme kenarlardan baslayip boyut boyut yiikselen
IntersectObj adinda yeni bir yordam yazdik.

IntersectObj yordami Once cisimdeki kenarlar i¢in IntersectElement islevini
cagirarak alt uzayla kesisimlerini bulur ve bu kesisimleri arakesit cismine ekler. Daha sonra
yiizeylerden baglayip en iist boyuta kadar arakesit cisminin diger elemanlarini yaratip gercek
cisimdeki iligkilerden yararlanarak listelerini diizenler. Dolayisiyla bir boyutu diizenlerken,
bir alt boyuttaki her elemanin arakesitine ulasabilmesi gerekir. Bunun i¢in de her elemanda,
kendi arakesitini isaret edecek PElement tipinde bir degisken olmalidir. Bu degiskeni diger
algoritmalarda da ¢ok amacl olarak kullandigimiz i¢in adin1 Reserved koyduk.
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Yordam ilk asamada her yiizey i¢in, yiizeyin kapsadigi kenarlarin arakesitlerini
birlestirerek yilizeyin arakesitini olusturur. Bu islemde her yiizey icin birlestirilecek
arakesitlerden sadece en yiiksek boyutlu olanlar dikkate almir. Ornegin arakesitler arasinda
hem kenar hem nokta varsa, nokta zaten kenarin i¢indedir. Boyle bir yiizey i¢in kenarlar ele
almak yeterlidir. Son olarak yiizey i¢in ele aldigimiz arakesitleri bir iist boyutlu bir elemanda
toplariz. Bu son eleman yiizeyin arakesiti olur. Yiizeylerin arakesitleri bu sekilde bulunduktan
sonra ayni islem hacim ve diger {ist boyutlar i¢in yapilir.

K5
- K6
K4 D:
K3 C ..,.".
P

Ornegin, ii¢ boyutlu bir kiipii P diizlemiyle kestigimizi varsayalim (bkz. sekil). ilk
once kenarlari IntersectElement iglevine yollariz. O da bize diizlemi kesmeyen kenarlar
icin bos deger (nil), K1, K2, K3 ve K4 kenarlar1 i¢in de birer nokta dondiiriir. Bu islem
boyunca kenarlarin Reserved degiskenlerine diizlemi kestikleri noktalar yazilir. Daha sonra
yiizeyler teker teker ele alimir. Ornegimizde K1-K5-K2-K6 yiizeyi K1 i¢in A noktasini, K2
icin de B noktasin1 alarak [AB] kenarin1 olusturur ve reserved degiskenine yazar. Son olarak
kiip hacmi i¢in, diizlemi kesen dort ylizeyin diizlemle arakesitleri olan dort kenar1 birlestirerek
arakesit cisminin ana eleman1 olan ABCD karesini olusturur.

Cisim Yaratma Algoritmalari:

Prizma Yaratma:

TObj .MakePrism metodu tarafindan gergeklestirilen
prizma yaratma islemi, cismi bir iist boyutta dik olarak
kaydirmaya dayanir (bir kareyi z ekseninde dik olarak
kaydirarak kare prizma olusturmak gibi). Metot bunu,
cisimden bir kopya ¢ikarip kopyay1 bir iist boyutta dteleyerek
yapar. Oteleme isleminden sonra kopya cisim ile ilk cisim
arasinda gerekli baglantilar1 kuran elemanlar1 yaratip
kopyayla birlikte cisme ekler. Baglanti yaratma islemini
LinkObj yordami gerceklestirir. Yaptig; ilk cisimdeki
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elemanlar1 yeni elemanlar yaratarak, kopyalanmis eslerine baglamaktir. Bunun i¢in her
eleman esini, igerdigi Reserved degiskeninde tutar.

Bir eleman1 esine baglayan elemani olusturmak i¢in alt elemanlarinin baglantilarini
bilmek gerekir. Bu mantikla yazdigimiz 6zyinelemeli LinkElement islevini sadece en biiyilik
eleman igin ¢agirmak yeterliydi. Alt elemanlar i¢in kendisini ¢agirip hepsini esine bagliyordu.
Fakat 1ntersectElement iglevindeki sorun burada yine ortaya ¢ikti: Ayni eleman birgok kez
esine baglaniyordu. Bunu ¢6zmek icin, baglamaya noktalardan baslayan Linkobj yordamini
yazdik.

Linkobj yordami, cismin noktalarini eslerine birer kenarla baglayarak ise baslar.
Sonra kenarlar1 ve diger iist boyutlar1 da birbirine baglayarak devam eder. Bir kenari
baglarken, bagladig1 esi de bir kenar oldugu i¢in, baglanti elemani bir yilizey olmalidir. Bu
yeni ylizeyi yaratir ve listesine bu iki kenar disinda, ilk kenarin igerdigi noktalar1 eslerine
baglayan kenarlar1 da ekler. Bunun i¢in her nokta, kendisini esine baglayan kenar1 tutar. Daha
sonra yiizeyleri ve daha iist boyutlu elemanlar1 ayn1 sekilde eslerine baglar.

A’ A

B’ B

ABC ii¢genini iiciincii boyutta kaydirilmis kopyasi olan A’'B'C’ {iggenine baglarken
LinkObj yordamimin yapacagi ilk is, li¢ noktayr eslerine birlestiren [AA'], [BB'], [CC']
kenarlarin1 yaratmaktir. Daha sonra [AB] kenarini esine baglayacak ylizeyi yaratir. Bu ylizeye
[AB] kenarini, esi olan [A'B’] kenarini ve 6nceden yaratmis oldugu [AA’], [BB'] kenarlarini
ekler. Aymi sekilde [BC] ve [CA] kenarlar i¢in de birer yiizey olusturur. Son olarak ABC
yiizeyini esine baglayacak hacmi yaratip listesine ABC ii¢genini, bu {iggenin esini ve yine bu
ticgenin kenarlar1 i¢in yaratmis oldugu lc¢ yiizeyi ekler. Boylece licgen cisminden iiggen
prizma cismi yaratilmis olur.

Silindir Yaratma:

TObj.MakeCylinder metodu, cismi bir list boyutta dondiirerek yeni cisme ulagir.
Ornegin bir kareyi bir kenar1 boyunca 360° doéndiirerek silindir, bir yarim daireyi capi
boyunca 360° dondiirerek kiire elde edilebilir. Bunun i¢in metot cismin kiiclik agilarla
dondiiriilmiis kopyalarini yaratip LinkoObj yordamiyla birbirlerine ardarda baglar. Ne kadar
kiigiik acilarla dondiirecegini Detail parametresiyle alir.
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Piramit Yaratma:

TObj .MakePyramid metodu ile yapilir. Cismin agirlik merkezinde bir nokta yaratir,
bu noktayr bir iist boyuttaki eksende yiikseltip biitiin cismi bu noktaya baglar.
TObj.CenterPoint metoduyla yaratilan orta noktanin koordinatlari cisimdeki noktalarin
aritmetik ortasindan elde edilir. Bu noktanin yeni eksende yiikseltildikten sonra cisme
baglanmasinda TObj.LinkPoint metodu gdrev alir. Once cismin noktalarini birer kenarla
yeni noktaya baglar. Daha sonra kenarlar1 birer yiizeyle baglar ve bu sekilde devam eder. Iki
boyutlu diizgiin besgeni piramitlestirecek olursak:

H

Metot, ilk olarak cismin orta noktasini yaratip ii¢lincii koordinatina yiiksekligi yazarak
H noktasini elde eder. Sonra besgendeki noktalar1 H noktasina baglayan bes kenar1 yaratir.
[AB] kenarin1 H noktasina baglamak i¢in bir yiizey yaratir ve listesine [AB] ile A, B noktalar1
icin Onceden yarattig1 [AH], [BH] kenarlarin1 ekler. Bu sekilde bes iicgen yiizeyi olusturur.
Son olarak besgen yiizeyi H noktasina baglayacagi hacmi yaratip listesine besgenin kendisi ile
listesindeki kenarlar1 H noktasina baglayan iicgenleri ekler.

Cizim Algoritmasi:

DrawObj yordamui ile, cismin her kenarinin iki noktasinin Projected degigskeninde
tutulan izdiisim vektorleri DrawLine araciligiyla birlestirilerek kafes bicimindeki goriintii
olusturulur.

Cizimde gerekli performansi saglayabilmek i¢in, daha ¢ok kelime islem programlarina
yonelik olan Windows’un GDI (graphic device interface) komutlar1 yerine, dogrudan ekran
bellegine erisime izin veren DirectX’i kullandik. Bu yiizden ¢izgi ¢izmek gibi temel komutlari
yeniden yaratmamiz gerekti. Bilinen en hizli ¢izgi ¢izme algoritmasi olan ve tam sayilarla
islem yapan Bresenham algoritmasimi kullandik. Bu algoritmaya gore (x1, yl) noktasindan
(x2, y2) noktasina ¢izgi ¢izmek i¢in su islemler yapilir (dy < dx iken):

dx := Abs(x2 - x1); dy := Abs(y2 - yl);
d := 2 * dy - dx;

dincrl := 2 * dy; dincr2 := 2 * (dy - dx);
SetPosition(xl, yl); *(x1, yl)’e konumlan
for i := 0 to dx do
begin
SetPixel (r, g, b); * bulundugun konumu boya
if d < 0 then
d :=d + dincrl * karilma yoksa
else
begin * karilma varsa
d := d + dincr2;
Down ; * asagi hareket et
end;
Right; * saga hareket et
end;
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Bu yontemde ¢izgi soldan saga dogru cizilir. d sayisi cizginin kirildigir noktalarin
bulunmasinda kullanilir. Her islemde dincri kadar arttilirilan d sifirt gegtiginde; bir asagi
inilir, d dincr2 ile toplanir ve islem bu sekilde devam eder.

Arayuz
“Elemanlar” programinin arayiizii MDI’ye (multi dialog interface) dayanir:

4t Elemanlar
Cisirn  Dizen Pencere  Yardirm

D= B0 sle|el IR 2+ Blas]
“Tjhtoroid.txt-is1 Iy htoroid.txt

[Yatay: b3 - b0 |Dikey: b1 - b3 [4 boyutlu. 4

Bu goriintiide htoroid.txt cisim dosyasi agilmig ve bu dosyadaki hipertoroidin ti¢
boyutlu arakesiti alinmistir. Cisimler ve arakesitleri farkli alt pencerelerde goriiniir. Bu sayede
arakesitlerin de arakesitleri alinabilir.

Arag ¢ubugunda yeralan diigmelerin yaptig1 isler sdyledir:

1) D Veni Cisim : Bu diigme soldaki gibi bir

diyalog kutusu acar. Program bu kutuda listelenmis

Bawut g Cizirn: o . oL .
I;}Mﬂ — diizgiin sekilleri cisim yaratma algoritmalarim

e iy kullanarak her boyutta yaratabilir. Bunlar1 tek tek
LR |Gl incelersek:

100 = gﬁ%m e Kiip: Sifir boyutlu kiip noktadir. Diger her kiip,
Detay: - Mokta bir alt boyuttaki kiipiin kenar uzunlugu kadar

18 = | Tereid prizmalastirilmasiyla olusturulur.

e Kiire: Iki boyutlu kiire bir cemberdir. Cok
boyutlu diger her kiire, bir alt boyuttaki bos
yarim kiirenin 360° silindirlestirilmesiyle olusur.

Tamam iptal
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e Silindir: Cok boyutlu silindir bir alt boyutundaki kiirenin prizmalastirilmasiyla olusur.

e Koni: Cok boyutlu koni, bir alt boyuttaki iki kiirenin birbirinden uzaklastirilip orta
noktaya baglanmasiyla olusur.

e Simplex: Sifir boyutlu simplex noktadir. Diger her simplex, bir alt boyuttaki
simplexin her noktasina esit ve sabit uzaklikta bir tepe noktas1 segerek
piramitlestirilmesi ile olusur. Bu islemin sonucu, bir boyutta dogru pargasi, iki boyutta
eskenar tiggen, li¢ boyutta diizgiin dortylizlidiir. Simplex ayni1 zamanda kendi
boyutunun en basit diizgiin seklidir.

e Nokta: Her boyutta tek bir noktadir.

e Toroid: Bir alt boyutlu bos kiirenin merkezden uzaklastirilip 360° silindirlestirilme-
siyle olusur. Ug boyutlu toroid simit bicimindedir.

2) El Ac : Acilan diyalog kutusundan secilen cisim dosyasini agar.
3) El Kaydet : Etkin alt penceredeki cismi bir metin dosyas1 olarak kaydeder.
4) El Basamakla, El Yatay Dose, El Dikey Dose : Pencereleri diizenlemeye yarar.

5) ﬁl Acih Dondiir : Etkin penceredeki cisme tek bir Agil déndir... x|

dondiirme islemi uygulamak igin yandaki diyalog kutusu

acilir. A, derece cinsinden girilir ve dondiiriilecek diizlem Diizlem: Al
iki eksen ile belirtilir. [0 [4s.00 ]
6) El Yer Vektorii : Bir diyalog kutusu aracilifiyla sayisal T intal |

olarak etkin cismin yer vektoriinii degistirmeye yarar.

7) il Dondiirme ve Oteleme . Farenin Dnndurme ve ﬁtelemeu_ |

sol diigmesi basili tutularak cisim kolayca )
hareket ettirilebilir. Farenin hareketinin rata?da r"keyde

. . C ¢ Dondurme % Dondirme
dikey ve yatay bilesenlerinin cismi nasil & Gteleme  Oheleme
etkileyecegi, bu diigmeye basilinca ¢ikan
diyalog kutusuyla belirlenir. Fare Dindiirme:  Oteleme Dindiirme:  Oteleme

hareketinin bir bilesenine dondiirme gorevi IE Iﬁ ||:.3 F E ||:.|:|

verilirse, uzayda iki eksenin belirttigi
iptal |

dondiirme diizlemi; 6teleme gorevi
verilirse, 6telemenin gergeklesecegi eksen
girilmelidir.

8) il Yeni Arakesit : Cismin boyutundan kii¢iik olmasi gereken arakesit boyutunu bir
girdi kutusuyla kullanicidan aldiktan sonra, cismin verilen boyutlu uzayla arakesitini yeni
bir Tﬂcerede yaratir.

9) Q Arakesitleri Giincelle : iki durumlu bir diigmedir. Basiliysa cisimler hareket
ettikge arakesitleri stirekli olarak giincellenir. Eger basili degilse arakesitler son alindiklari
durumda kalirlar. Diigme normal olarak basilidir.

10) il Boyutlandir : Kullanicinin girdigi yiizdeye gore cismi boyutlandirir.

11) | Merkezle : Cismin merkezini biitiin noktalarinin orta noktasina tagir.

12) @l Prizmalastir : Prizma yapma algoritmasini kullanarak cismi prizmalastirir.
13) ﬁl Piramitlestir : Piramit yapma algoritmasini kullanarak cismi piramitlestirir.

14) Silindirlestir : Silindir yapma algoritmasini kullanarak cismi silindirlestirir.
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Sonug ve Tartisma

Calismalarimizin sonucunda 564 KB biiyiikligiinde elemanlar.exe isimli Windows
tabanli bir program olusturduk. Cok boyutlu cisimler yaratma, onlari dosyadan okuma ve
dosyaya yazma islemlerini gerceklestirebilen bu program ayni1 zamanda onlarin izdiisiimlerini
ve arakesitlerini alabilmekte, dondirme ve Oteleme islemlerini fare araciligiyla
gergeklestirebilmektedir.

Yaptigimiz testlerde 32 MB RAM’e sahip, Intel Pentium II islemcili bir bilgisayar
kullandik. Grafik islemlerinin veriminde kistas olarak, dosya biiyiikliiklerini ve -izdiistimleri
cizgiler kullanarak ¢izdigimiz igin- cisimlerin bulundurduklari kenarlarin sayisini aldik. Ele
aldigimiz cisimleri kendi etraflarinda dondiiriirken saniye basina diisen g¢ergeve sayisini
(framerate) olgtiik. Bu islemi her cisim igin bir kere de arakesitiyle birlikte ¢izilirken yaparak
sonuglar1 asagidaki cizelgede topladik:

Cismin adi Boyut | Kenar |Dosya  |izdiigiim Izdiisiim + arakesit
sayis1 |sayist |boyutu |(cerceve/saniye) |(cercgeve/saniye)
Kiip 3 12| 768 bayt 60 30
Hiperkiip 4 32| 2,23KB 60 30
Koni 3 64| 3,4KB 60 30
Kiire 3 272| 15,1 KB 60 30
Hiperkiip(7) 7 448 | 62,3 KB 60 7
Toroid 3 512| 28,2 KB 60 20
Hipersilindir 4 688| 47,2 KB 60 12
Hiperkoni 4 832| 54,1 KB 40 10
Hiperkiire 4|1 3600 261 KB 30 1
Hiperkiip(10) 10| 5120| 2,23 MB 15 ?
Hipertoroid 4| 6656| 496 KB 15 0,15

Arakesit alinirken ayni anda iki cisim birden (gergek cisim ve arakesit cismi) ¢izildigi
icin hizda en az yariya kadar diigme gordiik. Arakesitli Ol¢iimlerdeki daha biiytlik
yavaglamalar1 ise bazi cisimlerde (6rnegin on boyutlu hiperkiip) kenar sayisinin, daha ¢ok
boyutlu elemanlarin sayilarina oranla ¢ok kiiciik kalmasina baglayabiliriz. Ciinkii ¢izim
isleminin tersine, arakesit alirken her boyuttaki elemanin etkisi vardir.

Goziimiiz saniyede yaklasik 25 cerceve yakaladigi i¢in {i¢ ve daha az boyutlu tiim
cisimlerde ve ¢ogu dort boyutlu cisimde istedigimiz performansi sagladik diyebiliriz.

Son olarak, kenarlar1 ¢izmek yerine yiizeyleri doldurmay:1 denediysek de {i¢ boyutun
tizerinde yeterli hiza erisemedigimiz icin bu yonteme gecisi erteledik. Yine gelecekte
programa eklemeyi diislindiigiimiiz bir 6zellik cisim yaratma boliimiine, girilen ¢ok boyutlu
fonksiyonu olusturan bir se¢enek eklemek. Bunu da zaman kitlig1 sebebiyle sonraya biraktik.
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Ek 1: Programin Ciktilan
Cesitli U¢ Boyutlu Cisimler

Uc boyutlu toroid:
Hacim sayisi: 1

Yiizey sayist: 4096
Kenar sayisi: 8192
Kose sayisi: 4096

Uc boyutlu kiire:
Hacim sayisi: 1
Yiizey sayisi: 2048
Kenar sayisi: 4032
Kose sayisi: 1986
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D6rt Boyutlu Kipilin (Hiperkup)
Cesitli Agilardan Gorlinumiui

Dort boyutlu kiip:
Hacim sayisi: 8
Yiizey sayist: 24
Kenar sayist: 32
Kose sayisi: 16



Dort Boyutlu Kiipiin (Hiperkiip) Ug
Boyutlu Uzayla Arakesitleri @

Altigen Prizma:

Diizgiin dort yiizlii: Hacim sayisi: 1
Hacim sayisi: 1 Yiizey sayist: 8
Yiizey sayisi: 4 Kenar sayisi: 18
Kenar sayisi: 6 Kose sayisi: 12

Kose sayisi: 4

Diizgiin alt1 yiizli (kiip):
Hacim sayisi: 1

Yiizey sayist: 6

Kenar sayisi: 12

Kose sayist: 8

Diizgiin sekiz yiizlii:
Hacim sayisi: 1
Yiizey sayist: 8
Kenar sayisi: 12
Kose sayist: 6

Kare Prizma:

Hacim sayisi: 1

Yiizey sayisi: 6 Kesik dort yiizlii:
K?nar sayist: 12 Hacim sayisi: 1
Kose sayisi: 8 Yiizey sayisi: 8

Kenar sayisi: 18
Kose sayisi: 12

16



Uc Boyutlu Koni Ve iki Boyutlu

Cesitli U¢ Boyutlu Cisimler Ve iki Arakesitleri (Konikler)
Boyutlu Arakesitleri

*.-" ‘ .L‘{, B
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&'ﬁﬂl‘“‘wi‘#'l“ :
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Kii Kesifi
iire ve arakesiti cember Parabol

Kiip ve arakesiti altigen

Hiperbol
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Dort Boyutlu Koninin Ug Boyutlu
Uzayla Arakesitleri (Hiperkonikler)

Uc boyutlu parabol (paraboloid):
Hacim sayisi: 1

Yiizey sayist: 451

Kenar sayisi: 889

Kose sayist: 440

U¢ boyutlu Kiire:
Hacim sayisi: 1

Yiizey sayist: 512
Kenar sayist: 992
Kose sayisi: 482

Uc boyutlu elips (elipsoid):
Hacim sayisi: 1

Yiizey sayist: 512

Kenar sayisi: 992

Kose sayisi: 482

Uc boyutlu hiperbol (hiperboloid):
Hacim sayisi: 2

Yiizey sayist: 374

Kenar sayist: 793

Kose sayisi: 423
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Ek 2: Birimler

Structures, Operations ve Graphs birimleri programin temel islev birimleridir. main,
about, childwin, creator, rotate, rotplanes, vector birimleri ise programin arayiiziinii
olusturur. Yalmz creator biriminde kizp, toroid gibi bazi nesneleri yaratma yordamlari
bulunur. Bunlar yine Tob3 simifindaki {i¢ cisim yaratma metodunu kullanir.

Operations Birimi:
Vektor ve matris islemlerinin ¢ok boyut i¢in genellestirilmis hallerini bu birimde topladik
procedure vTransform(var V: TVector; var Mx: TMatrix);

v vektoriliyle Mx matrisini ¢arpar ve sonucu v vektoriine yazar. Boylece v vektoriine Mx
dontistimii uygulanmis olur

procedure vProjectTo(var V: TVector; DimCount: Integer);
v vektorlinlin DimCount boyutuna izdlistimiinii alir

procedure mMultiply (var Mx1l, Mx2: TMatrix);
Mx1 matrisiyle, Mx2 matrisini ¢arpar ve sonucu Mx1’¢ yazar

procedure mIdentity(var Mx: TMatrix);
Mx matrisini birim matrise ¢evirir

procedure mTransition (var Mx: TMatrix; Coord: Integer; x: TValue);
Coord koordinatinda x kadar 6teleyen Gteleme matrisini vx’e yazar

procedure mRotation (var Mx: TMatrix; Axisl, Axis2: Integer; Angle: TValue);
Axisl-Axis2 dlizleminde angle agisi kadar dondiirme yapan matrisi Mx’e yazar

Graphs Birimi:
Cizim ile ilgili islevler bu birimdedir:

procedure grDrawlLine (x1, yl, x2, y2: Integer; r, g, b: Byte);
(x1,vy1) ve (x2, y2) noktalari arasina ¢izgi ¢izer

procedure grDrawElementl (Element: PElement);
Element ¢izgisini ¢izer

procedure grDrawObj (Obj: TObj);
Obj cismini gizer

Structures Birimi:
Bu birimde yer alan veri yapis1 ve arakesit alma ile ilgili islevlerin baslicalart:

function IntersectElement (Obj: TObj; Src: PElement): PElement;
obj cismindeki src g¢izgisinin ¢,; = 0 denklemli (son koordinati sifir olan) alt uzayla
kesisimini doner

procedure IntersectObj (var Obj: TObj);
Ob3j cisminin cy.1 = 0 alt uzayu ile arakesitini bulur
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function LinkElement (Element: PElement): PElement;
Element noktasini Reserved degiskeninde tutulan esine bir ¢izgiyle baglayip bu ¢izgiyi doner

procedure LinkObj (Obj: TObj);
Obj cisminin biitiin elemanlarini eslerine baglar

TODbj sinifinin bashica metotlar::

procedure TObj.SaveToFile (FileName: string);
Cismi rileName isimli dosyaya yazar

procedure TObj.LoadFromFile (FileName: string);
Cismi rileName isimli dosyadan okur

procedure TObj.MakePrism(d: TValue);
Prizma yapma algoritmasini kullanarak cismi prizmalastirir

procedure TObj.MakeCylinder (Axis: Integer; Detail, Ratio: TValue);
Silindir yapma algoritmasini kullanarak cismi silindirlestirir

procedure TObj.MakePyramid (h: TValue);
Piramit yapma algoritmasini kullanarak cismi piramitlestirir

procedure TObj.IntersectTo(var Obj: TObj; DimCount: Integer);
Cismin pimcount boyutundaki arakesitini obj cismine yazar

procedure TObj.ProjectTo (DimCount: Integer);
Cisimdeki noktalarin DimCount boyutuna izdiistimiinii alir

procedure TObj.Transform(var Mx: TMatrix);
Cisme vx matris doniigiimiinii uygular

procedure TObj.LinkPoint (Point: PElement);
Cismin biitiin elemanlarin1 Point noktasina baglar
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Kaynaklar
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2)

3)
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5)
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7)

8)

Bilim ve Teknik Dergisi, Say1 318, Dordiincii Boyut ve Otesi

Bresenham’s Line Drawing Algorithm
http://ugweb.cs.ualberta.ca/~c411/notes/bresenhams/bres.html

3dica
http://www.fyslab.hut.fi/~jyp/tut/3dica.htm

Geometry Forum Articles
http://www.geom.umn.edu/docs/forum/polytope/

Student of Hyperspace
http://www.uccs.edu/~eswab/hyprspac.htm

Hyperspace Structures
http://www.lut.ac.uk/departments/ma/qgallery/hyper/

Hyperspheres, Hyperspace and The Fourth Spatial Dimension
http://www.cyburban.com/~mrf/index.htmi

Hyperspace
http://www.thepla.net/~denzi/tor.html
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