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7.1 KONFORM DONUSUM

Konform donltisim z diizleminde verilen egrileri, egri ailelerini, aralarindaki acilari ve goze
batici sekil ve oranlarini koruyacak tarzda dénustdrar.

7 diizlemi ¢ diizlemi
D o C
Konform
H doniisiim
e
=J(Z
L L {=f()
A B

7.1.1- Konform doniisiimiin sartlari:

Hangi fonksiyonlar konform ddntisim gergeklestirir?

z duzleminde birbirine gok yakin iki nokta P (z,=x,+iy,), P, (z,=x,+iy,)
Doénlisim fonksiyonu C=f(2)
¢ duzleminde donustiralmis noktalar P'(,=€,+in,), P,"(C, =&, +in,)
iy in
Py(z2) Py’($)
& .
/'\P I(ZI) /,’
/ i ¢
4"// _> I’I
{=1(2) / PG
X
&
y . , , Oz > dz
P; noktasi P, ye yaklastiginda, limitte P—-P, = P'—>P" = 5C = dC
Doénlstm fonksiyonunun tiirevi d{ = f'(z) dz=Re" dz
Dénlisim fonksiyonunun modlii | dC |: R | dz |
Do6nusum fonksiyonunun argtimani Arg (d0) =0+ Arg (dz)

Sonucg olarak konform déniisim z dizlemindeki herhangi bir dz yay pargasinin:

- uzunludunu R carpani (dontsim fonksiyonunun tlrevinin modtli) kadar degistirir,
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- tedetinin _edimini ¢ agisi (dénlisim fonksiyonunun tirevinin arglimani) kadar
déndarur.

iy in
e
—_— C’
x 4
Kesisen iki edri arasindaki aci:
Zo noktasinda kesisen iki egri C;ve G,
Egrilerin tegetleri t; ve t,
Tegetlerin edim agilar B ve B>
D6nldstim noktasi $o
Dontsum egrileri C; ve Cy
Donlsum egrilerinin tegetleri t;’ve ty’
Tedetlerin edim agilar B’ ve By’ olsun.

ly C Ji 1 i n

B/':¢+B1
B2,=¢+B2

Donusim badintisinin z, daki tirevinin argimani ¢ olmak lzere
Bu iki argimanin farki B,-B,'=B, -B,

Buna gére: z dizleminde C; ve C, edrilerinin z, noktasinda kesistikleri acl, { dizleminde
C;’ ve C,’ egrileri icin aynidir. Donlisim fonksiyonu tarafindan degistirilmemistir.

Yani dénisim konformdur.
NOT:
- Gerek C egrisiyle yapilan ilk incelemede ve gerekse C; ve C, gibi kesisen iki egriyle

yapilan incelemede egriler sireklidir. Incelenen noktalar civarinda egrilerin tegetleri
vardir ve tektir.
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- Acgilar arasinda yukarida belirtilen esitliklerin yazilabilmesi igin { = f(z) dénisim
fonksiyonunun z, noktasi civarindaki f'(z,) tlrevinin her yénde mevcut ve ayrica
sifirdan farkli olmasi gerekir.

f'(zy )20
Tarevin varligi igin yeterli sart, fonksiyonun analitik olmasidir.

Buna gbre sonuc olarak:

z dizleminin bir bdlgesindeki bltliin noktalarda bir f(z) fonksiyonu analitik ve tirevi
sifirdan farkl ise bu fonksiyon yardimiyla yapilan déntsiim "konform" déntsim olur.

Yani,

Konform donuasim, tdrevi sifir _olmayan _analitik _fonksiyonlarla gergeklestirilen
déntsumdur.

Konform doénisimiin bazi ézellikleri :

Konform doénisim kesisen edriler arasindaki acilari, edri ailelerinin gbéze batic
Ozelliklerini ve oranlari koruyacak tarzda bir doénisim olmakla birlikte, donlisim
fonksiyonundaki R boyut faktérii ve ¢ donme agisi z 'ye bagh olarak nokta nokta
degisebileceginden z dizlemindeki bir sekil { dlizleminde hayli farkli bir sekle dénlisebilir.

ORNEK :

z dizleminde reel ve imajiner eksenlere paralel dogrulara (=1/z dénisimini
uygulayarak, { diizleminde hangi tir egriler elde edilebilecegini, ve dénisiimiin konform
olup olmayacadini inceleyiniz.

z=x+iy ve {=E+in olmak lizere dénlisim fonksiyonunun reel ve imajiner kisimlari:

__* ___ Y
x2 +y2 ’ x2 +y2
z duzleminde reel eksene paralel dogrularin parametrik denklemi y=C
Yukaridaki denklemlerde kullanilarak f—L 77——L
2 +C?’ x*+C’?
Duzenlenerek
1 n . 1, 1
‘e - ‘+n°+n/C=0 — +M+—=)=
S == & +n’+1 & ++—5)"=
. 1 1 . , .
Bu denklem merkezi | {=0,n =—% noktalarinda yer alan > yarigapl daireleri temsil
etmektedir.

C buyldikge dairenin yarigapi kiiclilmekte, C kigildukge yaricap biyimektedir.
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x ekseni ¢ eksenine donlstrken, x ekseninden sonsuz uzakliktaki bir dogru ise ¢
diazleminin baslangic noktasindaki bir noktaya dénismektedir.

x ekseninin alt tarafinda kalan dodrular { dizleminde ¢ ekseninin st tarafinda kalan
dairelere donlismektedir.

x eksenine paralel dogrularin sonsuzdaki (x — te) kisimlari ¢ dizleminde baslangig
noktasina doénislrken, dodrularin y eksenini kestigi noktalar da 7 ekseni (izerinde
n =-1/C noktalarina dénismektedir.

iy in
""""""""""""""""""""""" y=C3
y=0G
y=C
x 4

y =y, ve y =y, gibi herhangi iki dogru arasinda kalan bdlge diger dizlemde £ eksenine
baslangig noktasinda tedet olan iki daire arasindaki bélgeye dontismektedir.

z duzleminde imajiner eksene paralel dogrularin parametrik denklemi x =K

Doénisum denklemlerinde kullanilarak &:%, ﬂ=%
K" +y K" +y
Duzenlenerek
§2+n2:;=£ - &+’ -&/K=0 - (&—L)2+n2:
K’+y’ K 2K 4K*
. 1 1 . . .
Bu denklem merkezi §=§’ﬂ=0 noktalarinda yer alan K yarigapl daireleri temsil

etmektedir. K bilyldikce dairenin yaricapt kiclilmekte, K kuglldikge vyaricap
blylimektedir.

in

X=K2
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z duzlemindeki yatay ve disey dogrular birbiriyle dikey olarak kesismektedir

Bunlarin déntsimi sonucu elde edilen dairelerin de ortogonal olarak kesistiklerini
gostermek suretiyle bu Ornekteki dontstmlerin konform oldugunu ortaya koymak
mimkdndir

iy in
N y=¢
K’
—_— //”“\\\
¢
X
?
C}
x=K
Daire denklemlerinde diferansiyel alinarak 2EdE +2ndn+(1/C)dn =0
2EdE + 2mdn — (1/ K)dE = 0
Tegetlerin edimleri me =(dn/d€). =-2CE/(2Cn+1)
m, =(dn/d€), =—Q2Kn+1)/2Kn
Teget egimleri carpilarak me -m,, = (CE/Kn)-[(2Kn+1)/2Cn+1)]
— — P _ 2 2 _ 2 2
y=C ve x=K igin E=K/(K°+C?),n=-C/K"+C?)
olacag hatirlanarak me-my, =—1

bulunur. Buna gore daireler ortogonal olarak kesismektedir. Yani, bu doénisim
konformdur.
7.1.2- DOnilisiimiin tekil noktalar :

Analitik fonksiyonun tekil oldugu noktalarda veya tilrevinin sifira esit oldugu noktalarda
dénidsim konform olmaz. Bu tirden noktalara dontisimun tekil noktalari adi verilir.

ORNEK:

¢=2Z? déniisiim fonksiyonununun tekil noktasini inceleyiniz.

Doénlsim fonksiyonunun reel ve imajiner kisimlari E=x>—y’, n=2xy

x eksenine paralel bir dogrunun parametrik denklemi y=C

D6nldstim denklemlerinde kullanilarak n=2xC —» x=m/2C
E=x*-C’ - [E=n’/4C’)-C’
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Bu bir parabol denklemidir.

™
I

K’
B C.
x=0, y=C icin E=-C, n=20
X = +oo, y=C icin E=4oo, n=+e
X =-oco, y=C icin E=+4oo, N =-oco

y = C dogrusunun: + daki ucu parabolin Ust ucuna,
-o0o daki ucu parabolin alt ucuna déntusmektedir.

y = C dogrusunun y eksenini kestigi 1 noktasi paraboliin reel eksen ilzerinde &= - C de
yer alan tepe noktasina dénusmektedir.

y ekseni x = 0 dogrusu seklinde tanimlanirsa déntsim badintilarindan

x=0, igin £=-y?, 75=0 - y > toe igin £=-o

Do6nlsim y eksenini £ ekseninin sol yarisina dontstlirmektedir.

z dizleminde y = C dogrusu y eksenine dik oldugu gibi ¢ dizleminde bunlara karsilik
gelen parabol ile reel eksenin sol yarisi da, kesistikleri tepe noktasinda birbirine diktir.
Yani donltisim y = C dogrulari igin genel olarak konformdur.

Ayni donlsimin x ekseni Uzerindeki etkisi incelenirse, bu eksen y =0 seklinde
tanimlanarak dénisim denklemlerinden

x=0, igin £=-x>, n=0 — X >+ igin £=+eo

oldugu gordlir. Yani x ekseni £ ekseninin sag yarisina dénismektedir.

z duzleminde x ve y eksenleri baslangic noktasinda 90° lik bir aci ile kesismekte iken,
bunlarin dénlsimi sonucunda elde edilen dogrular 180° lik bir aci ile kesismektedir. Yani
dogrular arasindaki agi korunamamaktadir. O halde dénisim baslangic noktasinda
konform dedgildir.

Nitekim dénlisim fonksiyonunun tiirevine bakilirsa
dl/dz =2z

olup, da bir tekillik olacagi gorilir.
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ORNEK :

n > 1 bir sayr tam say! olmak (zere {-{o=(2-2o)" dobniisiim fonksiyonunun z, noktasi
civarindaki etkisini inceleyiniz.

z, sekilde gorulduga gibi z, noktasina cok yakin bir nokta olsun. & gok kiglk pozitif sayi
ve z-zp yayinin reel eksenle yaptigi agi 8 olmak lzere

Z_Zozgeie N g_g():gneinO
iy in ¢
Z
e g
2] né
V) £
. o€ ¢

Yatay dodgru donlisim sonucunda yine yatay kalmaktadir. Buna karsilik z-z, yayinin
yatayla yaptigi aci 6 iken ¢ dizlemine donisiim sonucu elde edilen (-, yayinin yatayla
yaptigi agi né dederini almaktadir. Yani yay parcas! ile yatay dodru arasindaki acl
korunamamaktadir. Doniisim bu nokta civarinda konform dedgildir.

Bu durum yine z =z, noktasinda dontisimdin tekil olmasindan kaynaklanmaktadir.

7.1.3- Potansiyel akimin baska bir potansiyel akim alanina déniisiimii :

Konform donlUsim kesisen edriler arasindaki agilar korudugu gibi, kompleks dizlemde
analitik bir fonksiyonla temsil edilebilen egri ailelerinin 6zelliklerini de korur. Yani bu egri
ailelerini temsil eden analitik fonksiyonu da analitikligini koruyacak sekilde déntsturdr.

O halde, potansiyel akimi temsil eden analitik fonksiyona konform doénlisim
uygulandiginda elde edilecek akim alani da yine bir potansiyel akim alani olur.

Buna gore, konform donlisim kompleks dizlemdeki bir kati ylzeye uygulandiginda bu

kati ylzeyi bir baska sekle dénlstirmekle kalmayacak, bu ylizey etrafindaki potansiyel
akim alanini da dénustirecektir.

ORNEK :

Reel eksene paralel V., hizindaki uniform-paralel potansiyel akim icin kompleks potansiyel
fonksiyonu

f()=V.z

Bu potansiyel akim alanina

§=i[m+zJ

2

dénisim fonksiyonu uygulanirsa, donisim fonksiyonu z igin ¢ozllerek

UCK351 Aerodinamik Ders notlari M. Adil Yikselen



Konform doéntlisiim, Joukowsky profilleri 7-9

fr o (z)V(§+?j

elde edilir. ¢ duzleminde elde edilen bu yeni kompleks potansiyel ifadesi, bilindigi gibi
uniform-paralel akim icerisinde yer alan a yaricapl bir daire etrafindaki potansiyel akim
alanini temsil etmektedir.

7.1.4- Konform doniisiimiin hizlar lizerindeki etkisi :

z dizlemindeki bir potansiyel akim igin wi(z) = dfa{Z)
74
{ dizlemindeki bir potansiyel akim igin wi({) = dfd(f)

Bu iki akim alani birbirine ’=C(z)

fonksiyonuyla konform olarak bagh olsun. Bu durumda iki diizlemdeki hizlar birbirine

e dfIGD]_df (D) dz _wiz)
O - W = i

seklinde baglanabilir. Donlstimin tlrevi ve iki dizlemdeki hizlar icin sirasiyla

a5 _|45

i Arg(dC/dz) _ i0, _ i8¢
e , w(z)=V.e'™ , wl)=V, e
dz dz z g

tanimlamalari yapilirsa, hizlarin siddetleri ve dogrultular arasinda

Vv
|d¢ 1] ' dz

iliskileri elde edilir.

Buna go6re, konform doénisim sonucunda hizin siddetinin ve dogrultusunun alacagdi
dederleri dontstim fonksiyonunun tlrevinin belirledigi dikkati cekmektedir.
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7.2- JOUKOWSKY PROFILLERI

7.2.1- Joukowsky Doniisiimiiniin etkinligi:

iy z z (bz/r) cos@

(b*/r) sin@

= sind —> .
Y rsin@ ¢

x=rcos6 X rcos@ &

7.2.2- Donilisiimiin tekil noktalari

Doniisiim bu noktalarda

konform degil
7.2.3- Dairenin bir dogru parcasina doniisiimii
bz — i0 E_, =2bcos0
C=z+— = z=be =
Z a=>b T] =0
r=a=>b iy in
aei&
. 2b +2b
f .
> T — > g
c =|4b
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7.2.4- Dairenin bir elipse doniisiimii

b2
E=|r+—|cosd
r 2 .2 & n’
5 — cos"@+sin“ =1 - =+ ~=1
b . b2 bZ
r a a

I p=a>b

aelH

b 2(a-b*/a)

a

/ AN

&‘j X -2b + 2b &
¢ = 2(a+b*/a)

A

bZ
c=2la+—
( a J tom 1—(b/a)
- 8: = B
t 5 b? c 1+(/a)
= a ——
max a

7.2.5- Tekil noktanin etkisi, Yumurta bigimli sekil

Tekil noktanin, dairenin kendisine yakin olan kismini sivrilttigi, hatta Gzerinde yer almasi
halinde bu noktada egriyi kirdigi dikkati gekmektedir. Buna gore elipsi veren dénisim
halinde daire merkezi baslangic noktasindan saga veya sola kaydirildigi taktirde tekil
noktanin daireye daha da yaklasmasi nedeniyle bu kismin daha sivri olacagi ve boylece
yumurta kesiti seklinde bir geometri elde edilecegdi beklenebilir.

iy
rZa in

\
/Ebz:

Daire merkezinin, tekil noktalardan biri daire (zerine gelecek bicimde kaydirilmasi
halinde ise bir tarafi bir kanat profilinin firar kenari gibi sivri olan bir geometri elde
edilmesi beklenir.
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7.2.6- Dairenin simetrik profile doniisiimii

z; (X1, iy;) eksen takiminda dairenin denklemi

|z,|=a olupburada z,=z+f konarak
|z+f|=a veya z=re” olmak lzere

‘reie+f ‘za - |(rcos6+f)+irsin6|:a

Sol tarafin modiliu alinarak ve a = f +b olmak
Uzere

(rcos®+ f) +(rsin0)’ =(f +b)°

r’+2fcos@r+f>=f>+b*+2bf — r2+2fcoser—(b2+2bf):0

Denklemin ¢oziimu r=—fcos9+\/b2 +2bf + f°cos’ O

Buna goére daire Gzerinde 6 acisal konumuyla belirlenen nokta icin r(¢) hesaplanir

bZ
5 veya 2 ile profil koordinatlan elde edilir.
Uz(r—b—]sinﬁ Q:(———jsme
y b r

Burada %z—Fcosé’+\/1+2F+F2 cos’8 ; F =% seklinde tanimlanabilir

Simetrik profilin yaklasik koordinatlari

(1+2F + F2cos?6)"” :1+§(2F+F2cos26)+m51+F

r ¢

b_I+F Fcos® ) cos E0) = £(-0)

b - ) = (-6
22 ]-F+Fcosh %E2F(1—cosc9)sinc9 7(6) = -11(=0)
,

Buna gore elde edilen sekil reel eksene gore in

simetriktir. Profilin veter uzunlugu

=18, +18],..~[=H :

olarak hesaplanabilir.
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dn_dnldb _, o dn_, 3¢ kin® 0+ (1-cos)cos8]=0
A~ dE1de 40

1+ 2cos@=0 cos@=-1

—2cos’O+cos@+1=0 — (I1+2cos8)-(I-cosf)=0 — -
I—cos@=0 cos@=1

¢ =0 da minimum var: Firar kenari ig acisi sifir

0 =213 de maksimum var foax =|n|e:m3 +|n|e:_m3 - Foax = 3\/§f

Kaliniik orani 5= tm _ ”4?” - 3fF R
C

7.2.7- Dairenin yay profiline doniisiimii

iy, iy; in
i
a re
r X; -2b 2g \-l—Zb
gC P7A R — > e
c =\4b
- bv/ﬂg X ‘

2, l=a - z,=z-ig - |z-ig|l=a - |re’-ig|=a
| 1| 1 [¢] | Q| ‘ g\

| reos@+i(rsinf—g)|=+g’+b° — r’-2gsin@r-b’=0

_ . 2 2 -2
—gs1n€+\/m ézzmcosﬁ

r
11 BRI : - .z
e b"+g sin" @ —gsind n=2gsin° @
r
2 bZ_ 2
cos’@+sin’ =1 — 2§—+i=1 - |E+n’+2 g n—4b> =0
4(b°+gnl2) 2g g
Bu denklem bir daire gemberini temsil eder.
2 2 2 2
Merkezinin koordinatlan ve yaricapi: &c =0, ncz—b g , R=b +8
8 g

Ancak 77 =2gsin’6>=0 olup cemberin sadece ¢ ekseninin (stinde kalan kismi
gecerlidir.

n=0 igin &E=+2b — c=4b veter uzunlugdu
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G
max =29 ;/=em¢=2—g=ﬂ - y=— kamburluk orani
c b 2 2

=e

77 max

7.2.8- Dairenin kamburluklu profile déniisiimii
|z/|l=a = 7=zt f-ig
|z+f—ig|:a - ‘rei‘9+f—ig‘=a

(rcos@+ f)+i(rsinf—g)|=a

(rcos@+ f)>+(rsin@—g)’ =a’ =(b+f)* + g’

r?—2(gsin@— fcos@)r—(b> +2bf)=0

r=gsin6’—fcos9+\/b2 +2bf +(gsin@— f cosB)’

£ =Gsin0—F cos0+ 1+ 2F +(Gsin6— F cos0)° F=£, G-%

2
&= (r +b—J cos@
Secilen @ icin r(8) hesaplanir, rZ ile profil koordinatlan elde edilir.
n= ( J sin @

y——
r

Kamburluklu profilin yaklasik koordinatlari

\/1+2F+(Gsin9—Fcose)2 :[]+2F+(Gsin9—Fcos€)2]“2
:]+é[2F+(Gsin9—Fcos€)2]+...

=]+ F
Boylece
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LEI+F—Fcos6’+Gsin6’ £=(£+éjcosa échosa
b b \b r b
— -
b : n_(r_»by. /. : .2
Z=z=]-F+Fcos@—-Gsinb = sin @ L =2F{—-cos@)sin@+2Gsin” 0
r b b r b
Veter uzunlugu: c=|¢l,, +|¢],. - c=4b
Kalinhk dagilimi: t=n@)-n(-6) — t=4f({—cosh)sind
. - dt .2

Maksimum kalinlik igin %=0 - 4f [sm ¢9+(1—cos9)cos¢9]=0

(I+2c0s6)-(I-cosO)=0 — 6, :% = |t =337

t W3 33
Kalinlik orani o= — = F N -551.3F
4

c 4b

Kamburluk dagilimi e=§[77(9)+77(—9)] —  e=2gsin’ @

Maksimum kamburluk igin %:0 —  4gsin’ 0=0

e 2g /b G
Kamburluk orani —-max 78 o 7 y=—
4 c b 2 2

7.3- Daire etrafindaki akim alaninin doniisiimii

|z| > igin

2
§=z+b7‘—>|z|

O halde Joukowsky déniisimi serbest akim sartlarini degistirmez. Profil igin hangi hiicum
acisi dngoridlmis ise daire etrafindaki akim icin de hiicum acisi ayni olacaktir.

iy,

iy
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Daire etrafinda serbest akim hizina bagli z, eksen takiminda simetrik akim igin kompleks
potansiyel fonksiyonu

f(Z]) :Vw(zj +a_j

Z;

Daire etrafinda akim cizgileri gizilir ve Joukowsky dénlisimda ile profil etrafina aktarilirsa
profil etrafinda sekildeki gibi bir gérinti ortaya cikar.

iy\_/

Daire etrafindaki akim alaninin bu sekilde simetrik olmasi halinde A ve B noktalari durma
noktalari olup dairenin reel ekseni kestigi T noktasinda hiz sifirdan farklidir.

¢

V

Diger taraftan profil ve daire dizlemindeki hizlar arasinda Véw = W
Z

seklinde bir baginti vardir. T noktasi donldstimun tekil noktalarindan biri olup bu noktada

dg

dz

2
:‘]_b_z
’ b

bZ
i =0
T

T

Buna gore profiling firar kenari olan T’ noktasindaki hiz igin

Vi Vi

o lagrad, "0 "

sonucu elde edilir. Oysa hiz fiziksel olarak higbir zaman sonsuz olamaz.

Firar kenarindaki tekilligi ortadan kaldirmanin tek yolu daire Gzerindeki durma noktasinin
tekil nokta Uzerine kaydirilmasidir. Bu durumda daire ve profil etrafindaki akim alanlar
sekilde gorildugi gibi olur. Profil Gzerindeki akim artik profili firar kenarindan dizgiin
olarak terk etmektedir. Bu durum literature bir kural olarak girmis olup, "Kutta sart"
olarak bilinir.
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i

Daire etrafindaki bu yeni akim alani daire merkezine bir girdap ilavesiyle elde edilir.

Serbest akim dodgrultusuna bagh z,
eksen takiminda:

Kompleks potansiyel fonsiyonu

f)=V. (zl +£j+£'b{ij

Z; 2r a

W
|
|

C:

Kompleks eslenik hiz fonksiyonu ﬁ/ 0 b —
2 .
. a ir Ve
w(z)=V |I-— |+

< 27z,

Buradaki I" dederi, T noktas| Kutta sarti geregi durma noktasi yapilarak belirlenir.

Tekil noktanin yeri z, diizleminde 2 =a o i (@*h)
. a’ i
Tekil noktada hiz sifira esitlenerek w,=V_|1- s |t e =0
a‘e 27Tae

Gerekli diizenlemeler yapilarak sirkiilasyon siddeti igin ’F=47za V. sin(a + f)

bulunur. Burada B=tan"| -2
b+ f

Sirkulasyonun bu dederi ile kompleks eslenik hiz fonksiyonu

2 .
w'(z,)) =Vm[]—a—2J+2a V_sin(@+ f)—
Z; z,

Daire Uzerindeki bir noktanin z, diizlemindeki koordinati |z, =ae™™ | olup, kompleks eslenik

hiz ifadesinde kulanilarak gerekli diizenlemelerden sonra

w'(z,)=ie" 2V [sin8, +sin(a + B)]
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Bu ifadenin moduli alinarak hizin siddeti V., =2V, |sing, +sin(6¥+,3)|

Joukowsky donlsiminde daire Gzerindeki noktalar @ agisal konumlariyla belirlendiginden
hizlarin bu noktalarda elde edilebilmesi icin z ve z; dizlemlerindeki & ve 6; acilarn
arasinda iliski kurmak gereklidir.

2 2
. + . _
Problemin geometrisinden: 0, =0—-a-—sin ! %sm(éutan ! ij
1% V. /| dzldz, |
Profil lizerindeki hiz Ve = = =
dag ag
dz dz
— az,| | i v,
=|z-(f +ig)le"” - | =l%N=1 - Vo=t
< [Z (f g)] dz ‘ ‘ ¢ |d§/dz|
o | . &b
Donlstm fonksiyonunun tlrevi =1-—;
dz Z
: d
Daire tzerinde [z =re’f olup ‘ d—c ‘ = \/]—Z(b/r)2C0529+(b/r)4
Z
Firar kenarindaki hiz:
o o V; 0
Kutta sarti geregi firar kenarinda Vi :W :5
Z
T

Belirsizlik nedeniyle firar kenarindaki hizin bir limit islemiyle bulunmasi gerekir.

V
Profil (izerindeki hizlar icin bulunan ifade V=t
| d¢/dz |
2 . .
. 2 o+
Burada Vz, =‘w (Zz)‘ZVw ]_a_2+l a sin( ,3)|
' Z < ‘
v 1—§+ i2asin(a+p) |
. - 2 < r 0
Tekil nokta igin hiz yazilirsa V. = 5 :5
I=—
Z T

Daire Gzerindeki herhangi bir nokta z ve z; kompleks koordinatlariyla temsil edilebilir. Bu
nokta tekil noktaya yaklastirilarak (z —»b) ve (z; »ae™“?) igin limit alinirsa
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d J—é‘i' i2asin(a+ f)
; . dz, Z; 2
Hospital kurali uygulanarak, V, =V_ Lim
z-b d b’
Z]_)aefi(ouﬂ) R ]_7
dz z°
2a’ _i2asin(a+ p) ‘
3 2
_ . < <
qr =V. Lim . ‘ b
__i(a+p) —_— .
z,—>—ae 3
Z
b
Sonug olarak V, =V_ —cos(a+ f)
a

7.4- Bir Cisme Etkiyen Kuvvet ve Momentler (Blasius Formiilleri)

Sekildeki gibi iki-boyutlu bir cisme
Gzerindeki basing dadihmi nedeniyle
etkiyen kuvvet ve momentler sirasiyla

F.= jfp dy
F = —i#;p dx .
M, =§ p (xdx+ ydy)
seklinde hesaplanabilir.
Kuvvet bilesenleri kompleks bir blyUklik igerisinde birlestirilebilir.
F=F +iF, =§pldy—ide)==i§p(dx+idy) — F=-i{pdz
Moment ifadesi ise kompleks buyukltklerle M = § pRe{ZdZ*}

seklinde ifade edilebilir.

Daimi sikistirilamaz potansiyel akim halinde Bernoulli denklemi geregi
] 2 I 2
PT=P+§PV =Sh - P:PT—EPV

olup, bu esitlik kuvvet ve moment igin yukarida bulunan integral bagintilarinda
kullanilarak

F =—i§(PT —épvzj dz =—i PT§dz+épi§V2dz
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M = §(PT —észj Refzd:'}= PTnge{zdz*}—§p§ V>Refzdz" }

Kapali bir egri boyunca alinan bu integraller igin idz =0, iﬁzdz* =0

olup F=%pi§vz dz M:—épjﬁsze{zdz*}

Kompleks hiz ve eslenidi icin, kompleks potansiyel fonksiyonu f olmak Uzere

df”
w=V.e? == .
dzd N szw*-wzz—f'fif*
w=V.e™ =i Lo
dz
1 . ¢df df° 1 df df” .
azilarak F=—pi¢—- dz M =——pReq¢—- z-dz
Y 2'0 i§al2 dz" 2'0 {§ dz d7’
¢ potansiyel fonksiyonu, y akim fonksiyonu olmak lzere f(D=0+iy
Bir akim cizgisi tUzerinde y=Sh — dy=0 - df =d¢=df”
i} 1 . ¢df” df” 1 df df }
Boylece F=—pi¢p— dz M =——pRes¢——+17dz
Y 2'0 idz dz” 2'0 {§dz dz
- N .1 f(drY
Kuvvet icin bulunan bagintinin eslenigi alinarak F Z—E,Oljf d_ dz
Z
3 I drY
Moment badintisi diizenlenerek M, Z—E,ORG § d_z zdz

Elde edilir. Bu bagintilar literatlirde BLASIUS formdilleri olarak bilinir.

7.5- Joukowsky profiline etkiyen kuvvet ve momentler

Joukowsky profillerinin z diizlemindeki bir daireden déniisimle ¢ dizleminde elde edildigi
didsindlarse Blasius denklemleri bu diizlemde

.1 ofarY 1 dar Y’
F :—Epl§(EJ d;, MO_—EPRG{§(EJ ;d;}

seklinde wuygulanabilir. Ancak problemin ¢6ziminin aslinda daire dizleminde
gergeklestirildigi diistinllerek bu integrallerin z diizlemine aktariimasi gerekir.
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F*:_Jpﬂd;j a, u, =L pre Md;] gdg“ Z}

Bu integrallerin hesaplanabilmesi icin butin buyUkliklerin z degiskeni cinsinden ifade
edilmesi gereklidir.

<

e " b’ dg b’ y
Joukowsky dénlsimU geregi §=z+—, — = 1——2 oldugu
Z dz b4
hatirlanir.
Ayrica, A,,A,,A,,... ileride hesaplanacak kompleks katsayilar olmak Uzere (df/d{)’

fonksiyonunun

Z Z

2
i =A0+i+i+...
d¢ 2

seklinde bir seriye acgildigi farzedilirse Blasius formulleri

2
AL AmAY }d
Z

F’ :—épzm[Ao + 2L

1 A, A
M,=-—pRe ﬂA Z+A +—2+ 23+--}dz
2 z z
seklinde diizenlenebilir. Her iki ifadede
D,
I = ﬁ ,z2+D, +—+ --}dz
z 7

seklinde turevlerin yer aldigi dikkati cekmektedir. Cauchy-Goursat integral teoreminin bir
sonucu olarak bu ifadede 1/z'li terim disindaki bitin diger terimlerin integralleri sifir
olup integralin sonucu

D
I=§—tdz=-2miD,
Z

seklindedir (Bakiniz Ek). Buna gére aerodinamik kuvvet ve momentlerle ilgili integrallerin

F'=—prA,, M,=-prlm{A,}

seklinde sonuglanacadi gorulebilir. Joukowsky profiline etkiyen kuvvet ve momenti elde
etmek igin yapilmasi gereken A, ve A, katsayilarinin bulunmasindan ibarettir.

Joukowsky dontsiminde profili veren daire etrafindaki akima ait kompleks potansiyel

fonksiyonu, sekildeki gibi daire merkezine ve serbest akim dogrultusuna bagh z, eksen
takiminda
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2 .
f<z1>=vm(z1 +“_j+£1ni

Z; 27 a

seklinde olup, buradaki sirkiilasyonun degeri Kutta sarti geregi I' =4z aV_ sin(a + )
'dir.

¢
i |d
Kompleks potansiyel fonksiyonunun tlirevi ! =
2rz, | dz
. .. - .. . —ia dZI —ia
z, ve z duizlemlerinin iliskisinden 7, =(z+ f—ig)e - r=e
Z
d ? r i
Boylece —f= V.| 1- a o |t ! — (€
dz (z+f—ig) e 27Z(z+f—lg)e
U.a’e™[ f—-ig]” ir[, f-ig|’
=V, e +—=— [1+ g} + {H g}
Z z 27 Z
d , 18 4 T 1
Binom serisine agilarak —fsze“‘” T V_a’e™ +l—(f—ig) e
dz 27z 27 z
bulunur.
Kompleks potansiyel fonksiyonunun ¢ profil dizlemindeki tirevi 4 =did—Z
d{ dz d{
dz b2\’ b’
Burada —=|1-—| =|l+—5+
¢ z z
Gerekli diizenlemelerle, i=Vme”'”‘ FULLIN V_b’e ™ +V_a’e™ +£(f —ig) i2+
d¢ 27z 2 z

Bu tirev ifadesinin karesi alinip dizenlenerek sonucta

Ay =V2en
_—
A = l—Vme_’”’
T
) FV —ix FZ
A, =2V2ble ™ —2v2aq? ~ 120 (f_jg)- =
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elde edilir.

Aerodinamik kuvvet ve katsayilar:

A, katsayisi kullanilarak F'=F, —iF, =—ipV_Te ™
Eslenigi alinarak F=F +iF =ipV_I'e"

elde edilir. Ancak aerodinamik kuvvetler sekilde goraldigu gibi hiz dogrultusuna bagli bir
eksen takiminda tanimlanirlar. Bu bakimdan son badinti sézi edilen (&,7n;) eksen
takimina aktarilirsa

: i\, in
F=D+iL=(X +i¥)e™ =ipV_T LY
L
veya bilesenlere ayrilarak ’ D 5’
D=0, L= pU_T
A X ¢
elde edilir. \

Bu son bagintilardan goraldaga gibi

Bu son badintilardan goérildagi gibi Joukowsky profiline etkiyen tasima kuvveti dénisim
dairesi etrafinda olusan sirkllasyonun dederine bagli iken, hig bir surikleme kuvveti
olusmamaktadir. Potansiyel akimda sirikleme kuvvetinin meydana gelmemesi
literatlrde "d'Alembert paradoksu" olarak bilinir.

Sirklilasyonun bilinen dederi ile tasima kuvveti igin bulunan son badinti birlikte
kullanilarak profilin tasima katsayisi igin

C, =87 <sin(a+ f)
C

bulunur

Yunuslama momenti

A, igin bulunan deder yunuslama momenti igin bulunan bagintida kullanilarak
M, =2pxb*V2sin(2a) + pV. I (f cosa — gsina)

ve yunuslama katsayisi da
2
C, =47zb—2 sin (20) + 87 < sin (o + B) (icosa—ﬁsm 05)
’ c c c c

seklinde elde edilir.

Bu ifadelerdeki "o" alt-indisi yunuslama momentinin etrafinda hesaplandigi noktanin
eksen takiminin baslangi¢c noktasi oldugunu belirtmek Uzere kullanilmistir.  Kanat
profilinin veter orta noktasi civarina isabet eden bu nokta etrafinda dlgilen yunuslama
momentinin pratikte pek dnemi yoktur. Bu bakimdan yunuslama momenti daha ziyade
hicum kenar etrafinda veya ceyrek veter noktasi etrafinda olgialir.
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Hicum kenan ve geyrek veter noktasi in
etrafindaki yunuslama katsayilar
sirasiyla Y
Eu Cutye e
CMHK ZCMO _CY c f r*CMO
\ .’
1 4
C,. =Cy —Cy(fHK — j
Ccl4 o c 4
c

seklinde hesaplanabilir. Burada

C,=C,cosax

Kuvvet ve moment katsayilari icin yaklasik ifadeler

Joukowsky doénlsimiinde F<<1, G<<1 olup bu bulytklliklerin kareleri ve birbirleriyle
carpimlari ihmal edilerek,

a 2 2 2 21/2
—_= ] = =
; Ju+F)?+6? =(1+2F+F2+G*) 21+ F } .
—> —ET
254 ¢
Sk _ 1
c 2

g G )L -1 )=
B =tan (HJZG(1+F) =G(I-F)=G

ayrica a, # acilar gok kiguk olup
sina=a, sinf=pf, sinla+pB)za+p, sin(2a)z=2a
yazilabilir. Bu yaklasik ifadeler tasima katsayis icin bulunan bagintida kullanilarak

1+ F

C,=8rx (a+G) =2r7n(U+F)a+ 2xG

veya ayrica F=6/1.3, G=2y oldugu

hatirlanarak Co

|C, =27(1+0.778)a+ 47y |

elde edilir.

Tasima katsayisiyla ilgili Gnemli sonuglar:

- Tasima katsayisi hiicum agisiyla lineer olarak
degismektedir.
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- DUz levhanin tasima edrisi egimi 27z olup, kalinlik etkisiyle tasima edrisi egimi ¢ok az
(27x0.776 mertebesinde) artmaktadir.

- Kamburluk etkisiyle tasima katsayisi, buatin hicum acilarinda 4ry mertebesinde
artmaktadir. Sifir hiicum acisindaki tasima katsayisi C,,=4zy  seklinde, sifir tagima
hicum agisi da a,=-2yseklinde kamburluk oranina dogrudan baglidir.

Yukarida yazilan yaklasik buytklikler bir defa da yunuslama momenti igin bulunan
badintilarda kullanilarak

Cu, 547:%20{+ [27(1+ F)+ 22G|[F /4 —G/4]a5§0((]+ F)

C,=C,

Cu,p, z%a(1+F)—[27r(1+F)a+ 27[G]§E—§(Z+F)0{—7Z’G

c, zza(1+F)—[27;(1+F)a+27zG](i—ijz—zG
o2 2 4 2

ya da yine F ve G 'nin kalinlik ve kamburluk oranlari cinsinden yaklasik degerleri
kullanilarak

CMo = % o (] + 0775) CMHK CM0/4
a7®
/4
Cy, = -5 (1+0778)a-2xy Ci
CMc/4 E _ﬁ;/

bulunur. Yunuslama momenti igin dnemli sonuglar

- Hicum kenan etrafindaki yunuslama momenti Cu
pozitif hiicum agcilarinda negatif yonlid (burun / a
asadl) olup, kalinhk ve kamburluk oranlariyla i

negatif yonde artmaktader.,  —eeod

- GCeyrek veter noktasi etrafindaki yunuslama
momenti hicum acgisindan, ve dolayisiyle
tasimadan hemen hemen bagimsiz olup, bu
nokta aerodinamik merkez olarak kabul edilebilir. Bu nokta etrafindaki yunuslama

momenti simetrik profil igin sifir olup, pozitif kamburluk oraniyla negatif yénde zy
mertebesinde artmaktadir.
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Ornek Sorular

Soru 1

z kompleks diizleminde §=z——
z

konform déntsim fonksiyonu verilmistir.
a) Bu fonksiyonunun tekil noktalarinin imajiner eksen Uzerinde bulunacagini gosteriniz.

b) Bu dénidsimin z kompleks dizleminde merkezi baslangic noktasinda yer alan b
yarigaph bir daireye uygulanmasi halinde ¢ dizleminde imajiner eksen lGzerinde z=-2jb ve
z=2jb noktalar arasinda yer alan bir dogru parcasi elde edilecedini gosteriniz.

c) Ayni donisimin merkezi z=-if noktasinda yer alan a=b+f yarigapl (f/b<<1) bir
daireye uygulanmasi halinde ¢ diizleminde nasil bir sekil elde edilecedini inceleyiniz. Bu
seklin 6nemli geometrik 6zelliklerini hesaplayiniz.

Soru 2
2

z kompleks diizleminde {=z+b-

z—b

konform doénldsim fonksiyonu verilmistir. DOnlsim fonksiyonunun tekil noktalarini
bulunuz. Bu fonksiyonunun, merkezi z=b noktasinda yer alan ve tekil noktalardan gecgen
b vyaricapl bir daireye uygulanmasi halinde ¢ dizleminde bir dogru parcasi elde
edilecegini gosteriniz. Bu dogru pargasinin uzunlugunu hesaplayiniz.

Soru 3 iy Ly
a A

z kompleks dizleminde sekilde gortlduga Z/V” 2b
gibi yer alan diz levhanin bir daireden [ X
Joukowsky donidsimi ile nasil elde 2b b
edilebilecegini  gosteriniz. Dlz levha
Uzerindeki hiz dagilimini daire o
dizlemindeki  parametreler  cinsinden 2b RVM
hesaplayiniz. P
Soru 4

b2
z kompleks duzleminde verilen {=z7—-——

Z

konform dénisim fonksiyonunun tekil noktalarinin imajiner eksen Gzerinde bulundugunu
gobsteriniz. Bu fonksiyonunun, merkezi reel eksen lzerinde z=-g noktasinda yer alan ve
tekil noktalardan gegcen a yaricapli bir daireye uygulanmasi halinde ¢ dizleminde bir
dairesel yay parcasi elde edilecedini gOsteriniz. Bu yay pargasini veter uzunlugunu ve
kamburluk oranini hesaplayiniz

Soru 5

Yiuksekligi 15 m, genisligi 50 m ve uzunlugu 100 m olan yar elips seklinde bir hangar
tasarlanirken bu hangarin yandan 90 km/saat hizinda bir riizgara maruz kalabilecegi
distnllmuistir. Hangarin deniz seviyesindeki standart atmosfer sartlarinda yer aldigini ve
etrafindaki akimin daimi, iki boyutlu, sikistirlamaz ve potansiyel oldugunu kabul ederek
ve ayrica hangar igerisindeki basinci durma basincina (veya serbest akim basincina) esit
alarak hangar Uzerindeki basing dadiimini ve hangara etkiyecek bileske kuvveti
hesaplayiniz.
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Soru 6

Dliz bir ova Uizerinde yer alan yar elips seklindeki bir tepeye dogru V.=60 km/saat hizla
rizgar esmektedir. Tepe Gzerinde ugmakta

olan bir planérin tepenin en yilksek A,

noktasi hizasinda, sekilde belirtilen A V.= 60 km/saat jm
noktasinda maruz k_a!acagl riizgar hl_zml > h50m
hesaplayiniz. (Akimi iki-boyutlu, potansiyel

kabul ederek Joukowsky dénidsiminden , |
yararlaniniz.) —ah

Soru 7

¢ kompleks dlzleminde sekilde gorildigi gibi sagdan in @

sola dogru akmakta olan Unifom paralel akim
icerisinde vyer alan simetrik Joukowsky profilinin

yaklasik koordinatlarini ve hiz dagiimini, bu profili "\/ ;\KM
dénlsimle veren daire dizlemindeki parametreler -

cinsinden elde ediniz.
Soru 8

¢

2
z kompleks dizleminde verilen ¢ = z—b—
z

konform doénlsim fonksiyonunun tekil noktalarini bulunuz. Bu fonksiyonunun, merkezi
z=—i f noktasinda yer alan ve tekil noktalardan birinin lzerinden gegip digerini igine
alan a yarigaph bir daireye uygulanmasi halinde ¢ dizleminde bir kanat profili sekli elde

edilecegini gosteriniz. Bu profilin kalinlik ve kamburluk oranlan ile firar kenari agisini
inceleyiniz.

Soru 9
Sekilde gorildigu gibi z kompleks diizleminin reel ekseni dogrultusunda soldan sagda

dogru
akmakta olan Uniform paralel akim igerisinde

merkezi baslangic noktasinda olmak Uzere yer i

alan a vyancaph daire etrafindaki potansiyel

akimda sirkilasyon mevcuttur. [~ sirkllasyon V.,

miktari, daire Gzerinde belirtilen D noktasi durma % X
noktasi olacak bigcimde ayarlanmistir. ka A

a) Akimin kompleks potansiyel ve kompleks eslenik hiz fonksiyonlarini yaziniz. I
sirklilasyonunu D noktasinin 6, acgisal konumu cinsinden hesaplayiniz.

2
b) Bir cisme etkiyen aerodinamik kuvvet icin Blasius formuli F* =—épi§(j—fj dz
b4

seklinde verildigine g6re bu daireye etkiyen tasima ve slrikleme kuvvetlerini ve
katsayilarini hesaplayiniz.

Soru 10

¢ kompleks dlzlemininde yer alan bir Joukowsky profili etrafindaki sikistirilamaz
potansiyel akimda kompleks potansiyel fonksiyonu
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2

i = AO +ﬁ+A_22+...

d¢g FA

seklinde seriye aclilarak, bu kanat profiline etkiyen kuvvet ve moment
F'=X-iY=—prA,, M,=—prlm{A,}

seklinde hesaplanabilir. Burada z Joukowsky profilini veren dairenin yer aldigi dizlemi; X
ve Y profile sirayla veter dogrusunda ve buna dik dogrultuda etkiyen aerodinamik kuvvet
bilesenlerini, p havanin yogunlugunu belirtmektedir. Serideki katsayilar kompleks sayilar
olup
A, =£Vme_i”
V4

A, =2V2h7e ™% - 2VZia® -

iTV_e™@ ) r’
S (f-ig)-

seklinde hesaplanabilir. Burada
I'=4raV_sin(a+ f)

profil etrafindaki sirklilasyon olup, a dairenin yarigapini, f ve g daire merkezinin z
dizlemindeki konumunu belirten parametrelerdir. Ayrica b Joukowsky donidsim
parametresi «a hiicum agisi ve S 'da profil kamburlugunu belirleyen bir parametredir. Buna
gore:

f ve g parametrelerinin b yaninda cok kugiuk kaldigini ve ayrica hicum acisinin da
yeterince klclik oldugunu kabul ederek bir Joukowsky profiline etkiyen tasima sirtkleme
ve ceyrek veter noktasina gbére yunuslama momenti katsayilari igin birer yaklasik ifadeyi
profin kalinlik ve kamburluk oranlar cinsinden elde ediniz. Kalinhk ve kamburluk
oranlaryla hicum agisinin bu katsayilar Gzerindeki etkilerini birer sekil lizerinde gdsterek
yorumlayiniz.
Soru 11
Bir Joukowsky profiline etkiyen tasima kuvveti icin I"sirklilasyonuna bagli

L=pV_ T

seklinde bir baginti bulmak mimkundur.

a) Kutta sartini kullanarak sirkilasyonun dederini « hiicum acisi, f kamburluk agisi ve
Joukowsky profilini dontisimle veren dairenin a yarigapi cinsinden bulunuz.

b) Tasima katsayini bulunuz. Bu badintiyi, yaklasimlar yaparak basitlestiriniz ve hicum
agisi ile profilin kalinhk ve kamburluk oranlarn cinsinden yaklasik olarak ifade ediniz.

c) Tasima icin buldugunuz yaklasik ifadeyi yorumlayiniz.
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EK 7.1

CAUCHY INTEGRALI

Cauchy-Gaursat teoremi :

z dlzleminde bir f(z) fonksiyonu kapal bir C edrisinin lzerinde ve igindeki bdlgede
(Sekil-1a) analitikse bu fonksiyonun C edrisi boyunca gizgisel integralinin dederi sifira
egittir.

$rydz=0
C
Buradaki integralin yona, integral sirasinda bélge daima sadda kalacak sekilde secilmistir.

Basit ve cok bagli bolgeler :

Igerisindeki herhangi iki noktay! birlestiren bltlun edriler slrekli deformasyonla bdlge
disina tasmadan Ustuste getirilebilen bélgeye "basit bagl bélge" adi verilir (Sekil-1b).

Baglh boélge igerisinde bir veya daha fazla delik (fonksiyonun analitik olmadigi nokta)
varsa bu bdlgeye"cok bagli bélge" adi verilir ve baghlik derecesi delik sayisinin bir fazlasi
olarak alinir (Sekil-1c,d).

Bir f(z) fonksiyonunun bir bélge icerisinde analitik olmadigi noktalar sonsuz kugclk
yarigaph dairelerle cgevrilerek bélgeden izole edilebilir. Bu sekilde meydana gelen g¢ok
bagli boélge ise delikler "kesim” yoluyla bélge sinirlarina birlestirilerek basit bagh hale
dénustardlebilir (Sekil-1e,f)

iy iy
C
X X X
a) Analitiklik bélgesi b) Basit bagh bélge c) Cifte bagl bélge
Iy Iy Iy
C
O O
()
C
X X X
e) Tekil noktanin f) Cok bagl bélgenin
d) Cok badl bélge izolasyonu ve kesimle basit bagl
kesim islemi hale getirilmesi

Sekil-1: Analitiklik bolgesi, basit ve cok bagh bolgeler, izolasyon ve kesim islemleri
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Kompleks serinin integralinin hesaplanmasi

Bir C kapali egrisi boyunca hesaplanmak istenen saat ibreleri yonindeki

D D
I=§[D_IZ+D0 +—1+—2+--}dz
- z oz

gizgisel integrali daha genel bir ifadeyle

5

seklinde yazilabilir. Bu ifadelerdeki D, katsayilari reel veya kompleks birer sabit olup
integral disina cikartilabilir. f(z) =1/Z2" fonksiyonu ise bitin n dederleri igin z=0
noktasinda tekillik gdstermektedir. Bu tekil nokta & yarigaph bir C, dairesiyle izole
edilerek ve bu daire de kesim yoluyla C edrisine birlestirilerek C edrisi igerisindeki bdlge
basit bagh hale dontsttrilebilir (Sekil-2). f(z) = 1/2" Fonksiyonu bu bdélgenin tamaminda
ve sinirlarl Uzerinde analitik olup, bdlge sinirlari boyunca alinacak gizgisel integral igin
Cauchy-Gaursat teoremi geregi

dz=0

C+T+C,+T7 £

Sekil-2: Integral icin bolgenin basit bagh hale getirilmesi

yazilabilir. Burada I"ve I kesim cizgilerini belirtmekte olup bu gizgiler boyunca alinan
integraller birbirine zit yonli olduklarindan birbirlerini yokederler. Boylece yukaridaki
integral

dz _ ¢ dz

2t o

0

sekline gelir. Diger taraftan C, dairesi lizerindeki noktalar z=&e’’ seklinde gésterilir ve
bu ifadenin dz =ice’?do seklindeki tiirevi de kullanilirsa yukaridaki integral

<

2r . I-n

__ lEe I-n t(] n)é dO—=— 1€
§ n in6 ,([lg l(]—n)

[ei(]—n)H ]ZZ+2” __ e =18, [ei(]—n)Zﬂ _eo]

(1-n)
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seklinde yazilabilir. Bu integralin dederinin n=1 igin sifir olacagl ve sadece n=1 igin bir
belirsizlik gésterecedi aciktir. Buna gére n=1 hali icin integral yeniden incelenirse

6,+27x . ] 6,+2x
dz " ige'” dO e .
adP ——=—i [d6=-2xi
i0
¢, < 9, €€ f,

elde edilir. Buna goére baslangicta ele alinan serinin integralinde sadece 1/z terimi
sifirdan farkli sonug vermekte olup bu integralin degeri

D, D
I=§[D_,z+D0 +—1+—2+~}dz=—27riD1
c 0z

olmaktadir.
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EK 7.2

KARMAN-TREFFTZ PROFILLERI

Karman-Trefftz doniisiimii :

Bolim 7.1 'de konform dénistmle ilgili bir 6rnek incelemede
&-4, :(Z_Zo)m

tipindeki bir fonksiyonun z dizleminin z, noktasinda kesisen iki egriyi, aralarindaki agi ¢
dizleminde m kati artacak tarzda donUstlrecedi gosterilmisti. Bu donlsim daha da
genellestirilerek

§—§0=F(Z0)-(Z—Z0)m

seklinde yazildigi taktirde bu fonksiyonun z dlzlemindeki herhangi bir sekli F(zy)
gcarpaninin modult kadar buyuttigunu (ve/veya klculttiguni) ve argimani kadar da
dondurduguni, fakat z, noktasinin yakin civarinda donastim Uzerinde (z-2z,)™ carpaninin
hakim oldugunu géstermek mumkindir. Yani z, noktasinda kesisen iki egri arasindaki
acl £p noktasinda m kati daha buyUk bir agi haline déndsur.

Diger taraftan genel olarak

C=z+b%/z
seklinde verilen Joukowsky dénidsiminin de z=+b noktalarinda birer tekillik gosterdigi
ve dénustim dairesinin bu noktalarin herhangi birinden gegmesi halinde ¢ dizleminde bu
noktanin karsiligi olan noktada bir keskin kenar elde edilecedi daha 6nceki incelemelerde

belirtilmisti. Aslinda Joukowsky donldsiminin de yukarida belirtilen tipten donitsim
oldugunu géstermek mimkindir. Bu amagla Joukowsky dontisimu birer defa

C—Zb:é(z—b)z ve §+2b:é(z+b)2

sekillerinde yazilir ve bu iki ifade birbiriyle oranlanirsa déntisim

2
_§‘2b=(_z‘bj (Ek7.2-1)
{+2b \z+b

sekline getirilebilir. Bu son ifade z=5b noktasi ve bunun donlisiim sonucu karsiligi olan
{'=2b noktasinin yakin civarinda yaklasik olarak

{-2b (z-b)
4b 4b?

veya (¢ -2bz=—(z-b)

N

S|~

sekline getirilebilir. Benzeri sekilde z=—-b ve {=-2b noktalarinin yakin civarinda da
1 2
§+2bz—z(z+b)

yazilabilir. Bu iki ifade z=b ve z=-b noktalarinda kesisen iki egrinin arasindaki aginin
Joukowsky doénusimi sonucu iki katina cikartildigini gostermektedir.  Nitekim, bu
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noktalarin herhangi birinden gegen bir daire yay! ikiye katlanarak keskin bir firar kenarini
meydana getirmektedir.

Tekil noktadan gegen daire yay! igin ® olan acinin { dizleminde 2m olmasinin
sorumlusunun (z+2z,)? teriminin Ussi oldugu ve bu Ussiin 2 yerine m gibi bir biyiiklik
olmasi halinde profil kenarindaki dis aginin mn kadar olacagini séylemek mumkundur.
Buna gore, Joukowsky donltstimunin (Ek7.2-1) ile verilen sekli, tUssi dedistirilerek daha
genel bir halde

-mb _(z-b)" -
§’+mb_(z+bj (Ek7.2-2)

seklinde yazilabilir. Bdylece m sayisi igin uygun dederler segilerek firar kenari gok keskin
olmayan profiller elde edilebilir. Yukaridaki dénlisime Karman-Trefftz dontisimid adi
verilir. Bu d6nlsim ile daireden elde edilen profiller de Karman-Trefftz profilleri olarak
adlandirilmaktadirlar.

Karman-Trefftz dénlsimindeki m parametresi daha genel bir ifadeyle

m=2-17/7x (Ek7.2-3)
seklinde yazildigi taktirde, bu ifadedeki z profilin firar kenarindaki i¢ aclyi belirtir (Sekil
Ek7.2-1).

iy
Daire

Sekil Ek7.2-1 : Karman-Trefftz profilinin firar kenari ig agisi

Karman-Trefftz profilinin koordinatlari ve hiz dagilimi:

(Ek7.2-2) ile verilen Karman-Trefftz dénlisimini daha kolay inceleyebilmek igin

et D" (@ =b)"

¢= (EK7.2-4)
(z+b)" —(z—-b)"
seklinde dizenlemek daha uygun olur. Bu ifadenin tirevi de
2 g 2\m-I
ISP P S Cl ) (Ek7.2-5)

dz [z —(z=p)"]

seklinde hesaplanabilir. Bu tirev ifadesi sifira esitlenerek Karman-Trefftz donlisiminin
tekil noktalarinin da Joukowsky donlsimindeki gibi z=+b noktalari oldugu gordlar.
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Buna gbre donistirilecek daire z=xb noktalarinin birinden gecgecektir. Donitslimin
pratikteki uygulanis tarzi Joukowsky profili icin yapilandan farkh degildir :

- z Dizleminde daire (zerindeki noktalar z=re'’ seklinde tanimlanir. 6 igin istenen
dederler secilerek (6rnegdin, 0 - 2z aralidinda esit A0 araliklariyla alinabilir) r 'nin degerleri
daha 6nce (7Ek3b) ifadesiyle verildigi gibi

%stin¢9—Fcos6+\/]+2F+(Gsin¢9—Fcos:9)2

seklinde hesaplanir.

- Daire Uzerindeki bu noktalara karsilik gelen profil noktalarinin koordinatlari Karman-
Trefftz donidsimdi igin verilen (Ek7.2-4) ifadesi reel ve imajiner kisimlarina ayrilarak
hesaplanir. Bu amagla (Ek7.2-4) ifadesinde

z+b=z,=R,e", z—b=2z,=R,e"”

degisken dontsumleri kullanilarak reel ve imajiner kisimlar sirasiyla

_42m
Sem I (Ek7.2-6a)
b I+t7" =2t" cosm(p, — ;)

n_. 2t™ sinm(@, — @) (Ek7.2-6b)
b 1+t™ —2t" cosm(¢, — §,)

seklinde elde edilir. Burada

=R (EK7.2-6C)
RI
R r g r
L= 1+| =] +2 = |cos@ (Ek7.2-6d)
b b b
R r g r
—Z=|I+|—| =2/ —|cosb (EK7.2-6€)
b b b
2sin@
—¢, =tan”/| ——— Ek7.2-6f
924 L/b—b/r} ( )
dir. Karman-Trefftz profilinin veter uzunlugu
c =18, +1¢l, P WA (.. (Ek7.2-7)
- = (I+F)" —F"
seklinde bulunabilir. Kalinhk ve kamburluk oranlari ise
M{ 0)-n(-0)f +[n®) - —92}
5 Max |Wn®) ~n-0)F +n® -n-9) (EK7.2-82)

c

UCK351 Aerodinamik Ders notlari M. Adil Yikselen



Konform doéntlisiim, Joukowsky profilleri 7-35

,—max {[n@)-nco)l/2}
C

(Ek7.2-8a)

ifadeleri yardimiyla hesaplanabilir.  Yapilan incelemeler Karman-Trefftz profillerinin
kalinlik oranlarinin daha ziyade F parametresiyle, kamburluk oraninin da daha ziyade G
parametresiyle ilgili oldugunu gostermektedir. m donlisim parametresi ise firar kenari ic
acisini etkiledigi gibi maksimum kalinlik noktasinin veter boyunca bulundugu yeri de
etkilemektedir. Bu parametreler arasinda ayrica ikinci mertebeden etkilesimler de s6z
konusudur. Istenilen kalinlik ve kamburluk oranlarina sahip ve maksimum kalinhk
noktasi konumu veter biyunca istenilen noktada yer alan (veya firar kenari i¢ agisi
istenilen miktarda olan) bir Karman-Trefftz profili elde etmek icin F, G ve m
parametrelerinin almalar gereken dederleri iteratif olarak hesaplamak mimkindir[1,2]
Karman-Trefftz profilinin hiz dagilimi da

U;=Uz/d§

Ek7.2-9a
i ( )
bagintisi yardimiyla bulunur. Burada U, daire diizlemindeki hizin siddeti olup, degeri

U, =2sing, +sin(a+ )| (Ek7.2-9b)

dir. 6, ve g acilari daire dizlemindeki geometri yardimiyla

2 2
o, =t9—a'—sin_1{ (IF);ZGGQ-Sin [9+tan_1(gﬂ} (Ek7.2-9¢)
+F) +
G
=tan~/| —— Ek7.2-9d
p (1+FJ ( )

seklinde tanimlanmaktadir. Ayrica donisimin tlrevinin mutlak dederi de

a¢
dz

2 m
_[_2m . ! (Ek7.2-9e)
R, /b) 1+t —2t" cosm(@, — @,)

seklinde bulunur. BUtln bu bagintilarin m=2 halinde Joukowsky profili verecegini gérmek
mimkuindar.

Karman-Trefftz profiline etkiyven kuvvet ve momentlier:

Karman-Trefftz profiline etkiyen kuvvet ve momentlerle ilgili hesap yéontemi daha &énce
Joukowsky profili icin uygulanandan pek farkli degildir. Aradaki tek fark dontsum
foksiyonlarinin farklihgindan kaynaklanmaktadir. Sayet Karman-Trefftz dontstim

2 2
m°—=1b 1
§=Z+ —+0{—3}

3 Z Z

seklinde seriye acilarak daha ©Once Joukowsky profilleri igin yapilan incelemeler
tekrarlanirsa Joukowsky profilleri igin verilen A; katsayilarinin karsiligi olarak Karman-
Trefftz profilleri igin

2 -2
Ay =Vzie™?
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_
A =1V e
T
A, =2 m? = 1V2bPe e —2v2a? —M(f —ig)- r
2 3 o . pn 47[2

elde edilir. Bu katsayilar Joukowsky profillerinde oldugu gibi aerodinamik kuvvetler ve
yunuslama momenti icin verilen genel bagintilarda kullanilarak kuvvetler igin

D=0, L=4rapV}sin(a+p) (Ek7.2-10)

ve eksen takiminin baslangic noktasi etrafinda (yaklasik veter orta noktasi) yunuslama
momenti icin de

M, =§(m2 — 1)pb?V?2 sin 2a +4zapV2sin(a+ B) (f cosa - g sina) (Ek7.2-11)
elde edilir. Kuvvet ve moment katsayilar

C,=0, C,=87<sin(@+pf) (Ek7.2-12)
C

2
Cy :é(mz —])ﬂb—zsin 2a+ 87££sin(0{+,5) [icosa—ﬁsin aj (Ek7.2-13)
’ c c c c

olarak elde edilebilir. Hicum kenar ve cgeyrek veter noktasi etrafindaki yunuslama
katsayilari Joukowsky profilleri igin yapilanlara benzer sekilde hesaplanabilir.

Uygulamalar

Karman Trefftz (ve 6zel olarak m=2 halinde Joukowsky) profillerinin koordinat ve hiz
dagilimlan ile tasima ve yunuslama katsayilarinin hesaplanmasina yonelik birer 6érnek alt
program vBasic dili icin hazirlanmis olup Tablo Ek7.2-1 de verilmistir. Okuyucunun bu
programi kullanmak igin gerekli girdileri saglayan ve alt programdan gelen bilgilerin
ciktilarini kaydeden bir ana program yazmasi yeterlidir. Bu programi FORTRAN veya
baska bir dile aktarmak kolaylikla mimkuandar.

Alt programlarin girdileri F, G ve m parametrelerinin, istenilen kalinhik ve kamburluk
oranlariyla maksimum kalinlik noktasi konumlarina sahip olacak Karman-Trefftz (veya
Joukowsy) profili icin gerekli dederleri olup bazi 6rnek profiller icin bu dederler Tablo
Ek7.2-2 'de sunulmustur.

Bir 6rnek olarak kalinlik orani %12, kamburluk orani %3 ve maksimum kalinlik noktasi

konumu %35 olan bir Karman-Trefftz profili icin elde edilen sonuglar Tablo Ek7.2-3 ve
Sekil Ek7.2-2 'de gorilmektedir.

Kaynaklar

[1] M.A.YUkselen, M.Z. Erim, "A general iterative method to design Karman-Trefftz and
Joukowsky airfoils", Int.J. for Numerical Methods in Engineering, Vol.20, s.1349-1368,
1984.

[2] M.A.Ylkselen, "Karman-Trefftz ve Joukowsky profillerinin karakteristikleri", I.T.U.
Dergisi, Cilt:47 Sayi:4, 1989.
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Tablo Ek7.2-1 : Karman-Trefftz profilleri icin 6rnek alt-program (vBasic)

Sub KATJO (N1, F, G, m, Chord, AlfaD, x, y, Cu)
ReDim x(N1), y(N1), Cu(N1)
' Parametrelerin hesabi

N = N1 - 1

b = Chord / (2 *m) * (1 - (F / (1 + F)) ~ m)
mb =m * b

Cbb = Chord / b

XLE = m * b - Chord

BetaR = Atn(G / (1 + F))

A2 = (1 + F) * (1L +F) + G * G

A = Sqgr (A2)

Al = Sgr((F * F + G * G) / A2)

If F > 0 Then AMU = Atn(G / F)

AlfaR = AlfaD * pi / 180
! Sirkulasyon, tasima ve yunuslama katsayilarinin hesabi

GAMMA = 4 * pi * A * b * Sin(AlfaR + BetaR)

CL = 2 * GAMMA / Chord

CY = CL * Cos(AlfaR)

Cl=4* (m*m-1) /3 / Cbb ~ 2 * pi * Sin(2 * AlfaR)
C2 = F * Cos(AlfaR) - G * Sin(AlfaR)

C2 =8 *pi *A / (Cbb * Cbb) * C2 * Sin(AlfaR + BetaR)
CMO = Cl1 + C2

CMhk = CMO - CY * (Abs(XLE) / Chord)

CMc4 = CMO - CY * (Abs(XLE) / Chord - 0.25)

Alfa0 = -BetaR * 180 / pi

Text_CL = Round(CL, 3)
Text_CMc4 = Round(CMc4, 3)
Text_Alfa0 = Round(AlfalO, 2)

! profil koordinatlari

NN=N/2+ 1: If F = 0 Then NN =N / 2
dTeta = 2 * pi / N

For 1 = 2 To NN
TETA = —(1 - 1) * dTeta
For K =1 To 2
SinT = Sin(TETA)
CosT = Cos(TETA)
ARG = -F * CosT + G * SinT
R = ARG + Sgr(l + 2 * F + ARG * ARG)
Rl = Sgr(l + R + R * CosT)
R2 = Sqgr(l + R
T = R2 / R1
If R < 1 Then
DFI = Atn(2 * SinT / (R - 1 / R)) - pi
ElseIf R = 1 Then
DFI = pi / 2
Else
DFI = Atn(2 * SinT / (R — 1 / R))
End If
DENOM =1 + T ~ (2 * m) - 2
XX =mb * (1 — T *~ (2 * m))
YY =mb * 2 * T ~" m * Sin(m

* R 2*
* R 2*

* T “m * Cos(m * DFI)
DENOM
DFI) / DENOM

*
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! Profil idzerindeki hiz dadilimi

SinDlt = Al * Sin(TETA + AMU)
TanDlt = SinDlt / Sqgr (1l - SinDlt * 2)
D1t = Atn(TanDlt)

Tetal = TETA - AlfaR - D1t
DET = (2 *m / R1) ~ 2 * T ~ (m - 1) / DENOM
u =2 * (Sin(Tetal) + Sin(AlfaR + BetaR)) / DET
ii = 1
If K= 2 Then ii = N - i + 2
x(11) = XX - XLE
y(ii) = YY
Cu(ii) =u * u
TETA = -TETA
Next K

Next i

x (1) = Chord: x(N1) = x(1)

y(l) = 0: y(N1) = y(1)

Cu(l) =0

If m = 2 Then Cu(l) = (Cos(AlfaR + BetaR)) ~ 2 / A2

Cu(N1l) = Cu(l)

End Sub

Tablo Ek7.2-2: Joukowsky ve Karman-Trefftz profilleri icin F,G ve m parametrelerinin degerleri

Karman-Trefftz profilleri Joukowsky profilleri
(x§/c = 0.40)

¥ 1) F G m F G m
0.05 0.01703 0.00000 1.95941 0.04005 0.00000 2

0.00 0.10 0.03462 0.00000 1.91808 0.08354 0.00000 2
0.15 0.05279 0.00000 1.87614 0.13104 0.00000 2

0.20 0.07160 0.00000 1.83365 0.18327 0.00000 2

0.05 0.01688 0.10359 1.95968 0.03989 0.10401 2

0.05 0.10 0.03428 0.10700 1.91861 0.08320 0.10832 2
0.15 0.05222 0.11025 1.87685 0.13048 0.11304 2

0.20 0.07141 0.11337 1.83535 0.18245 0.11824 2

0.05 0.01655 0.20710 1.96066 0.03944 0.20788 2

0.10 0.10 0.03397 0.21390 1.92107 0.08221 0.21644 2
0.15 0.05135 0.22033 1.88001 0.12885 0.22575 2

0.20 0.07099 0.22661 1.84047 0.18005 0.23598 2

0.05 0.01647 0.31051 1.96280 0.03872 0.31161 2

0.15 0.10 0.03345 0.32057 1.92483 0.08065 0.32420 2
0.15 0.05105 0.33020 1.88629 0.12629 0.33788 2

0.20 0.06885 0.33935 1.84659 0.17627 0.35284 2
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Tablo Ek7.2-3: Ornek uygulama

Cu=1-Cp
KARMAN-TREFFTZ Profili
3.0 - Karman Trefftz profili

8=0.12  y=0.03  x5/c=0.35 S 012
Hlicum agisi = 5° y =0.03

I X/C Y/C Cu=1- X5=0F
Cp 2.

1 1.00000 0.00000 0.00000

2 0.97232 -0.00022 0.71459

3 0.89785 -0.00244 0.75496

4 0.78699 -0.00790 0.78273

5 0.65104 -0.01617 0.80717 T

6 0.50203 -0.02536 0.82416

7 0.35250 -0.03263 0.82147

8 0.21524 -0.03505 0.77441

9 0.10302 -0.03049 0.62792

10 0.02782 -0.01843 0.23587 0

11 0.00000 0.00000 2.19403

12 0.02511 0.02467 2.61693

13 0.09825 0.05228 2.27503

14 0.21033 0.07530 2.13729

15 0.34953 0.08732 1.99706

16 0.50203 0.08536 1.81357

17 0.65344 0.07058 1.59121

18 0.79011 0.04787 1.34976

19 0.90004 0.02419 1.10877

20 0.97303 0.00657 0.87302

21 1.00000 0.00000 0.00000

Sekil Ek7.2-2 : Karman-Trefftz profilinin basing

cl = 1.02233 dagihimi
Cm (0) = 0.14656
Cm(HK) = -0.36473
Cm(C/4) = -0.11012
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