KISMi DIFERANSIYEL DENKLEMLER

- Kismi diferansiyel denklemlerin tirleri

- Sonlu fark yaklasimi

- Eliptik denklemlerin ¢6zim teknikleri

- Parabolik denklemlerin ¢c6ziim teknikleri
- Hiperbolik denklemlerin ¢c6zim teknikleri
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KISMi DIFERANSIYEL DENKLEMLERIN TURLERI

ikinci dereceden bir egri

Ax’ +Bxy +Cy’ +F =0

B’ —4AC <0
B’ —4AC =0

B’ —4AC >0

elips
parabol

hiperbol

Benzeri sekilde ikinci dereceden kismi diferansiyel denklem

0°u 0°u C82

Z + f(x,y,u,0u/0x,0u/dy)=0

~+B +
ox 0xdy

dy
B? —4AC <0 eliptik
B2 —4AC =0 parabolik
B2 —4AC >0 hiperbolik

Yiikealan
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KISMI DIFERANSIYEL DENKLEMLERIN TURLERI

Aazu

0°u 0°u

ox>

+ B Ca—+f(x ,V,u,0u/ox,ou/dy)=0
y

0xdy

Sinir kosulu

Z

e u cinsinden verilmisse Dirichlet tipi

u nun tirevleri cinsinden verilmisse Neuman tipi

L Bu ikisi cinsinden verilmisse Karisik tipte

Sinir

Cozum bolgesi

arstikte Bilgisayar
Uygulamalan Ders notlari, M. Adil
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KISMI DIFERANSIYEL DENKLEMLERIN TURLERI

Eliptik denklemler

Eliptik denklemler genel olarak “potansiyel” adi verilen bir bayukligin bolge
icindeki degisimini temsil ederler. Dolayisiyla eliptik denklemler ayni zamanda
potansiyel denklemler olarak da adlandirilir.

2-boyutlu eliptik denklem icin genel tanim

0°u 0%u
ax—2+ay—2+f(x,y,u,8u/ax,au/8y):O

Buradaki bagimh u degiskeni potansiyelin herhangi bir noktada, sinirdaki
degerlere bagli olarak aldigi denge (equilibrium) veya daimi-durum (steady
state) degerlerini belirtir.

A=1, B=0, C=1 olup B> -4AC<0
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KISMI DIFERANSIYEL DENKLEMLERIN TURLERI

Parabolik denklemler

Potansiyelin bir baslangi¢c durumundan itibaren eristigi daimi durum degerleri
bir parabolik denklemle temsil edilir. Dolayisiyla bu denklemler t — zaman -
degiskenini de bagimsiz degiskenlerden biri olarak icerir.

Baslangic durumundan itibaren zaman ilerledikce nihai denge durumuna dogru
adim adim ilerlenir

Ornek Ou_pou_y Difiizvon denklemi

rne ax2 at ITuzyon denkiemi
Burada

A=1, B=0, C=0 olup B> —4AC=0

UCK348 Muhendislikte Bilgisayar
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KISMI DIFERANSIYEL DENKLEMLERIN TURLERI

Hiperbolik denklemler

Hiperbolik denklemler de zamana baglidir.

Dalgalarin nasil yayildigini ifade ettiklerinden, “dalga denklemi” olarak
adlandinilirlar.

Ornek: Titresen bir yay icin kismi-diferansiyel denklem

T: Yaydaki gerilme

82 T az . .. .
: bzl_ g . Z‘ ~0 Burada g: Yer cekimiivmesi
x© w ot w : Birim uzunluk bagina yay agirhg
A=1, B=0, C=—18<0 olup B*—4AC>0
w
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KISMI DIFERANSIYEL DENKLEMLERIN TURLERI

Bagimlilik ve etki bolgeleri

Kismi diferansiyel denklemin bagimli degiskeninin bir noktadaki degeri

- cevre noktalardaki degerlerden etkilendigi gibi,
- cevre noktalardaki degerleri de etkiler.

Bu etkilesim denklemin tipine gore farklilik gosterir.

\ ulx,y)
/Cf\ ulix,y)
Eliptik problem Parabolik problem Hiperbolik problem
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Yiikealan



KISMi DIFERANSIYEL DENKLEMLERIN COZUMU IiCIN
SONLU FARK YAKLASIMI

Kismi diferansiyel denklemlerin sayisal ¢6zimd icin, icerisinde yer alan
turevlerin cebirsel bagintilarla yaklasik bicimde yazilmasi gerekir.

Bu tip dlizenlemelere tiirevin ayriklastiriimasi adi verilir.

Kismi tirevlerin ayriklastirilmasi cogu zaman Taylor acilimi yardimiyla
gerceklestirilir.

Taylor seri a¢ilimi

_ of (A’ 'S  (Ax)’o'f "
Fer A0 = FO)+ (A S+ C L ax3+...+0[(Ax)]
Burada 0[(Ax)”]:(Ax) anf+... Hata terimi
n! ox"
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KISMi DIFERANSIYEL DENKLEMLERIN COZUMU IiCIN
SONLU FARK YAKLASIMI

Birinci dereceden tiirev icin acilim

(Ax)* 9°f
2 ox?

Taylor acilimi J(x+Ax) = f(x)+ (Ax) g{CJr +---+0[(Ax)"]

o _fO+A)—f(x) (A f

Birinci dereceden tirev cekilerek o A N ox’

of _ fx+A)-f(x)

3 +O(Ax
olmak Uzere I Ax (Ax)

_(A9d°f
o2 ot T

O(Ax)

of fo—f Birinci dereceden tlrev igin
(8_) = Hle_l +O(AX) birinci mertebeden ileri fark
X /i

formulasyonu

indissel bicimde
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KISMi DIFERANSIYEL DENKLEMLERIN COZUMU IiCIN
SONLU FARK YAKLASIMI

Birinci dereceden tiirev icin acilim

2 2
Taylor acilimi J(x—Ax) = f(x)—(Ax) ZZ + (A;) ’ j; —---+0[(Ax)"]

o _fO-flx—A) (A)I'f

Birinci dereceden tirev cekilerek o Ax N ox’

o _ f0)-fx—A)

3 +O(Ax
olmak Uzere I Ax (Ax)

_(A99°f
o2 ok T

O(Ax)

of f—f Birinci dereceden tlrev igin
(8_) == Axl__l +0(Ax) birinci mertebeden geri fark
X/

formulasyonu

indissel bicimde

UCK348 Muhendislikte Bilgisayar 10
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KISMi DIFERANSIYEL DENKLEMLERIN COZUMU IiCIN
SONLU FARK YAKLASIMI

Birinci dereceden tiirev icin acilim

_ of  (A0)° 0°f  (Av)’ O’f n
Fl+ A= )+ Q)T +0 S+ 25 ..+ 0]
Taylor acilimi
f LA0)°°f (Ao
Ax Ax + O|(Ax
Flr=an = £~ (A 3+ S S IS0 S ofay]
Birbirinden cikartilarak F(x+AY)— f(x—Ax) = 2Ax f (Ax) 9’ S
ax 31 ox’
Birinci dereceden tirev cekilerek I _ S+ A= fx= A0 +O(Ax)*
ox 2Ax
Burada O(Ax)? = (Ax)” 83_f_
31 ox
of fo—f Birinci dereceden turev igin
indissel bicimde [—j =22l 0(Ax)’|  birinci mertebeden merkezi
ox ). 2Ax )
’ fark formulasyonu
UCK348 Muhendislikte Bilgisayar 11
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KISMi DIFERANSIYEL DENKLEMLERIN COZUMU IiCIN
SONLU FARK YAKLASIMI

Y

fix-4x)

fix) J(x+4x)

\
/(

Y N 1
Tl oay IV
//
> X > X

X x+Ax x-Ax X
a) lleri fark b) Geri fark

(af) :fi”_f"+0(Ax) (ai) :fi_fi—l_|_O(Ax)

ox ), Ax ox ), Ax

Birinci mertebeden yaklasimlar

x-Ax

X X+ Ax

c) Merkezi fark

_ Jinn = i +O(Ax)2

&)

Ax

—

_/

—~—

Y

ikinci mertebeden yaklasim
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KISMi DIFERANSIYEL DENKLEMLERIN COZUMU IiCIN
SONLU FARK YAKLASIMI

Ikinci dereceden tiirev icin acilim

2 12 3 133
(240 *f  (2A0)° Of

_ of
(x+24x) de Taylor acihimi f(X+2AX)—f(X)+(2AX)ax+ N o’ A ox

(Ax)® af (Ax)’ af

_ of
(x+Ax) de Taylor acilimi Jx+Ax) = f(x)+ (Ax) 2 a3 o

ikincinin 2 kati alinip

birinciden cikartilarak f+280) =2 f (x 4+ Ax) == (x) + (Ax)® 8xf (Ax)’ &;Cf

O°f _ f(x+2A0) =2 f(x+Ax) + f(x)

Ikinci turev cekilerek 0 (Ax)’

+ O(Ax)

Indissel bicimde x> (Ax)? ileri fark formiilasyonu

3
Burada  O(Av) =(an 2L 4.

Y UCK348 Miihendislikte Bilgisayar
Uygulamalari Ders notlari, M. Adil

Yiikealan

(azf] _Jiwn =2 it i 0(ax)| Ikinci dereceden tiirev igin
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KISMi DIFERANSIYEL DENKLEMLERIN COZUMU IiCIN
SONLU FARK YAKLASIMI

Ikinci dereceden tiirev icin acilim

2Ax)* 9°f  (2Ax)° O°f N

dof
. —2Ax) = —(2Ax
(x-24x) de Taylor agihmi fx )=f(x)—=( )8x+ R 3 3

of , (A)°°f (A0’ Of |
o 2! ox® 3 ox’

(x-Ax) de Taylor acilimi fx—Ax) = f(x)— (Ax)

ikincinin 2 katindan ) 8 f e f
birinci ¢ikartilarak 2f(x=Ax) = f(x=24Ax) = f(x) = (Ax) +(Ax)

X

O’f _ f()=2f(x=A0)+ f(x~2Ax)
ox’ (Ax)?

ikinci tirev cekilerek + O(Ax)

indissel bicimde

ox> (Ax)* geri fark formiilasyonu

UCK348 Muhendislikte Bilgisayar
Uygulamalari Ders notlari, M. Adil

Yiikealan
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KISMi DIFERANSIYEL DENKLEMLERIN COZUMU IiCIN
SONLU FARK YAKLASIMI

Ikinci dereceden tiirev icin acilim

(Ax)* 9*f (Ax)’ 9°f
' > + ' 3 +...
2! ox 3! ox

2 32 3 733
U A PS A

(x+Ax) de Taylor agihimi f(x+Ax)= f(x)+(Ax) 3{6 n

(x-Ax) de Taylor acihimi f(x—Ax)=f(x)— (Ax » S 2 R
2 4 Y4

kisi toplanarak FG+ A+ fr—An) =27 () +(An? SL BT
ox 12 ox

O f _ fx+A0)-2f(x)+ f(x—Ax)
ox* (Ax)*

ikinci tirev cekilerek +O(Ax)’

[azf] _ S =2 it fi +0(Ax) Ikinci dereceden tiirev igin

Indissel bicimde ox’ (Ax)? merkezi fark formiilasyonu
2 4
Burada  O(Ax)’ = (Al’;) a—{+...
%K348 Muhendislikte Bilgisayar 15
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KISMi DIFERANSIYEL DENKLEMLERIN COZUMU IiCIN
SONLU FARK YAKLASIMI

Sonlu fark denklemi -Kismi diferansiyel denklemin ayriklastiriimasi

2 2
Ornek of (a f+8 /

— = axz ayz]’ f=f(x,y,t)

ot

Zamana gore tlrev icin ileri fark acilimi 5 ==L L O(AY)

At

(a_f]n fi,anr1 B ftn

i,j

4 20" N F  fN
o OL| IRt oy
Konuma gore tirevler icin n zaman 0x y (Ax)
adiminda merkezi fark acilimlari < n " . n
9> f Jija =21+ fiia 2
5.2 = ( )2 +0(AYy)
L Y )i Ay
Denklemde yerlestirilerek
1
fii~ —fil — fivr; =215 + i, + fijwr =211 + i Burada tek bilinmeyen var
At (4x)® (ay)
+ O[At (4x)? , (4 y)Z] Acik (explicit) formuilasyon
UCK348 Muhendislikte Bilgisayar 16
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KISMi DIFERANSIYEL DENKLEMLERIN COZUMU IiCIN

SONLU FARK YAKLASIMI

Sonlu fark denklemi -Kismi diferansiyel denklemin ayriklastiriimasi

df

—— =0
ot

P’f P

Ornek
rne YN

|

), =1y,

n

of Y _ SN =1
Zamana gore turev icin ileri fark acilimi (y] ZTJF O(At)
i,j
n+l n n n
[ (@) S 2 A +0(Ax)’
Konuma gore turevler icin n+1 zaman 0 x’ . (Ax)2
adiminda merkezi fark acilimlari < n+l " . "
g azf ' fi,;:i-ll _2fi,;_1 + fi,;_—ll 2
= O(A
oy’ ) (Ay) oAy
= b

Denklemde yerlestirilerek

n+l
’j_l

n+l

+1 +1
fi:l—l,j -2 fznj + fi—l,j
(Ax)

+olar, (Ax) , (ay)]

n+l _

=g

At

fi,n]trll - 2 fi,n;—1 + ft
(Ay)

OCK348 Miuhendistikte Bitgisaya
Uygulamalari Ders notlari, M. Adil
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Kapall (implicit) formulasyon
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ELIPTIK DENKLEMLER

ikinci dereceden standart 0 . du N d . ou rau=flx.y) Poisson
eliptik denklem dx\ "odx) ady\ ’dy sy denklemi
_ d . ou N 0 . ou =0 Laplace
flx,y)=0 halinde ox\ “ox) oyl Yoy denklemi
( azu azl/l ( )
. | = t+t—= :fx’y
(ny)=c,(vy)=c=sb  ozel (axz ayzj
4=0 halinde u o
o o
L Y
2 2 2
Viu = o u + o"u Laplacien Viu=flxy)
ox’ dy’
Viu=0
UCK348 Muhendislikte Bilgisayar 18
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ELIPTIK DENKLEMLER

Ornek : Diiz levhanin daimi-durumda sicaklik dadgilimi problemi

Hacim elemanina x dogrultusunda

birim zamanda giren ve ¢ikan isilar
oT oT Xy &r i

= kA, 2 = —k (tdy) Yoy

qx X ax (T y) ax y ____F

qx+dx =—k (T dy)i (T + aT dxj O ’X T
ox ox

Hacim elemanina y dogrultusunda birim zamanda giren ve ¢cikan isilar

oT oT 0 oT
—JA 2L - il =—k(\tdx)—|T+—d
g, =—ka, = k(tdx) » Gyray =k )ay( 5 y]
Hacim elemaninin alt ve (st ylizeylerinden
Qdxdy

birim zamanda c¢ikan isilar

UCK348 Muhendislikte Bilgisayar
Uygulamalari Ders notlari, M. Adil

Yiikealan
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ELIPTIK DENKLEMLER

Ornek problem: Diiz levhanin daimi-durumda sicakhk dadilimi problemi

Daimi-durumda elemana giren ve c¢ikan isilar toplami esit olacagindan

2
k(rdy)a—T—k(de)aT —k (tdy) 8_T+8_de —k(tdx) a—T+a—Tdy +Qdxdy
ox dy ox  ox’ dy 9y’

Dlzenlenerek

0°T aT Q : vir= 2
o I kT kT

0°T BT BT 0
ax2 dy* az ket

3-Boyutlu halde

Levhanin kalinlig x ve y ile degisi rv2T+aT(aTj+aT T2
evnanin Kalinligi x ve y 1ie aegisiyorsa A\ dx ay ay k

y ile degisiyorsa

ilaveten isil iletkenlik katsayisi x ve
y W“(kacﬂgk aaT{kar TakjaT:Q
X X

X
UCK348 Muhendislikte Bilgisayar
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ELIPTIK DENKLEMLER

Ornek Problem: Q=0 halinde diiz levhanin sicaklik dadiliminin hesaplanmasi

Y Ag sistemi
IT IT_Q N &5t
ox>  dy* k7
Jj+1
. Ay=h
Ikinci dereceden tirevler j Y
merkezi farklarla ayriklastirilarak
j-1
0°T Ty, =21 ;+ T,
SN2 | = 2 1
" ), (Ax) Ax=h
0
[azT] . T;',j—l - 22,] + T;',j+1 0 1 i-1 I i+1 Ni
). (Ay)
(VzT). _ o°T N o°T _ T, =4 ;+T ;+T, ; +T,
L] 2 2 2
ox~ dy y h
UCK348 Muhendislikte Bilgisayar 21
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ELIPTIK DENKLEMLER

Ornek uygulama: + ? ’ ! . 7
20 cm uzunluk ve 10 cm genislikteki 3 ;‘:‘_’_’\:‘:_"_’:j‘!i_'u':’:';‘j:" : ® ® ® ® ®
diiz levhanin (ist ve alt yiizeyleri izole Ay=h ,

edilmistir. Ust, alt ve sol kenarlarinda 2 e—%—s# o ¢ + o
sicaklik 0°C, sag kenarindaki sicaklik

100°C iken levhanin 2.5 cm aralikla U G R 9 —r
belirlenmis noktalarindaki sicakliklari I . I 4 )| .
hesaplayiniz 0 f 2 3 4 5 6 78
o°T N o°T ~0 Merkezi farklarla Ty —4T  + T T, +T, 0

x> 9y’ ayriklastirilarak 2 =

veya T.,;—4T, ;+T, ;+T, ,,+T ,,,=0 Denklemde 5 bilinmeyen var

Bu denklem 3x7=21 adet ic noktanin her birinde bagimsiz olarak yazilabilir.

Kenarlara komsu noktalarda yazilan denklemlerde sinir kosullari yer alacaktir.

Ornegin P, noktasinda Ty, +T, —4T; =-T,, - T,

UCK348 Muhendislikte Bilgisayar 22
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Ornek uygulama:

ELIPTIK DENKLEMLER

ic noktalar ve sinir noktalari

Tos T14 T4 T34 T 44 Tsy Tes T4 Ty
Tos T3 T3 Tss Tus Tss Tes T73 Tes
Toz T1 T Ts T4 Ts; Te; T2 T
Tos T1 T T3 T4 Ts; Te1 T7; T
Too T10 T T30 T40 Tso Teo T Lgo

UCK348 Muhendislikte Bilgisayar 23
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ELIPTIK DENKLEMLER

Lineer denklem takimi

Ornek uygulama:

OOOOOOWOOOOOOWOOOOOOW
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ELIPTIK DENKLEMLER

Ornek uygulama: Gauss eliminasyon yontemi ile ¢oziim

Not: Denklem sistemi 15 diyagonalli oldugu gibi, ayrica 5 diyagonal haric diger
diyagonallerdeki bitin degerler sifirdir. Bu bakimdan Gauss eliminasyon yontemi

verine daha 6zel yontemler dustinulebilir.

4 0 0 0 0 0 0 0
3| o | 03530 09132 20103 42957 9.1532 19.6632 43.2101| 100
2| 0 | 04989 1.2894 28324 6.0194 12.6538 26.2894 53.1774| 100
1 0.3530 0.9132 2.0103 4.2957 9.1532 19.6632 43.2101| 100
0 0 0 0 0 0 0 0

0 1 2 3 4 5 6 7 8

Levha Uzerindeki sicaklik dagilimini daha hassas sekilde hesaplamak icin ag yapisi

daha sikilastinlabilir

Hassasiyeti arttirmanin bir diger yolu da Laplaciyeni hesaplarken P, noktasinin
sag, sol alt ve st tarafinda yer alan komsu noktalar yaninda ¢aprazdaki diger 4
noktayi da (sol ve sagdaki alt ve Ust koselerde yer alan noktalar) katarak 9 noktali

bir ayriklastirma kullanmaktyr, ) o o
UCK348 Muhendislikte Bilgisayar
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ELIPTIK DENKLEMLER

Ornek uygulama: Basit iterasyon (Liebmann / Gauss-Sidel) yontemi ile ¢6ziim

Laplace denkleminin ayrik formu Wy =4, Fu, g, +u =0
: , T +Tr T TR
Iterasyon algoritmasi. 7M=L LR

’ 4

Basit iteratif yontem:

28 iterasyondan sonra 0.0001 hassasiyetle yakinsamis ¢c6ziim sonuglari

1 2 3 4 5 6 7 8

0 0 0 0 0 0 0 100
0.3531 0.9133 2.0105 4.2959 9.1533 19.6632 43.2102 100
0.4990 1.2896 2.8325 6.0195 12.6539 26.2895 53.1775 100

0.3531 0.9133 2.0104 4.2958 9.1532 19.6632 43.2102 100
0 0 0 0 0 0 0 100

jli

S = N W A
S O © O O| o

UCK348 Muhendislikte Bilgisayar
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ELIPTIK DENKLEMLER

Basit iteratif yontemin hizlandirilmasi — Ardarda asiri gevsetme (SOR) yontemi:

Laplace denkleminin ayrik formu T.,;+T,;+T, ;,+T ;,—4T, ;=0

. k+1 k+1 k k k
Iterasyon algoritmasi. TH Tk Lo Ty 4T =45 + T + T
L] L] 4

k+1 k+1 k k
5 — o\ T + Lo+t T + 150,
i =d-0I;+o 4

Asiri gevsetme carpani 1.0 1.1 1.2 1.3 1.4 1.5 1.6 1.7
iterasyon sayisi 28 22 15 15 17 21 29 39

Asiri gevsetme carpaninin optimum degeri Dirichlet tipi sinir kosullarinin kullanildigi
dikdortgensel bir hesap bolgesi icin hesaplanabilir:

lcos(n/ p)+cos(n/q)[ @ — 160+ 16 =0

p=8 ®, = 4.74796

_4 B 26601207 ~160+16=0 ==
9= S o, =1.26681
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ELIPTIK DENKLEMLER

Basit iteratif yontemin hizlandirilmasi — Ardarda asiri gevsetme (SOR) yontemi:

k+1 k+1 k k
Ti—l,j + T;',j—l + T;'+1,j + T;',j+1

Laplace denklemi icin basit iterasyon formulu Tif‘j“ =

4
T ok ko Lk ATk
. . k+1 k -1, ,j—1 +1, ,j+l ,
Bir kez T eklenip ¢ikartilarak T =T, +—— ’4’ el 2
. . . . k+1 k+1 k k k

ikinci terim kalinti olup bir FhH ko T T o =41+ T+ T,

o agirhk carpani kullanilarak b o 4

k+1 k+1 k k

Dizenlenerek T — (1—-0)TF, + T i+ T+ 1

l’] l’] 4

Asiri gevsetme carpani 1.0 1.1 1.2 1.3 1.4 1.5 1.6 1.7
iterasyon sayisi 28 22 15 15 17 21 29 39

Asiri gevsetme carpaninin optimum degeri Dirichlet tipi sinir kosullarinin kullanildigi
dikdortgensel bir hesap bolgesi icin asagidaki formulle hesaplanabilir:

lcos(n/ p)+cos(n/q)[ @ — 160+ 16 =0

p=8, g=4 = 2.660120° —16w+16=0 == ®, =1.26681|  ®, =4.74796
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ELIPTIK DENKLEMLER

Ornek uygulama: Poisson denklemi

Dikdértgensel kesitli bir cubugun kesit boyutlari 6in X 8in “dir. Bu ¢ubuk icin burulma
fonksiyonunu ¢oziiniiz.

Cubugun burulmasi halinde tegetsel gerilmeler
burulma fonksiyonunun kismi tirevleriyle orantii =—=> V?p=-—
olup burulma fonksiyonu icin denklem:

Sinir kosulu ¢ubuk kesitinin kenarlarinda @ = 0 seklindedir

Ayrik denklem (VZ(P)i,j (gz(zp 3; ] Qi 40, ; + (P;;,j +0; 4+ _
iterasyon algoritmasi. ol = O O+ (PZI SO 2k
SOR iterasyon formiilii oF =gt + OJ(Pfo] + QL+ (le ST Pt 2R
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ELIPTIK DENKLEMLER

Ornek uygulama: Poisson denklemi

h=1 in olmak UGzere olusturulan bir ag yapisi icin optimum asiri gevsetme carpani 1.383

14 iterasyonda 0.001 hassasiyetle yakinsayan ¢6ziim sonuclari

0 1 2 3 4 5 6
0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000
0.000 2.042 3.047 3.353 3.047  2.043 0.000
0.000 3.123 4.794 5.319 4.794 3.123 0.000
0.000 3.657 5.686 6.335 5.686 3.657 0.000
0.000 3.818 5.959 6.647  5.960 3.818 0.000
0.000 3.657 5.686 6.335 5.686 3.657 0.000
0.000 3.123 4.794 5.319 4.794 3.124 0.000

0.000 2.043 3.048 3.354 3.048 2.043 0.000
0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000

-,
-~

Q =~ N W ANOGO O NN ©
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ELIPTIK DENKLEMLER

Ornek uygulama: Turev cinsinden sinir kosulu

-0.16 (9T/dy) = 0.073 (T-25)
Kalinligi 0.5 cm olan 5 cm X 9 cm

boyutlarindaki diiz levhanin her
yerinde Q = 0.6cal/cm?s
biytikligtinde isi tiretimi vardir.

20

Alt kenarda dT/dy = 15 siddetinde bir
Isi kaybr mevcut iken yan kenarlar
20°C sabit sicaklikta tutulmaktadir. dTfdy =15

Ust kenarda cevre ile -koT/dy = H( T,-T.) formiili uyarinca i1s1 alisverisi s6z konusudur.

Burada k=0.16 (isil iletkenlik katsayisi),

H = 0.073 (i1s1 transfer katsayisi)

T, = 25°C (cevre sicaklgi).
T, biytkligi levhanin uzun lst kenarindaki sicakliklari belirtmektedir.
Levha ylizeyi izole edilmis olup, cevre ile isi alisverisi yoktur.

Hiicre genislik ve yiiksekliklerini esit ve 1 cm alarak daimi-haldeki sicaklik dagilimini

hesaplayiniz. UCK348 Miihendislikte Bilgisayar 31
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ELIPTIK DENKLEMLER

Ornek uygulama: Turev cinsinden sinir kosulu
Denklem VT = _Q
kt
T_,.+T_ ,.+T ., +T .. ,—4T. .
Ayriklastirilmis denklem izlj Ty Phjel ] Tigd ii__Q
2
h kT
TS+ T 4T+ TS, —4T . on?
. v ee k+1 _ k i—1,j i,j—1 i+1,j i,j+l1 i,]
SOR iterasyon formuli T =T, ,+® M o

-0.16 (3T/9y) = 0.073 (u-25)

Yan kenarlarda Dirichlet tipi, yani T
cinsinden sinir kosullari verilmis

J=Nj+1 s=====memm e e mmeeemeeemscec—oooaoe-
j=NJ e . .
j=Ny-1 Alt ve Ust kenarlarda Neumann tipi,
yani T nin tlrevleri cinsinden sinir
=20 7=20 kosullari verilmis
j=1 Alt ve Ust kenarlarda sinir kosullarini
j=0 L= : uygulamak icin kenardan h uzaklikta
=1 i=Ni-1 . -
Jm Qe m e e hayali birer kenar alinabilir
dT/oy =15

» Bilgisayar
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ELIPTIK DENKLEMLER

Ornek uygulama: Turev cinsinden sinir kosulu
-0.16 (dT/dy) =0.073 (u-25)
Alt kenarda sinir kosulu JENpHL mmmmmmm oo m oo m o m e
J=N;
or T,,—-T, _ =N
Tl U kL
y =20 T=20
e =1
Ust kenarda sinir kosulu J__
=0 Ti=d f=N-1
oT jE-lrmmmmmmmmmmmmeoes TotTTTTmTTemeoeees
_k_:H(TO_Ts) N dT/oy =15

dy

LTy

—Je—
2h

:H(Ti,N _Ts) — T,kijlﬂ :Tichj—l _Zh—H(Tsz _Ts)

J
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ELIPTIK DENKLEMLER

Ornek uygulama: Turev cinsinden sinir kosulu

Asiri gevsetme carpaninin w=1.43 degeri i¢in 59 iterasyon sonucunda 0.0001 hassasiyetli
yakinsama ile elde edilen sonuclar

j\i| O 1 2 3 4 5 6 7 8 9
6 45.930 61.816 71.962 76.876 76.876 71.962 61.816 45.930
5 |20 73.510 107.915 128.859 138.826 138.826 128.859 107.915 73.510 20
4 |20 90.195 137.476  166.733 180.743 180.743 166.733 137.476 90.195 20
3 |20 99.793 155.061 189.8556 206.669 206.669 189.855  155.061 99.794 20
2 |20 103918 163.119 200.956 219.409 219.409 200.956 163.119 103.918 | 20
1 |20 102.762 162.539 201.442 220.603 220.603 201.442 162539 102.762 | 20
0 |20 ] 94.589 152.834 191.669 210.958 210.958 191.669 152.834 94.589 20
-1 72.762 132.639 171.442 190.603 190.603 171.442 132.539 72.762
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ELIPTIK DENKLEMLER

Cizgide basit iterasyon (LGS- Line Gauss-Sidel) yontemi:

Daha 6nce incelenen bitln orneklerde acik (explicit) formilasyonla ¢ozimler yapilmistir.

Bir cizgi (bir satir veya sitln olabilir) Gizerindeki noktalar icin kapali (implicit)
formulasyon uygulayarak daha hizli ¢cozimler elde etmek mimkinddr.

B . & B & B 8 ® Hesaplanmakistenen degerler
il A ) A 4 A il B Snirdegerleri

X k+1inci adimdan bilinen degerler
r e s s s s I

A [inciadmda bilinen degerler

[ Cizgi boyunca bu noktalarda
" % x % x % " yazilan denklemler li¢c-diyagonalli
bir denklem sistemiyle sonuglanir.
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ELIPTIK DENKLEMLER

Cizgide basit iterasyon (LGS- Line Gauss-Sidel) yontemi:

: . . 0T a T
Ornek problem: Levha lizerinde sicaklik dagilimi: 8x2 37 =0
Laplace denkleminin ayrik formu Ty +T;+T ;4 +T, ;, —4T, ;=0
Satir dogrultusunda kapali formiilasyon Ty =41+ T, =—(T ; +T, )
iterasyon algoritmasi N1 B——— ¢ — ¢ —¢ ¢ —¢ ¢
i- ____________________ k :1,2,3,"'-______________________-é . ' . . ‘ . . * .
K+l k+1 k+1 k+1 k ! . :
iy L —4T;; ; Tz+1r ;=T ]+1 +Ti, j+1) e ® ® o o gk o + ®
i=12,..,N, !
9 —¢ 99 ¢ o ¢ 9
=12, N, i 0 e—e o S s o ®
""""""""""""""""""""""""""""""""" 0 1 2 i Ny  Ny+1

Not: Her satirda olusan li¢-diyagonalli denklem takimi Thomas yontemi ile ¢oziltr

Benzeri bir uygulama situn dogrultusunda kapali formilasyon kullanilarak yapilabilir
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ELIPTIK DENKLEMLER

Cizgide basit iterasyon yontemi icin ardarda asiri gevsetme:

(LGSOR — Line Gauss-Sidel Successive Over Relaxation)

Ornek problem: Levha tizerinde sicakhk dagilimi:

Laplace denkleminin ayrik formu T, +T,

Asiri gevsetme ile
iterasyon formuli

Satir dogrultusunda
kapali formulasyon

-1, ,j—1
T =(1-o)T + 0— o

0°T 0°T
- +—5=0
ox~ dy
jrT o+ T, —4T =

i+1, ] i,j+1

k+1 k+1 k+1
Ol ;=41 + ol ; =

4

—(1-0)4T - (T +

0

Tk

i, j+l

)

NOT: Benzeri uygulama
situn dogrultusunda kapal
formulasyon ile yapilabilir

i+1,j i,j+1

k+1 _ k il
T =(1-0)T) +o

k+1 k+1 k+1 __
ol ., —4T 7 +oT; ., =

4
—(1-0)4T" - (T4 +

Tk

i+1, ]

)
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ELIPTIK DENKLEMLER
Degisen yonlii kapali formiilasyon: i\
(ADI — Alternate Direction Implicit) 1 AN
j ™ RN
N 1’ j-1 \\ \\
Bu yontemde, bir iterasyon ’ RN \\ \\
adimi iki yarim iterasyon adimi _ \\\ \\\ AN
seklinde dustiniliir i \\\\ 0 \E\\\
N S INOIN D \\ Ny \\
R SRR SN
j/’ R 0 0\\\\\\ k+1_inci ad:\rlr: X
R N G RN e ypa!
N R SN
’\\4 \ i+1 \
’ 0\ \ k+Vz inci adlle\X
i+1 \
Kinci adim N @ cozimin bilindigi digim noktas!

(b Ut[]rl d}'_JQ im nlqk.talarl nda .
c"‘ozuf_r]kcaf}?!?,Tl‘-@r)Mijhendig{iléBilgisayar X oziimdn arandgi dugtm noktasi 38
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ELIPTIK DENKLEMLER

Degisen yonlii kapali formiilasyon: (ADIl — Alternate Direction Implicit)

TR K =1,2,3,.  f-mmmmmemmmmem oo
Birinci yarim adim: TE —ATE L Ti =045 + T )
Satir dogrultusunda kapali formdil i=12,.,N,

j=12,..N,
ikinci yarim adim: T —4T " + T = —(Tffj +Tlﬁf§2)
Situn dogrultusunda kapali formul j=12,..N,

i=12,.,N,

________________________________________________________________________________________________________________________
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PARABOLIK DENKLEMLER

Ornek: Zamana bagl, bir-boyutlu isi akisi problemi

Giren 1sl

k, : 1siiletim katsayisi

dx

Zamana bagli halde kontrol
hacminde depolanan isi

birim kitle ve birim
sicaklik basina depolanan isi

C :

x=L

Kontrol hacmine soldan giren ve
sagdan cikan isilar

dT
_ra —kAi(Ter—dej cp(Adx)—
dx dx dx dt
~— R B
d’T dT dT
—kAd—T— —kAi(T+d—deJ :cp(Adx)d—T = |k——F=cp—|= kVT =cp——
dx dx dx dt dx dt dt
Paha 0 o o o 0 o
T T T dT
genel =~ k 3 Yk )T +— k DAY —:|+_|:k 1) s —j|: DAY 3 Y K )T
senel iy )50 |+ 2 ke S 5 ke )| =l 2)ple, v,
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PARABOLIK DENKLEMLER

Bir-boyutlu i1si denkleminin ¢éziimii: Acik formiilasyon (FTCS - Forward Time
Central Space)

—> dx [
[ [ [ [ [ [ [

Xo X1 Xii1e Xi Xiw XN XN+1

aTjk B 7’;/(+1 _Tk

ot

x; noktasinda t, aninda zamana goére turev (lleri farklarla) ( At

i

2 k k k
t, aninda x; noktasi etrafinda konuma goére tiirev (merkezi oT ~ T, =21 4T,

farklarla) ox” (Ax)z
iovter K ET 2 opdT derminde verlestiilere 2L AT, T =T
Turevler e It Denkleminde yerlestirilere (Ax)z =T A
Veya duzenlenerek T =rT" +(1—2r)T.k +rT* Burada |T :ﬂ
i i+1 i i—1 Cp (AX)2
Sinir 121" T=T(x,t Baslangi
kosull ot k X I - X $x<xy, T=T(x1")
osullari T=T(xy,,t) osullari
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PARABOLIK DENKLEMLER

Bir-boyutlu isi denkleminin ¢éziimii: A¢ik formiilasyon (FTCS)

b4 %44 5
T =T 24T g 4 o N 5
i=12,....N
— o — o o @ '
k=123,...
tl ». .. X ». @ & L 4
Bu formilasyon zamanda i
ilerleyen bir ¢6ziim algoritmasini = e ¢
ifade etmektedir. Xo X1 X1 Xi Xivg XN XN+t
Cozum bir t=t% baslangi¢ aninda T sicakhiginin biitiin x; noktalarinda bilinen baglangig
degerleri ile baslatiimaktadir.
Sonraki zaman adimlarinda 6nceki adimda bulunan sicakliklar ve sinir kosullari geregi
cubugun iki ucundaki bilinen sicaklik degerleri kullanilmaktadir.
Yonteme acik (explicit) sema denilmesinin nedeni, x; noktasindaki sicakligin énceki
adimdan bilinen sicaklik digerleri kullanilarak dogrudan hesaplanabilmesidir.
UCK348 Muhendislikte Bilgisayar 42

Uygulamalari Ders notlari, M. Adil

Yiikealan



PARABOLIK DENKLEMLER

Bir-boyutlu isi denkleminin ¢éziimii: Ornek problem

2 cm kalinliginda cok genis bir celik levha icindeki sicaklik dagilimini zamanin
fonksiyonu olarak hesaplayiniz.

Celik igin k = 0.13 cal/s-cm°C, ¢ = 0.11 cal/gr°C ve p = 7.8 gr/cm? olarak verilmistir.

Levha cok genis oldugu icin yanal dogrultulardaki 1si akislari ihmal edilerek sadece
levha yiizeylerine dik dogrultudaki isi akisi dikkate alinacaktir.

t=0 aninda levha 0
.. _ 100x O<x<l
icindeki sicaklik T(x,0)= |

) 200-100x 1<x<?2 o’ 22~
dagilimi // ///

Sinir kosullar r.n=0°C 7(21=0°C - -
olarak verilmistir 0 // //// 2

Levha kalinligini 8 e bélerek Ax=0.25 aliniz
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PARABOLIK DENKLEMLER

Bir-boyutlu isi denkleminin ¢éziimii: Ornek problem

Hucre sayisi Ax=025 — N=L/Ax-1=2/0.25-1=8
Ug noktalarinin koordinatlari x,=i-Ax, i=0L.,N+l
FTCS formilasyonu T =rTX +(1-2r)TF +rTF,

Problemin ¢ozimiinde At zaman adiminin bayUklGgu r buytklGgunun secimine baghdir.

r=0.5 halinde T =rTh +rTY,
Lkt Ay TP (Ax)” _0.5x0.11x7.8%(0.25)° S Ar=0.206
cp(A)c)2 k k
Sinir kosullari T\ =0, Ti.,=0, k=0,1,.
X, <
Baslangic¢ kosullari TO = 100-x; , i<(N+D/2
: 200—100-x;,, i=2(N+1)/2
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Bir-boyutlu isi denkleminin ¢éziimii: Ornek problem

PARABOLIK DENKLEMLER

r=0.5 X =025 0.50 0.75 1.00
£aman t sayisal sayisal analitik sayisal sayisal analitik
adimi

0 0 25.00 50.00 50.00 75.00 100.00 100.00
1 0.206 25.00 50.00 49.58 75.00 75.00 80.06
2 0.413 25.00 50.00 47.49 62.50 75.00 71.80

3 0.619 25.00 43.75 44.68 62.50 62.50 65.46
4 0.825 21.88 43.75 41.71 53.13 62.50 60.11

5 1.031 21.88 37.50 38.79 53.13 53.13 55.42
6 1.238 18.75 37.50 35.99 45.31 53.13 51.18
7 1.444 18.75 32.03 33.37 45.31 45.31 47.33
8 1.650 16.02 32.03 3091 38.67 45.31 43.79
9 1.856 16.02 27.34 28.63 38.67 38.67 40.52
10 2.063 13.67 27.34 26.51 33.01 38.67 37.51

11 2.269 13.67 23.34 24.55 33.01 33.01 34.72
12 2475 11.67 23.34 2273 28.17 33.01 32.15
13 2.681 11.67 19.92 21.04 28.17 28.17 29.76
14 2.888 9.96 19.92 19.48 24.05 28.17 27.55

------- x=1.0
80 \ """" X:0.5
(°C)
60
.
4-4.4 \
40 A \\.
A-4A ®
\i'il_\_\‘\‘
20 | Ai\_x\‘k
0
0 2 6 8 10 12 14 16
t(s)
45
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PARABOLIK DENKLEMLER

Bir-boyutlu isi denkleminin ¢éziimu: Crank-Nicolson kapali-semasi

FTCS semasinda konumsal tirevler merkezi farklarla,
zamana gore turevler ise ileri farklarla ayriklastiriimistir.

Zamana gore tlrev zaman araliginin

ortasinda ayriklastirilmis gibi goz
onune alinirsa, merkezi farkla
ayriklastiriimis gibi degerlendirilebilir

aT k+1/2
(&)

¢t 4%
tk+1/2 _____j_é_______
K J§ SN [N
T -1 t . SOV, S
At
Xi-1. Xi X+l

Bu durumda konumesal tlirevin de t¢ ve tk*! zaman adimlarinda merkezi farklarla
ayriklastirilmis degerlerin ortalamasi olarak alinmasi uygun olur

Tk

i+1

Tilil _ 2Tik +
(Ax)’

1)
) -

T -ar Ty
(Ax)’

aZT k+1
%)

\

-

J

(T’fl — 2Tik + Tlil) + (T,EIH — 2Tl.k +

+ Tk+1

i+1

)

. k+1/2
ox> ) B

i

2(Ax)?
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PARABOLIK DENKLEMLER

Bir-boyutlu isi denkleminin ¢éziimii: Crank-Nicolson kapali-semasi

Ayriklastirilmis tirevler
denklemde yerlestirilerek

Denklem dizenlenerek

Burada

i=1icin

i =N igin

k+1 k+1 k+1
i i+1)+(Ti—1+ _2Ti i +Ti+1+)

]’;k+1_Tk B k (T;/il_z]';k +Tk

At cp 2(Ax)?

LT +M T +UT =R, (i=12,..,N)

i+l

; =—F Rl.:}"T;.fl-FZ(l—r)T;k‘l‘rT;il
| _ k+1
M, =201+ )T, . kar
Uy =7 cp(Ax)’

__________________________________________________________________________
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PARABOLIK DENKLEMLER

Bir-boyutlu isi denkleminin ¢éziimu: Crank-Nicolson kapali-semasi

Crank-Nicolson semasi kapali bir formdilasyon olup “r” nin herhangi bir degeri icin
kararlihk sorunu yoktur.

r=05 r=1.0 100
i t analitik sayisal hata t analitik sayisal hata | | |\ | r=10
801\ @ r=0.5
0 0] 100 100 0 0 100 100 0 T
110206 8006 8232 28 0413 71.80 71.13 0.9
210413 71.80 7348 23 (0825 60.11 61.53 24 60
310619 6546 6686 2.1 [1.238 51.18 51.97 1.5
410825 60.11 61.34 2.0 |1.650 43.79 44.67 20 40
511.031 5542 5652 2.0 (2063 3751 3829 21 \
61238 51.18 5221 2.0 |2475 3215 3288 23 20
711444 4733 4830 20 (2888 2755 2823 25
8|1.650 4379 44.71 2.1 |3.300 2362 2423 2.6
9|1.856 4052 41.40 2.2 0]
101 2.063 37.51 3836 23 0 2 ¢+ 3

Hatalar daha 6nce acik formulasyonla r=0.5 i¢in hesaplanan degerlerden kuguktur.
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PARABOLIK DENKLEMLER

Bir-boyutlu isi denkleminin ¢éziimu: Teta yontemi

Crank-Nicolson semasinda zamana gore tirev zaman araliginin ortasinda merkezi
farklarla acilmistir.

Teta yonteminde zamana gore turev zaman araliginin 0 carpani ile belirlenen bir
noktasinda ayriklastirilir

T -1k (1=O)T5 - 2T + T ) + 6T =21 + T
At cp (Ax)?

—rOT " + A+ 2r0) T —rOT ' =r0T*, +[1-2r(1-0)IT* +r0T",

Burger (1987) c6ziim icin optimum bir degerin 0 < 6 < 2/3 araliginda elde edilecegini
belirtmistir
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PARABOLIK DENKLEMLER

Bir-boyutlu isi denkleminin ¢éziimu: Teta yontemi

r=0.5 sayisal ¢ézimler hatalar

i t analitik |Teta =2/3 0.878 1.0 0.5 0.0 |Teta=2/3 0.878 1.0 0.5 0.0

0 0 100 100 100 100 100 100 0 0.00 0.00 0.00 0.00
110.206 | 80.06 83.63 84.94 8557 8232 75.00 3.57 4.88 551 226 -506
210413 | 71.80 74.28 75.35 7595 7348 75.00 2.48 3.55 4.15 1.68 3.20
310619 | 6546 67.44 68.25 68.74 66.86 62.50 1.98 279 328 140 -2.96
410825\ 60.11 61.82 62.48 62.89 61.34 62.50 1.71 237 2.78 1.23 239
511.031 | 5542 56.95 57.53 5788 56.52 53.13 1.53 2.11 246 1.10 -2.30
611238 | 51.18 52.61 53.15 5347 5221 53.13 1.43 1.97 229 1.03 1.95
7| 1444 | 47.33 48.68 49.19 49.49 4830 4531 1.35 1.86 2.16 097 -2.02
8 |1.650 | 43.79 45.09 45.59 4588 44.71 4531 1.30 1.80 209 092 1.52
9 |1.856 | 40.52 41.79 4228 42.56 41.40 38.67 1.27 1.76 204 088 -1.85
10| 2.063 | 37.51 38.74 39.23 39.51 38.36 38.67 1.23 1.72 200 085 1.16

En az hata 6 = 0.5 icin elde edilmis olup, ¢c6ziim icin optimum degerin 0< 0 < 2/3
araliginda elde edildigi gortilmektedir.
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HiPERBOLIK DENKLEMLER

Hiperbolik denklemler cogu kez zamana baglidir.

Bir ortam icerisindeki titresimlerin ve 6zellikle dalgalarin nasil yayildigini tanimlarlar.
Bu nedenle de “dalga denklemleri” olarak adlandirilirlar

Ornek: Titresen yay problemi

I X [« dx —|

yay elemaninin her ~Tsino, =-Ttana, :—T[a—uj
iki ucuna etkiyen A

kuvvetlerin disey . ou ou 0 ( Jdu
bilesenleri L TsmochTtanocB:T(gj :T{(axj +8x(8xjdx}
B A
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HiPERBOLIK DENKLEMLER

Ornek: Titresen yay problemi

82
Yay elemanina disey yonde etkiyen net (bileske) kuvvet Ta—b;dx
X
2 2 2 2
Newton kanunu  SF=ma —= 794 W 90U —— |du_gldu
dx> g ot o> w Ix’
Burada w: Yayin birim uzunluk basina agirlig Hiperbolik denklem
iki-boyutlu halde yay yerine bir membran % gT
Ly s — =5V
(davul zari vs gibi) dikkate alinirsa i w
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HiPERBOLIK DENKLEMLER

Ornek: Titresen yay problemi — sayisal ¢dziim

Konuma gorev tlirev igin hesapl 2\ ko ok
g ¢ planmig 0w | uy —2u; +u,
zaman adiminda merkezi fark agilimi PYEN (Ax)?
e )
Zamana gore turev igin .hesaplanmlg zaman 32 W S
adimi etrafinda merkezi fark agilimi | = >
o’ ) (Ar)
0°u _8&T 0°u —> w ™ = 2uf +ul! _gT w' —2u +u,
o> w ox’ (At)? w (Ax)?
iy T (Ar)?
Duzenlenerek R L e IRV RatN
w ) (Ax)
2 2
Veya uik+1 _ gT(At)z (uf_1+ul~k+1)—uik_1+2 l—gT(At)z uik
w(Ax) w(Ax)
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HIPERBOLIK DENKLEMLER

Ornek: Titresen yay problemi — sayisal ¢dziim

e gT(An)? k k—1+2[1_8T(AT)2}Lk

; = u._ +l/ll-+ —U;
i W(A}C)z ( i—1 1)

Kararsizligin olmayacagi en bliyiik deger

T(Ar)* w
%:1 — A= oT Ax icin up  =ui T —Uu,
w(Ax 8

herhangi bir kK zaman adimindaki hesap icin daha 6nceki iki zaman adimina (k ve k-1)
ait degerlere gereksinim oldugu gorulmektedir.

Bu hesaplama tekniginin ancak ikinci zaman adimindan itibaren yiritulebilecegi aciktir.
Bununicin t = 0 anindaki ve t= At ilk zaman adimindaki 6telemelerin bilinmesi gerekir.

t = 0 anindaki degerler baslangic degeri olarak verilmis olabilir.
Ancak t = At ilk zaman adimindaki 6telemelerin nasil elde edilecegi hususu acik degildir.

Bu hesap icin t = 0 ve bundan bir dnceki t = -At aninda (!) 6telemelerin bilinmesi gerekir
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HIPERBOLIK DENKLEMLER
Ornek: Titresen yay problemi — sayisal ¢dziim

Titresen bir yayin salinimlarinin zamana gore periyodik bir fonksiyon oldugu dikkate
alinirsa problemin baslangic ani keyfi bir an olup ¢6zim icin bu andaki hizlarin ve

ivmelerin bilinmesi gerekmektedir. Baslangic aninda hizlar verildigi taktirde t=-At
anindaki 6telemeler bulunabilir.

ou
Hizlar 6telemelerin zamana gore tiirevi olup t=0 da (gj =g(x)
0
c . o ou ul.l—ul._l
baslangic kosullarindan birisi olarak verilmisse | = =g(x)
Jat ),  2At
-1 1
Merkezi fark acilimiyla U =u; —2A18(x)
0 0
u; | +u,
Ve denklemde kullanilarak  [uf™ =u®, +ul, —u/| = |4 =%+g(x)At
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HiPERBOLIK DENKLEMLER

Ornek uygulama: Séniimsiiz salinan yay problemi

Bir banjo yayi1 80 cm uzunlugunda ve 1 gr agirlikta olup 40,000 gr lik bir kuvvetle gerilmistir.
Bir ucundan 20 cm mesafedeki bir noktadan denge konumuna kiyasla 0.6 cm cekilerek
birakilmistir. Yay boyunca 6telemeleri zamanin fonksiyonu olarak hesaplayiniz.

Hesaplamalarda Ax=10 cm aliniz. Yay cekildikten hemen sonra birakildigi icin baslangi¢
hizlari sifir alinacaktir. Otelemelerin her 16 adimda bir tekrarlandigini gésteriniz.

W 1/80
At = /— Ax = %10 = 0.000179 s
Zaman adimi oT \/40,000><980

Baslangic aninda hizlar sifir olup ~ 8(X)=0

0.03x x <20
0.6—-0.03(x—20) x=>20

Baslangic anindaki 6telemeler u(x) :{

: . e . . uo +u0
Ilk zaman adimindaki 6telemeler igin wt =2 e () A
Sonraki zaman adimlarinda ételemeler igin ut =ul vul, —ult!
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HIPERBOLIK DENKLEMLER - Ornek uygulama

cesitli x; konumlarindaki u; dederlerinin zamanla degisimi

k x=0 10 20 30 40 50 60 70 80

0 0.00 0.30 0.60 0.50 0.40 0.30 0.20 0.10 0.00
1 0.00 0.30 0.40 0.50 0.40 0.30 0.20 0.10 0.00
2 0.00 0.10 0.20 0.30 0.40 0.30 0.20 0.10 0.00
3 0.00 -0.10 0.00 0.10 0.20 0.30 0.20 0.10 0.00
4 0.00 -0.10 -0.20 -0.10 0.00 0.10 0.20 0.10 0.00
5 0.00 -0.10 -0.20 -0.30 -0.20 -0.10 0.00 0.10 0.00
6 0.00 -0.10 -0.20 -0.30 -0.40 -0.30 -0.20 -0.10 0.00
7 0.00 -0.10 -0.20 -0.30 -0.40 -0.50 -0.40 -0.30 0.00
8 0.00 -0.10 -0.20 -0.30 -0.40 -0.50 -0.60 -0.30 0.00
9 0.00 -0.10 -0.20 -0.30 -0.40 -0.50 -0.40 -0.30 0.00
10 0.00 -0.10 -0.20 -0.30 -0.40 -0.30 -0.20 -0.10 0.00
11 0.00 -0.10 -0.20 -0.30 -0.20 -0.10 0.00 0.10 0.00
12 0.00 -0.10 -0.20 -0.10 0.00 0.10 0.20 0.10 0.00
13 0.00 -0.10 0.00 0.10 0.20 0.30 0.20 0.10 0.00
14 0.00 0.10 0.20 0.30 0.40 0.30 0.20 0.10 0.00
15 0.00 0.30 0.40 0.50 0.40 0.30 0.20 0.10 0.00
16 0.00 0.30 0.60 0.50 0.40 0.30 0.20 0.10 0.00
17 0.00 0.30 0.40 0.50 0.40 0.30 0.20 0.10 0.00
18 0.00 0.10 0.20 0.30 0.40 0.30 0.20 0.10 0.00
19 0.00 -0.10 0.00 0.10 0.20 0.30 0.20 0.10 0.00
20 0.00 -0.10 -0.20 -0.10 0.00 0.10 0.20 0.10 0.00
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HIPERBOLIK DENKLEMLER - Ornek uygulama

Yay 16At zaman adimindan sonra tekrar eski
konumuna gelmekte ve daha sonra da ayni hareketi f
tekrar etmektedir. Buna gore hareketin frekansi

1 gT 1 40,000x980
. . . . .e e — — :350H
Bu dalga hareketi icin analitik cozim  f (2Lj " (ngo)\/ 1730 Z

= 1 =350
16x0.000179

Hz

. Oscillating Spring

sP=lozs  ¥P= 015 N=ls Initialize

Go

[ glxl=0
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HiPERBOLIK DENKLEMLER

Ornek uygulama: Séniimlii salinan yay problemi

Bir yayin, séniimleme etkisi altindaki titresim d’y gT 9%y _B dy
hareketi yandaki denklemle modellenmektedir. otr w ox> ot
Yay uzunlugu L=5ft )
yq){ gerilme kuvveti o T=241p, | olarak verilmistir.
birim uzunluk basina yay agirligi w =0.1 Ib/ft,
séniimleme kuvveti B=2.0 )
Sinir kosullari y(0,1)=0, y(L,t)=0
x/3 0<x<3 0 [

0=4""" —[y(x,0)]= x(x-5)

Baslangic kosullari y(x,0) {5/2 22 3<x<5 Y

olmak lizere bu yayin hareket denklemini ¢oziiniiz
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HiPERBOLIK DENKLEMLER

Ornek uygulama: Séniimlii salinan yay problemi

%y _&T azy_BQ
o> w Ix’ ot

Avriklastirmalar

Zamana gore ikinci tlirev Konuma gore ikinci tlirev Zamana gore birinci tlirev
k k _
O’y ) _ oy =2y +y” O’y ) _ Y =2y + Vi ay) _ oyt =y
o’ ) (A1)? ox’ ) (Ax)? or ), 2At
2 _8T O'milk Hzere Vi 2y T 2V T2y Vi ¥y
" denklemde (A7)’ (Ax)? A7

verlestirilerek
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HiPERBOLIK DENKLEMLER

Ornek uygulama: Séniimlii salinan yay problemi

_ . At BAr .
Diizenlenerek yi =2y 4yt = ( ij (¥, =2yf +y,+1)——(yk1 .
2
R:[C%) Imak
olma s _ T
o | gzere O =ROL +yi)+2-RD +(0- 1)y =
Q=—-
2
Buradan k > O icin gt < ROG v+ A-RDE QU™ oy
| (0+1)
Ayrica k = 0 igin (1+0)y; =Ry + vl +21=R]y) +(@-1)y/"
olup, hiz icin verilen Y y—y! _
! = ! I _ = — :> ,1: 1— —
baslangic kosulundan (ati AL Hx=3) Yi =y —2Arx(x=3)
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HiPERBOLIK DENKLEMLER

Ornek uygulama: Séniimlii salinan yay problemi

kullanilarak 2yi = ROy}, + i) +2[1- Ry — (@ -1)2A1 x(x-5)

ve diizenlenerek Yl = R(y?, + yoa) +2[1-R]y) —2(Q -1)At x(x-5)

’ 2
Aqg yapisi ve kosullar
N+1 adet hiicre icin Ax = L
N +1

Ag yapisi x,=i-Ax, (i=012,..,N,N+1I)
Bas| cosull 0 x; /3, 0<x<3 (=12...N)

;= ’ l=1,2,...,
azlangle Kosulian T 5/2-x12,  3<x<5

0 =0 v =0
Sinir kosullari Yo =Y YN T
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HiPERBOLIK DENKLEMLER

Ornek uygulama: Séniimlii salinan yay problemi

L ROL A+ +2[1-R]y -2Q-1At x(x=5)| | i _ ROE + i) +21- Rl +(@ 1)y

| 2 | (@+1)
2 - A .
2 gT At . BAt w. Oscillating Spring
c"="—| |R=|c— || €=
w Ax 2
L =5 wiftdlb) = [0 N= 20 &= |a7.8885
Tibl=[z24 B= |z dt = | nozeez R = |1 0061
0 x; /3, 0<x<3 .
Yy, = . (l = 1,2,...,N) PAdoe W= 01 sl Start ‘ Stop Gaan
5/2_x1/2, 3Sx<5 FA——
t=lo1an7

yo =0,  yy, =0

L=5ft
T =241b w
w=0.11b/ ft

g =32.185 ft/s*
B=2
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HIPERBOLIK DENKLEMLER - D’Alembert ¢coziimii

Titresen yay probleminin analitik cozimU D’Alembert ¢oziimii olarak bilinir.

F ve G keyfi fonksiyonlar w D) = Fat e+ Gl seklinde énerilmis
olmak lGzere ¢ozum olsun

Turevleri alinarak

ou oF 8(x+ct) oG G(x—ct) o%u

= + =F'c-G'c == —ZCZ(F”-i-G")

ot d(x+ct) ot d(x—ct) ot or’

d(x+ct d(x—ct 2
dx Jd(x+ct) Ox d(x—ct) Ox ox
Denklemde 9’y _gT 9’y : 2F 6 =5L (F s 6
yerlestirilerek 92 w 9x? w

esitligin |2 _st icin saglandigi gorilmektedir
w
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