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BOLUM 5

KISMI DIFERANSIYEL DENKLEMLERIN SAYISAL COzZUMU

5.1 Kismi diferansiyel denklemlerin tiirleri
Kismi diferansiyel denklemler (¢ tip olarak siniflandirilir.
x ve y degiskenlerine bagli olarak

Ax’ +Bxy +Cy’ +F =0

seklinde tanimlanan ikinci dereceden bir polinomun edrisi kuadrik bir egridir. Bu edri:

B’ —44C <0 ise bir elipstir
B’ —44C =0 ise bir paraboldir
B’ —4A4C >0 ise bir hiperboldur.

x ve y bagimsiz degiskenlerinin fonksiyonu olan bir u degiskeni icin ikinci dereceden bir kismi
diferansiyel denklem genel olarak

2 2 2
0 L;+B ou +C8L;+f(x,y,u):0
Ox OxOy oy

seklinde tanimlandiginda benzeri terminoloji kullanilarak denklemin

B’ —44C <0 ise eliptik
B’ —44C =0 ise parabolik
B? —44C >0 ise hiperbolik

oldugu ifade edilir.

Kismi diferansiyel denklemler gesitli tipte sinir sartlariyla birlikte verilir. Sinir sarti u cinsinden
verilmisse “Dirichlet tipi sinir sarti” olarak, u ‘nun gradyanti cinsinden verilmisse “Neumann tipi
sinir sarti” olarak adlandirilir. u ve gradyanti birlikte verildigi taktirde “karisik sinir sarti” séz
konusu olur.

Eliptik denklemler “potansiyel” adi verilen bir blUyUkligin bolge icindeki degisimini temsil
ederler. Potansiyel, bir biyukligin kesafetini (sikhidin) 6lcer. Ornedin sicaklik ve
konsantrasyon birer potansiyel buyUkliktlir. Bagimh u dediskeni potansiyelin herhangi bir
noktada, sinirdaki degerlere bagh olarak aldigi denge (equilibrium) veya daimi-durum (steady
state) degderlerini belirtir.

Dolayisiyla eliptik denklemler ayni zamanda potansiyel denklemler olarak da adlandirilir. Eliptik
denklemin 2-boyutlu hal i¢in genel tanimi,

2 2
@_L;+5_L;+f(x,y,u,au/ax,au/ay) =0
ox oy
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seklindedir.

Potansiyelin farkh bir baslangic durumundan itibaren eristigi daimi durum dederleri bir
parabolik denklemle temsil edilir. Dolayisiyla bu denklemler t zaman dediskenini de bagimsiz
degiskenlerden biri olarak igerir. Gergekte baslangigc durumundan itibaren zaman ilerledikge
nihai denge durumuna dogru adim adim ilerlenir. Onemli bir parabolik denklem

o’u  cpou

ox’ kot

olup, bu denklem bir cubuk boyunca sicakhdin uglardaki sartlara bagh olarak zamanla nasil
degistigini temsil etmektedir. Buradaki ¢, p ve k blyUkllikleri parametreler olup, sirasiyla isil
kapasite, yodunluk ve isil iletkenlik katsayisini belirtmektedir.

Bu 6rnekte A=1, B=0 ve C=0 ve dolayisiyla B?-4AC = 0 olup, parabol ile aynidir. Bu denklem
“1s1 denklemi” olarak adlandirilir. Ayni denklem, “cp/k™ yerine, D yayinim (difGzyon) katsayisi
olmak Uzere “1/D" konulmasi halinde “yayimim (difizyon) denklemi” olarak adlandirilir. Bu
bakimdan “cp/k” katsayisi da bazen “isil yayinabilirlik (difizivite)” olarak adlandirilir.

Uclinct tip (hiperbolik) denklemler de zamana badlidir. Dalgalarin nasil yayildigini ifade
ettiklerinden, “dalga denklemi” olarak adlandinlirlar. Bir boyutlu halde yaylarin titresimini
gOsterir. Titresen bir yay igin kismi-diferansiyel denklem

o’u Tg 0’u
2 A2 =0
Oox w ot

seklinde olup, burada 7, g ve w blyukllkleri sirasiyla yaydaki gerilmeyi, yer ¢cekimi ivmesini ve
birim uzunluk basina adirligi belirtmektedir. Bltlin bu parametreler pozitif bayukltkler olup,,
A=1, B=0, C<0 ve B>-4AC> 0 dir.

Bu boélimde kismi diferansiyel denklemlerin sayisal ¢dzimleri igin kullanilan teknikler izah
edilecektir. Bu yontemler denklemler yerine sonlu-fark esdegerlerini kullanirlar.

5.2 Eliptik denklemler:

Eliptik kismi diferansiyel denklemlerin iki standart bicimi vardir. Iki-boyutlu halde

Laplace denklemi _9 cva—u+c ou +au =0
ox\ "ox oy

Poisson denklemi _9 . G e M = f(x,y)
ox\ "ox oy

Burada c,, ¢, ve a sistemin parametreleri olup x, y ve u degiskenlerine bagl olabilirler. u ise
icerisinde degeri bulunmak istenen blyuklik, yani potansiyeldir. Laplace denklemi cogu zaman
potansiyel denklemi olarak adlandirilir.

Burada daha ziyade c,=c,=c sabit, a=0 oldugu 6zel bir halle ilgilenilecektir ki bu durumda
yukaridaki denklemler

2 2 2 2
c[6u+8 uij ve c[6u+8 MJZf(X,y)

o’ oy’ ox’ oy’

sekline gelir. Burada parantez igerisinde gegen ikinci-dereceden tirevlerin toplami gogu zaman
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2 2
Viu =a—z+8—bj
ox” Oy

seklinde bir sembolle gésterilir ki bu V2 semboli “Laplasiyen” olarak adlandirilir.

Laplace denkleminin bir ¢ok uygulamasi vardir. Bunlardan birisi de iki boyutlu bir cisim
Uzerindeki daimi-durum sicaklik dagiimidir ki, buradaki incelemelerde 6rnek model olarak,
cogu insanin kolaylikla géziinde canlandirabilecegi bu problem ele alinacaktir.

Sekil 5.1 de uniform ¢ kalinlidginda
dikdértgensel bir levha vyer almaktadir. dx
Levhanin O ile belirtilen sol alt kdsesi baslangig

noktasi olmak Ulizere dlzenlenen bir (x,y) Eﬁdy
kartezyen koordinat sisteminde sol alt kdsesi Xy

P(x,y) noktasinda yer alan ve (dx,dy,r) kenar -4

uzunluklarina sahip bir hacim elemanini ele l

alalim. Hacim elemanina x dogrultusunda birim o
zamanda giren isi T

it Q= e (eay ) Sekil 5.1

X Ox

seklinde ifade edilebilir. Elemandan x dodrultusunda birim zamanda c¢ikan isi ise x+dx
kesitindeki gradyant hesaplanarak

X X

0 ou

seklinde gdosterilebilir.

Benzeri sekilde elemana y dogrultusunda birim zamanda giren ve cikan isilar da sirasiyla

=—k(rdx)2—;l
2
oy oy

olacaktir.

Hacim elemaninin ayrica alt ve Ust ylzeylerinden isi kaybi oldugu varsayilirsa, bu yolla birim
zamanda cikan 1si

= Qdx dy

seklinde belirtilebilir. Burada Q buyukligu birim zamanda birim ylizey basina (alt ve Ust
yluzeyden) isi kaybini belirten bir katsayidir.

Daimi-durumda elemana giren ve ¢ikan isilar toplami esit olacagindan:

—k(rdy)a—u—k(rdx)a—u:—k(rdy) G —k (tdx) a—“+ﬂdy +Qdx dy
ox oy ox  ox’ o oy’

seklinde bir denge denklemi yazilabilir. Bu denklem sadelestirmeler ve dlizenlemeler sonucu
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2 2
2x2‘+gy”j :% (5.1)

sekline gelir. 3-boyutlu halde bu denklem yerine benzeri bir incelemeyle

o’u d'u  d’u Q

+ + =
ox’ oy’ oz’ k

denklemi elde edilebilir. Buradaki Q buyukligi birim hacim basina birim zamanda kaybolan
Istyl belirtir. (Bu durumdaki i1si kaybi genellikle cisim igine gomull bir sogutucu vasitasiyla
olmaktadir.)

(5.1) denklemini Laplasiyen operatdérini kullanarak kisaca

0

Viu ==
kt

seklinde de ifade etmek mimkindiir.

Sayet levhanin kalinhdi x ve y ile degisiyorsa (5.1) denklemi yerine

wV’u +ﬁ(a—uj+ﬁ(6—uJ:2 (5.2)
ox\ox) oy\oy k

seklinde bir denklem yazilabilir.

Hem levhanin kalinligi ve hem de 1sil iletkenlik katsayisi dedisken ise, bu defa

ktViu +[kﬁ+r%]a—u+ PR3 a—u:Q (5.3)
ox ox ) Ox oy Oy ) Oy

seklinde bir denklem elde edilebilir.
5.2.1 Levha boyunca sicaklik dagiliminin hesaplanmasi:

(5.1-3) denklemlerinden u blyukliginia elde etmenin standart yolu hesap bdlgesini bir ag
sistemiyle sonlu sayida elemana bélerek herbir eleman (zerinde tirevlerin sonlu-farklarla ifade
edilmesidir.

Buradaki incelemede merkezi farklar
kullanilacak ve elemanlarin bitiin hesap N
bolgesinde  esit  blylklikte  kare
elemanlar oldugu, yani ag noktalarinin  j+; ®
esit aralikla dagildiklan kabul Ay=h
edilecektir. Levha dikdortgensel oldugu j pe
ve en/boy orani uygun secildigi taktirde
bu durum kolaylikla sadlanabilir.  j-1 ¢ ®
Eleman kenar uzunluklari  kisaca
Ax=Ay=h olarak gosterilecektir. 1
Sekilde, problemin ayriklastiriimasi icin
kullanilan ag sistemi, ve ag dugim 0
noktalarinin indisleme sistemi
gosterilmektedir.

Ax=h

0 1 i-1 i i+ Ny x

Sekil 5.2
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Tlrevlerin sonlu fark agilimlarinin Taylor serileri yardimiyla elde edilmesi mimkindir. Bu
konuyla ilgili bilgiler Ek 5 de yer almaktadir.

u degiskeninin x ve y ye gore ikinci tlrevlerinin herhangi bir P; noktasi civarindaki merkezi fark
acilimlari sirasiyla

[6214) _ U, _Zui,/' TU, ve [azuj _ Ui - _2ui,j TU
2 2 2 2
o) (Ax) ), (ay)

olup, bu durumda u nun Laplasiyeni icin

(Vzu)‘_ _ (zzz N Zzz] U~ +u2;j tu; Uy (5.4)
y X y

i,j B
elde edilir.

Ornek:

20 cm genislikte ve 10 cm ylkseklikteki bir diiz levhanin (st ve alt ylizeylerinin izole edildigini

varsayarak, lst, alt ve sol kenarlarinda sicaklik 0°C, sagd kenarindaki sicaklik 100°C iken
levhanin 2.5 cm aralikla belirlenmis noktalarindaki sicakliklari hesaplayiniz.

Bu problem (5.1) denkleminin Q=0 6zel n~; ¢ * *
halindeki xh
Jj+1 L ®
o’u  du Ay=h

denklemiyle incelenecektir. Bu denklemin /7
sayisal ¢6zimdi icin sekilde gosterildigi gibi

bir ag yapisi kullanilabilir. Bu ag yapisinda 0 °
noktalar 2.5 cm aralikla yerlestirildiginden
toplam 3x7=21 adet i¢ nokta ve 24 adet de
sinir noktasi mevcuttur.

+ =0 . Pi;
ox’ oy’ i * I—ﬂ—cs ¢ I Q
I e

Denklem, bu agin bir P; noktasi civarinda

iy TU Uy 0 - |u 4y +u
= -1~ T

n :

U ;= 4ul.,j +u

1

tu.

i+1,j i,j—1 +u

0 (5.5)

i+l T

seklinde ayriklastirilabilir. Gorildiga gibi ayriklastiriimis denklem Pj; noktasindaki bilinmeyen
sicaklik degerini bu noktanin sol, sag, lGst ve altinda yer alan noktalardaki yine bilinmeyen
sicaklik degerlerine baglamaktadir. Yani denklemde 5 adet bilinmeyen bulunmaktadir.

Ayriklastirlmis denklem bltin i¢ noktalarda yazilacak olup bdylece 21 adet denklem elde
edilecektir. i¢ noktalardan bir kismi (16 adet) sinira komsu noktalar olup, bu noktalarda yazilan
denklemlerde sinir noktalarda bilinen sicaklik degerleri de yer almaktadir. Ornedin Pis3
noktasindaki ayriklastiriimis denklem

Ups +Uyy —duys =—uy, _“14‘

seklinde olacaktir. Burada up; ve ui4 dederleri sinirlar Gzerinde bilinen sicakliklar oldugu igin
denklemin sagina yazilmistir.
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Bilinmeyen sicaklik degerleri sadece ig noktalarda olup, toplam bilinmeyen sicaklik sayisi 21
dir. Yani denklem sayisina esittir. I¢ noktalarin ve sinir noktalarinin listesi asagidaki tabloda
gorulmektedir:

Uos | U1a | Uza | Uss | Ugg | Usq | Uss | Uzg | Usa
Uos | U1z | U2z | Usz | Uz | Uss | Uss | U7z | Uss
Uoz | Uiz | Uzz2 | Usz | Ugz | Usz | Usz | U7z | Us2
Uos | U1z | Uz1 | Usg | Ugz | Usy | Usz | Uzs | Us:
Uoo | Uzo | Uz20| Uso | Uso | Uso | Uso | Uzo | Uso

Denklemler i¢ noktalarda (U;;, Us;, Usy,...U;s, Uss,...) seklinde bir sira izlenerek yazilir ve olusan
denklem sistemi de matris bigiminde dizenlenirse asagidaki gibi matris esitligi elde edilir.

41 000001000000000000°0])| [un] " o0 ]
1 41000001000000000000 U2 0
01 -4100000100000000000 Us1 0
0 01-4100000100000002000 Uar 0
000 1-410000010000°002000 Us 0
0000 1-41000001000002000 Us 0
00000 T1-4000000100002000 U7 -100
100000 0-4100000100°20°000 U1z 0
0100000 1-4100000100°2000 U2z 0
00100000 1-4100000102000 Usz 0
00010000071 -410000012000 vee | = | o
0000100000 1-41000001°00 Us2 0
000001000001 -4100002010 Us2 0
0 00000100000T1-400002001 U7z -100
0 0000O0O0T100O0GO0O0O0 41002000 U1s 0
0 00000O0O0T1TO0O0O0O0GO0T1-410000 Uzs 0
0 00000O0O0O0OT1TO0O0O0O0O0T-412000 Uss 0
0 00000O0O0O0OT1000O0O0T1-4100 Uds 0
0 00000O0O0O0OO0OT1TO0O0O0O0O0T1-410 Us3 0
0 00000O0O0O0OO0OO0T1O000O0GO01-41 Uss 0
|l 0o0oo0o0o000000000100000 14| |Un| | -100 |

Bu denklem sisteminin Gauss eliminasyon yoéntemi ile ¢6ziminden elde edilen sonuglar
asagidaki tabloda sunulmustur.

4 0 0 0 0 0 0 0
3 0.3530 0.9132 2.0103 4.2957 9.1632 19.6632 43.2101| 100
2 0.4989 1.2894 2.8324 6.0194 12.6538 26.2894 53.1774| 100
1 0 0.3530 0.9132 2.0103 4.2957 9.1632 19.6632 43.2101 | 100
0 Y 0 Y 0 0 0 0

0 1 2 3 4 5 6 7 8

Bu denklem sisteminin katsayilar matrisi 15 diyagonalli bir bant matris olup ¢6zlimu icin Gauss
eliminasyon ydnteminin daha 6zel bir sekli kullanilabilir.

Levha Uzerindeki sicaklik dagiimini daha hassas sekilde hesaplamak icin ag yapisi daha
sikilastirilabilir. Hassasiyeti arttirmanin bir diger yolu da Laplasiyeni hesaplarken P; noktasinin
sag, sol alt ve Ust tarafinda yer alan komsu noktalar yaninda caprazdaki diger 4 noktayi da (sol
ve sadgdaki alt ve Ust koselerde yer alan noktalar) katarak 9 noktali bir ayriklastirma
kullanmaktir.
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5.2.2 iteratif yontemler:

Yukaridaki ornekte kullanilan ¢d6zim teknigiyle ilgili en 6dnemli sorun hassasiyeti arttirmak icin
ag yapisi cok siklastirildiinda cok buyuk boyutlu matrislere ihtiyag dogmasidir. h=2.5cm
hlcre genisligi igin 21x21 elemanli bir katsayilar matrisi olusturulmustur. Hiicre genisligi yariya
indirilerek h=1.25 cm yapildidi taktirde katsayilar matrisinin boyutu 105x105 olacaktir. Hlicre
genisliginin bir kez daha yariya indirilerek h=0.625 cm vyapilmasi halinde ise matris boyutu
465x465 olacaktir. Matrisin boyutununu cok buylk olmasi hem ¢ok bulylk bilgisayar hafizasi
hem de cok blyilk islem zamani gerektirecektir.

Oysa yukaridaki érnekte oldugu gibi bu tip problemlerde karsilasilan matrisler genellikle seyrek
(cogu elemani sifir olan) matrislerdir. Ve seyrek matris sistemlerinin ¢6zimu igin ideal teknik
iteratif yontemlerdir.

Yukaridaki érnekte elde edilen (5.5) denklemi

e TU o TU

i,j 4

U, tu

seklinde dilizenlenerek Liebmann yoéntemi olarak bilinen bir iteratif teknik uygulanabilir.
Boylece, herhangi bir adimda bilinen sicakhk dederleri u’lfj olmak (zere bir sonraki adimdaki

sicakliklar yukaridaki formul vasitasiyla

uf”.’ _ Ui i+l,] i,j=1 ij+l (5.6)
2] 4

seklinde hesaplanabilir. Herhangi bir iterasyon adiminda hesap noktasinin saginda ve Ustindeki
degerler icin 6nceki iterasyon adiminda bilinen dederler alinirken solunda ve altindaki dederler
icin bu iterasyon adiminda hesaplanan yeni degerler alinmaktadir. Sinira komsu noktalarda bu
formil uygulanirken sinir noktalarindaki degerler sinir kosullarindan bilinmektedir.

Iterasyonun baslangicinda sadece sinir degerleri bilinmekte olup, i¢c noktalardaki dederler igin
bir tahminde bulunmak gerekmektedir. Baslangig dederlerini keyfi (6rnedin bltln i¢ noktalarda
sifir) almak mimkindir. Ancak uygun dederler alinmasi (6rnedin sinir dederlerin  bir
ortalamasi) iterasyon sayisini azaltacaktir.

Asadidaki tabloda 28 iterasyondan sonra 0.0001 hassasiyetle yakinsamis ¢6zim sonuglari yer
almaktadir.

1 2 3 4 5 6 7 8

0 0 0 0 0 0 0 100
0.3531  0.9133 2.0105 4.2959  9.15633 19.6632 43.2102 100
0.4990 1.2896  2.8325 6.0195 12.6539 26.2895 53.1775 100

0.35631 09133 2.0104 4.2958 9.1532 19.6632 43.2102 100
0 0 0 0 0 0 0 100

O =~ N W A|-=
o o o o oo

5.2.3 Liebmann yonteminde yakinsamanin hizlandirilmasi:

Liebmann ydnteminin yakinsamasini “ardarda asiri gevsetme - successive overrelaxation
(SOR)" ydontemi uygulayarak hizlandirmak miumkuindar.

Liebmann yéntemi igin SOR yéntemi

k+1 k+1 k k k
+u —4du; +u tu; .,

Ui TU i T,

k+1

l/tw

_ ok
—ul.]j+w

M.A. Yiikselen, HM504 Uygulamali Sayisal Yontemler Ders Notlari



Bolim 5- Kismi diferansiyel denklemlerin sayisal ¢gdzimu 8

iterasyon formdullyle uygulanir. Buradaki w buyukligu “asin gevsetme c¢arpani” olarak
adlandirilir. Yukarnidaki 6rnek problemde asiri gevsetme carpaninin cesitli dederleri icin 0.0001
hassasiyetle yakinsamanin saglandigi iterasyon sayilari asagidaki tabloda sunulmustur.

Asiri gevsetme carpani 1.0 1.1 1.2 1.3 1.4 1.5 1.6 1.7
lterasyon sayisi 28 22 15 15 17 21 29 39

Asiri gevsetme ile iterasyon sayisinin hayli azaldigi goérilmektedir. Ancak asiri gevsetme
carpaninin bliytik degerlerinde iterasyon sayisinin tekrar arttigi dikkati cekmektedir.

Asirl gevsetme garpaninin optimum dederi her zaman kolaylikla tahmin edilemez. Uygun dederi
bulmak igin iterasyonun baslangicindaki birkag adima ait sonuglar kullanan bazi yéntemler

mevcuttur. Dirichlet tipi sinir kosullarinin kullanildigi dikdortgensel bir hesap bdlgesi icin
Onerilmis bir yontem

[cos(n/ p)+cos(n/q)f o’ —160+16 =0 (5.8)

denkleminin en kuglk kokudur. Burada p ve g buyuklikleri hesap boélgesinin her iki yondeki
hicre sayilarini belirtmektedir. Ornek problem igin bu denklemin kokleri

2.660120° — 160+ 16 =0 - o, =1.26681, o, =4.74796

olup kiglik kok icin bulunan deder yukaridaki tabloda elde edilen sonuclari dogrulamaktadir.
Nitekim asin gevsetme carpani icin 1.2668 dederi kullanilarak iterasyonun 15 adimda
yakinsadigi tespit edilmistir.

5.2.4 Poisson denklemi:

Poisson denklemi V’u =R

seklinde olup buradaki R buytkliglu (x,y) konumunun bir fonksiyonu olabilir. Laplace
denkleminin ¢oéziminde kullanilan yéntemde ufak bir dedisiklik yaparak Poisson denklemini
¢6zmek mumkdnddr.

Ornek:

Dikdértgensel kesitli bir ¢ubugun kesit boyutlari 6in x8in ‘dir. Bu c¢ubuk igin burulma
fonksiyonunu ¢ézln(z.

Cubugun burulmasi halinde tedetsel gerilmeler burulma fonksiyonunun kismi tlrevleriyle
orantili olup burulma fonksiyonu igin

Vip=-2
seklinde bir denklem elde edilir. Sinir kosulu gubuk kesitinin kenarlarinda ¢=0 seklindedir.

Bu denklemin ¢6zimi icin basit acik iterasyon formuli

k+1 k+1 k k 2
o1 Py YOO O+ 2k

i,j 4

seklinde veya SOR iterasyon formuli

k+1 k+1 k k k 2
k+1 _ _k P Y Pt Pia; TPy _4§0i,j +2h
@ =0, to
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seklinde yazilabilir. h=1in olmak lzere olusturulan bir ag yapisi icin optimum asiri gevsetme
carpani 1.383 olup, bu deder kullanilarak 14 iterasyonda 0.001 hassasiyetle yakinsayan ¢6zim
sonuclari asagidaki tabloda sunulmustur.

0 1 2 3 4 5 6
0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000
0.000 2.042 3.047 3.353 3.047 2.043 0.000
0.000 3.123 4.794 5.319 4.794 3.123 0.000
0.000 3.657 5.686 6.335 5.686 3.657 0.000
0.000 3.818 5.959 6.647 5.960 3.818 0.000
0.000 3.657 5.686 6.335 5.686 3.657 0.000
0.000 3.123 4.794 5.319 4.794 3.124 0.000
0.000 2.043 3.048 3.354 3.048 2.043 0.000
0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000

QO = N W hANO & N ©f—

5.2.5 Tiirev cinsinden sinir kosulu:

Bazi problemlerde sinirlarda fonksiyonun tlrevi cinsinden (Neumann tipi) veya karisik tipte
sinir sarti s6z konusu olabilir. Sinir kosullari genel bir bicimde

Au+B=Cu'

seklinde ifade edilebilir. Buradaki A, B ve C buyukleri birer sabittir.

- Dirichlet tipi sinir kosulu igin C=0 - u=-B/A
- Neumann tipi sinir kosulu igin A=0 - u'=B/C
- Karisik tipte sinir kosulu igin A#0, B#0, C=#0

Bu baginti, 6rnegin bir ylizeyden isi kaybi icin 4 = H, B =-Hu, C = —k alinarak
—ku'=H u—-u,)
sekline gelir.

Ornek:

Kalinhidr 0.5cm olan 5cm x9cm boyutlarindaki diz levhanin daimi-haldeki sicaklik dagilimini
hesaplayiniz. Levhanin her yerinde Q = 0.6 cal/cm3s bliyliklidinde isi lretimi olup, alt kenarda
0T/oy=15 siddetinde bir isi1 kaybr mevcut iken yan kenarlar 20°C sabit sicaklikta tutulmaktadir.
Ust kenarda ise cevre ile -koT/oy = H-(TO-Ts) formiilii uyarinca isi alisverisi séz konusudur.
Burada k (isil iletkenlik katsayisi) = 0.16, H (isi transfer katsayisi) = 0.073 ve T (cevre sicakhgi) = 25°C dir.
TO biyikliagi levhanin uzun Ust kenarindaki sicakliklari belirtmektedir. Levha ylzeyi izole
edimis olup, cevre ile isi alisverisi yoktur. Hiicre genislik ve yliksekliklerini esit ve 1 cm aliniz.

Levha icinde 1sI Gretimi s6z konusu oldugundan bu problemin ¢déziimiinde kullanilacak denklem
bir isaret farkiyla (5.1) denkleminin benzeri olup

vr=—2
kt

seklinde bir Poisson denklemidir. Bu denklem merkezi farklarla ayriklastirilarak
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I, +T,, +T

i+1,j i,j-1 +

h’ kt

4T . 0

i+l T

bigiminde yazilabilir. Denklem dizenlenerek

TS+ TS 4T, +TF,, —4T" on
k+1 _ k i-1, i,j—1 i+1, i,j+1 i,
T;,j —7;,]+50 J J J J l+
4 4kt
seklinde bir SOR iterasyon formdlu elde -0.16 (6T/ay) = 0.073 (u-25)
edilebilir. J=Njag —mmmm e
N,
Probleme iliskin sinir kosullari yandaki sekil j]=N].1
Uzerinde belirtilmistir.
. o . T=20 T=20
Levhanin yan yuzlerindeki Dirichlet tipi sinir
kosulu bu kenarlardaki dugum noktalarinda
sicakliklar sabit 20°C sicaklikta tutularak J=1
gerceklestirilecektir. Bu dederler =1 ve j=0 == =
i=Nj; indisli digiam noktalarindaki mng e

denklemlerde yer alacaktir. oT/oy =15

Levhanin alt kenarinda o6T/oy=15 seklinde sicaklik gradyanti cinsinden bir sinir sarti verilmis
olup bu gradyant j=1 indisli digim noktalari ile gevre ortamda levha kenarindan h kadar
uzakta yer aldigi varsayilan j=-1 indisli hayali digim noktalari arasinda

o Ll s T _,=T,—30h

oy 2h ’ ’
seklinde hesaplanarak islemlere katilabilir. (Burada sicaklik gradyanti pozitif iken isinin
levhadan cevreye dogru -negatif y yoniinde- akacadi, dolayisiyla isinin problemde belirtildigi
gibi kaybedilecedi gorilmektedir.) Bu durumda levhanin alt kenari boyunca (j=0 indisli digim
noktalarinda) sicakliklar

Tk+] + Tk+1 + Tk + Tk _ 4Tk 2
7’;/;;1 — ]‘;ko +a)( i-1,0 i,—1 I4+1,0 il 0,0 + glch ]‘;k_v;l — T;kl _30h
B » r > >

Levhanin Ust kenarinda sinir kosulu

—ka—u:H(To -T,)
oy

seklinde verilmigtir. Buradaki sicaklk gradyanti levhanin Gst kenarina komsu (j=N;-1 indisli)
digum noktalari ile yine gevre ortamda levhadan h uzakliktaki hayali digim noktalari (j=N;+1
indisli) arasinda

6_14 B T;,Nj+1 _T;,N/—I
oy 2h
seklinde hesaplanarak sinir kosulunda kullanilirsa

T -T
_ka_u:_k l,N/+] l,Nj—]
oy 2h
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elde edilir. Bu durumda levhanin Gst kenarindaki (i=N; indisli) digim noktalarinda sicakliklar

Tk+] + Tk+1 + Tk + Tk _ 4Tk 2
i-t,N, TN T iy, TN LN Oh . TkN — 2hH (ZLN _Z)

TN =T' +o ke =T
i,N; i,N; 4 4k'Z' l,Nj+1 i,N;— k

bagintilariyla hesaplanir.

Asirl gevsetme cgarpaninin o=1.43 dederi igin 59 iterasyon sonucunda 0.0001 hassasiyetli
yakinsama ile elde edilen sonuclar asagidaki tabloda yer almaktadir.

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
45.930 61.816 71.962 76.876 76.876 71.962 61.816 45.930
20 73.510 107.915 128.859 138.826 138.826 128.859 107.915 73.510 20
20 90.195 137.476 166.733 180.743 180.743 166.733 137.476 90.195 20
20 99.793 165.061 189.855 206.669 206.669 189.855 155.061 99.794 20
20 ¢ 103.918 163.119 200.956 219.409 219.409 200.956 163.119 103.918 20
20 ¢ 102.762 162.539 201.442 220.603 220.603 201.442 162.539 102.762 20
20 94.589 152.834 191.669 210.958 210.958 191.669 152.834 94.589 20
72.762 132.539 171.442 190.603 190.603 171.442 132.539 72.762

—.

SO =2 N W AN OO O —

'
-

5.2.6. Degisen yonlii kapali formiilasyon (ADI) yontemi

Bu bolumin basinda kismi diferansiyel denklemler sonlu farklarla dodrudan c¢ozlilmeye
calisildiginda katsayilar matrisi seyrek olan denklem sistemleri ortaya cikmisti. Kullanilan ag
noktasi sayisi arttirildikca bu seyreklik oransal olarak artacaktir. Ornegin 21 digim noktasi
halinde katsayilar matrisinin elemanlarinin %381 ‘i sifir iken digim sayisi 105 oldugunda sifir
eleman sayisi %96 ya cikmaktadir. 30x30x30 digim noktali (ic boyutlu bir problemde ise
sifirdan farkli eleman sayisi sadece %0.012 dir.

iki- ve Uc-boyutlu problemlerde katsayilar matrisi sadece seyrek olmayip ayrica bant
seklindedir. Yani sifir olmayan elemanlar diyagonale paralel belli genislikteki bir bant bélgenin
icinde kalmaktadir. Bant matrisleri ¢dzen 6zel yéntemler gelistirilmistir. Ancak bazi hallerde
bant genisligi buyik olmakta ve ¢oziim giglesmektedir. Sadece lig-diyagonalli sistemlerin basit
ve etkin bir ¢dzimid mumkuindur.

iki- ve (g¢-boyutlu problemleri (c-

diyagonalli denklem  sistemlerine NS * "Ax_h'
indirgeyerek  ¢ézmenin  bir  yolu _
dedisen yonli kapali formilasyon 7+ *> *®
(Alternate Direction Implicit - ADI) Ay=h o
yontemi kullanmaktir. i e ¢ I ¢ ‘o ¢ ¢
Yontemi aciklamak icin Laplace 16 s
denklemi 6rnek olarak alinirsa
denklemin, sekildeki gibi bir ag 0 o !
yapisinda herhangi bir P; noktasi 0 1 i1 i i+1 N;
etrafindaki sonlu fark ayriklastirmasi
AT = 7;71,1' B 27;,_/ + T;+1,j ];,_/71 B 27;,1 + ];,_/41 -0
2 2
(Ax) (Ay)

seklinde yapilabilir. Ax=Ay=h alinmasi halinde bu bluyuklikler denklemden atilarak
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(1;71,1' _2];,;' +T,, ) + (Z,H - 27;51 + Z’f”) =0

yazilabilir. Bu denklemin iteratif ¢éziminde herhangi bir iterasyon adimi iki asamali olarak
gerceklestirilebilir.

Once y dogrultusundaki tiirev énceki adimdan bilinen dederlerle ve x dogrultusundaki tiirev de
yeni adimda hesaplanacak olan degerlerle ifade edilerek

(];71,1' —2T, , + 7;+1,j )k+1/2 = _(T

ij i,j—1

k .
-2T,,+T,,,,) (i=1,2,..NI-1)
seklinde bir denklem sistemi, daha sonra da bunun tersi yapilarak

) =(1, 2T+ T, (j=1,2,..NJ-1)

i+1,j

(]:',./71 - 27;,/ +1;

k+1/2
i,j+1 )
seklinde bir diger denklem sistemi elde edilir. Dikkat edilirse her iki denklem sistemi de Ug-
diyagonalli denklem sistemleridir. Iki sinirdaki (birinci sistem icin i=0 ve i=NI de, ikinci sistem
icin j=0 ve j=NJ de) sinir dederleri verildiginde Thomas ydntemi kullanilarak g¢ozulebilirler.

k+1 inci adim
(y yoninde kapali
sema ile ¢6ziim)

@ ¢O6zumun bilindidi digim noktasi NJ
¥ ¢6zimin arandigi digim noktasi \\
RN
j*1 \\ .
y j \
Ny -1 \\ \\
) e Y
j+1 \\ N
SO DY N
y J \ \ \
NJ J-1 \ \ i- \
. TN N
J*+1 0 L \ \
0\\\ N
_\\\

j-1

ﬁx

[/ LSS

INTT777

N

k+% inci adim
(x yénliinde kapali sema
ile gozim)

/777777

kinci adim

(blttin dGgum noktalarinda
¢dzUmler biliniyor) NI \ X

Bu denklem sistemlerinden ilki x dogrultusunda ayni siradaki digim noktalarinda yazilmis
denklemleri ifade etmektedir. Denklem sistemi 6nce sinira komsu ilk sirada (j=1) vyazilip
Thomas yoéntemiyle ¢ozulir. Ayni islem ikinci, Uglincl ve daha sonraki siralar icin, diger sinira
komsu en son siraya (j=NJ-1) kadar gergeklestirilir.
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Daha sonra yon degistirilerek benzeri islemler y yonindeki denklem sistemi igin tekrarlanir.
Yani 6nce sinira komsu sira (i=1) icin, ardindan ikinci, tGglinci ve diger sinira komsu siraya
(i=NI-1) varincaya kadar biatan siralar icin denklem sistemi yazilip ¢ézdlir.

Bu iki-asamali iteratif cozim teknigi yeterli bir yakinsama elde edilinceye kadar tekrarlanir.
Ornek:

6 cm x8cm boyutlarindaki bir diiz levhanin uzun olan ist kenari 100°C, sag kenari 50°C ve
diger iki kenari da sifir derece sicaklikta tutulmaktadir. Levha yiizeyi izole edilmis olup, cevre

ile 1s1 alisverisi yoktur.Daimi-durum sicaklik dagilimini ADI yéntemini kullanarak 1 cm araliklarla
hesaplayiniz.

13 iterasyon adimi sonucunda 0.001 hassasiyetle yakinsamis ¢6zim sonuclar tabloda
sunulmustur.
Vil o 1 2 3 4 5 6 7 8
6 100.000  100.000  100.000  100.000  100.000  100.000  100.000
5 0 48.523 66.828 74.669 78.204 79.342 77.985 71.464 50
4 0 27.262 44.122 53.644 58.804 61.178 61.132 57.873 50
3 0 16.404 28.754 36.983 42.189 45.435 47.495 48.894 50
2 0 9.599 17.508 23.344 27.535 30.878 34.519 40.210 50
1 0 4.484 8.336 11.352 13.728 16.024 19.492 27.425 50
0 0 0 0 0 0 0 0
5.3. Parabolik denklemler:
Kismi-diferansiyel denklemlerin parabolik karakterdeki ikinci sinifi, tipik o6rnekleri madde

yayinimi veya bolge icinde isi akisi oldugundan genellikle yayinim denklemi veya i1si denklemi
olarak adlandirilir. Buradaki incelemelerde de &6rnek olarak i1si problemleri ele alinacaktir.
Bunlarin daha o6ncekilerden farki artik daimi durum problemi olmayip, zamana bagh, yani
sicakligin zamanla degistigi problemler olmasidir.

Ilk olarak bir cubuk boyunca bir-boyutlu isi akisi problemi ele alinacaktir. Sayet zaman
yeterince uzun tutulur ve sicakliklar daimi-durum sartlarina erisirse bu problem de daha 6nceki
eliptik problem 6rnegiyle 6zdes olur.

Sekilde L uzunlugundaki bir gubuk Uzerinde
dx genislikli bir cubuk elemani

. St Ny _eler ) Girenisi Gikan s
isaretlenmistir. Gubugun gevresinin izole  \J______________ X} \J) o o~ ________\
oldugu ve bu yilizden gevreyle isi aligverisi
olmadidi varsayilmaktadir. x ekseni gubuk I X €

x=0 x=L

boyunca soldan sada dogru yonlenmis olup
x ekseni boyunca

g 9T
dx

formUlU uyarinca akmakta olan 1s1 [cal/s] olarak Olgllmektedir. Buradaki eksi isaretinin isinin
sicaktan soduda dodru akmasiyla ilgili oldugu bilinmektedir. dx uzunlugundaki cubuk
elemaninin sag tarafindan gikan isi da

—kA i(T +d—Tde
dx dx

seklinde ifade edilebilir.

M.A. Yiikselen, HM504 Uygulamali Sayisal Yontemler Ders Notlari



Bolim 5- Kismi diferansiyel denklemlerin sayisal ¢gdzimu 14

Daimi-durumda bu cubuk elemanina giren ve cikan isilar esit olur. Zamana bagl olayda ise
cubuk elemanina birim zamanda giren isi ile c¢ikan isi arasindaki fark bu sirecte cubuk
elemaninin blinyesinde depolanan isiya esit olacaktir. Depolanan bu isi da gubuk elemaninin
sicakligini arttiracaktir. Cubuk elemaninin sicaklik degisimiyle ilgili olarak birim zamanda
depolanan isi miktari elemaninin hacmi (A*dx), malzemenin yogunlugu (p) ve malzemenin isil
kapasitesine (c - birim kitle ve birim sicaklik basina depolayabildigi 1si - cal/gr°C) baghdir:

dT
cp (Adx )?

Bu ¢ ifade kullanilarak

2
ka9 | s d—T+d—7;dx :cp(Adx)d—T
x dx dx dt

veya bu esitlik diizenlenerek

d’T dT
k——=cp— 5.21
P (5-21)
denklemi elde edilir. iki- veya Uc¢-boyutlu halde de bu denkleme esdeger
dT
kV°T =cp— 5.22
cp ( )

denklemi elde edilir.

Bazi hallerde malzeme homojen olmayabilir. Boylece 1sil 0Ozellikler konuma bagl olarak
degisebilir. Bazi hallerde de malzeme iginde Q [cal/s.cm3] bluyukliginde bir 1sI Gretimi olabilir.
Bu gibi durumlar icin de yukaridaki denklemler yerine

0 or 0 or 0 or dr
2k Lk Cal Ay = e
2 Mo )+ 2 o)+ 2 bl 2L = ool )

seklinde bir denklem yazmak mumkuindur.
Buradaki 6rnekler basit tutularak sadece (5.21) ve (5.22) denklemleriyle ilgilenilecektir.

Yukaridaki butlin denklemler de konum disinda ayrica zamana badhdir. Bu denklemlerin belli
bir baslangic zamaninda verilen baslangic sartlariyla baslatiimasi gereklidir. Ayrica sinir
dederlerinin bilinmesine de ihtiyag vardir. Dolayisiyla bu tip problemler konuma goére sinir
dedger, zamana gore de baslangig deder problemi olarak nitelendirilmelidir.

5.3.1 Isi denkleminin ¢oziimii:

Cubuk boyunca isi akisi nedeniyle sicakligin zamanla dedisimi problemini ¢ézmek igin g farkli
yéntem incelenecektir. U¢ ydéntemde de benzer nokta olarak konumsal tirevler merkezi
farklarla aynklastiriimaktadir. Yontemlerin farkhliklari ise zamansal tirevlerin ayriklastiriima
seklinden kaynaklanmaktadir.

Once “acik formiilasyon (explicit method)” incelenecektir. Bu ydntemde zamana gore tiirev ileri
farklarla

or TH -T*
ot At
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seklinde ayriklastirilmaktadir. Bu ifade x; noktasinda f, aninda zamana goére tlrevi ifade
ederken T, blyUkligi bu noktada ty anindaki sicakligi Ty.; blayukligl ise ti; (veya te+At)
anindaki sicakligi belirtmektedir.

Bu yontemde konumsal tilirev ise tx aninda x; noktasi etrafinda merkezi farklarla

2 k k k
O°T T -2} +T), (5.24)
ox’ (Ax)

seklinde ayriklastiriimaktadir.

Yontem ayriklastirma sekli nedeniyle literatirde cogu zaman FTCS (Forward Time Central
Space) yontemi olarak da adlandiriimaktadir. Zamanda ayriklastirma birinci dereceden oldugu
icin hata O(At) mertebesinde iken, konumda ayriklastirma ikinci dereceden oldudu icin hata
O(Ax)2 mertebesinde olmaktadir. Hata mertebelerindeki bu farklihk yodntemin kararlihdi
Uzerinde etki yaratmaktadir.

Ayriklastiriimis tirevler (5.21) denkleminde yerlestirilerek

d’T dT Tr, -21) + T}, T —T*
k—F=cp— —> k 5 =cp
dx dt (Ax) At

veya dizenlenerek

TH =rTt, +(1=20)TF +rT},

i+l

(5.25)

elde edilir. Burada

kAt
cp(Ax)’

ry =

dir. (5.25) badintisi ¢6zim{ zamanda At adim uzunlugu ile ilerleten bir baginti olup, ¢dézim bir
t=t, baslangic aninda T sicakliginin bitin x; noktalarinda bilinen baslangic dederleri ile
baslatiimaktadir. Sonraki zaman adimlarinda o6nceki adimda bulunan sicakliklar ve sinir
kosullar geregdi gubugun iki ucundaki bilinen sicaklik dederleri kullanilmaktadir.

Yénteme acik (explicit) sema denilmesinin nedeni, x; noktasindaki sicakligin énceki adimdan ve
sinir kosullarindan bilinen sicaklik digerleri kullanilarak dogrudan hesaplanabilmesidir.

Ornek
2 cm kalinliginda cok genis bir celik levha icindeki sicaklik dagilimini zamanin fonksiyonu olarak
hesaplayiniz. Celik icin k=0.13 cal/s<m©°C, c=0.11 cal/gr°C ve p=7.8 gr/cm3 olarak verilmistir.
Levha cok genis oldugu igin yanal dogrultulardaki isi akislari ihmal edilerek sadece levha
ylzeylerine dik dogrultudaki i1si akisi dikkate alinacaktir. t=0 aninda levha igindeki sicaklik
dagihmi

T(x) = 100x 0<x<1

T(x) =200 - 100x 1<x<2
ve sinir kosullari da

T(0) =0°C ve T(2) = 0°C

olarak verilmistir. Levha kalinligini 8 e bélerek Ax=0.25 aliniz.
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Problemin ¢éziminde At zaman adiminin buyUklGga r bayikliginin secimine baghdir. r=0.5
alinmasi halinde (5.25) denklemi

T =0.5(T), + T (5.26)
sekline gelir. Zaman adimi da

Ax) 0.5%0.11x7.8x(0.25)
po—A_ pr = CPAY)05X0.1IXT8x(0.25) _ 5
ep(Ax) k 0.13

olur. (5.26) badintisi kullanilarak cesitli zaman adimlarinda elde edilen ¢ozimler asadidaki
tabloda gésterilmistir. Levhanin alt ve st yarlarindaki ¢ézimlerin simetrik olmasi nedeniyle
tabloda levhanin sadece st yarisindaki sonuglara yer verilmistir.

r=0.5 x=0.25 0.50 0.75 1.00
:37::,” t sayisal sayisal analitik sayisal sayisal  analitik
0 0 25.00 50.00  50.00 75.00 100.00  100.00
1 0.206 25.00 50.00  49.58 75.00 75.00 80.06
2 0.413 25.00 50.00 47.49 62.50 75.00 71.80
3 0.619 25.00 43.75 44.68 62.50 62.50 65.46
4 0.825 21.88 43.75  41.71 53.13 62.50 60.11
5 1.031 21.88 37.50 3879 53.13 53.13 55.42
6 1.238 18.75 37.50 3599 45.31 53.13 51.18
7 1.444 18.75 32.03 3337 45.31 45.31 47.33
8 1.650 16.02 32.03  30.91 38.67 45.31 43.79
9 1.856 16.02 27.34 28.63 38.67 38.67 40.52
10 2.063 13.67 27.34  26.51 33.01 38.67 37.51
11 2.269 13.67 23.34 24.55 33.01 33.01 34.72
12 2.475 11.67 23.34 2273 28.17 33.01 32.15
13 2.681 11.67 19.92  21.04 28.17 28.17 29.76
14 2.888 9.96 19.92  19.48 24.05 28.17 27.55
100
80
L AN
60 - o \@ _ x=1.0
-A _A ¢
RN x-a v~ | | ] === x=0.5
40 PR
E-a_
‘ - -
20 - Eb-zaa
0 2 4 6 8 10 12 14 16

Bu problemin kosullari geregdi t=« icin daimi-duruma erisilecedi ve her yerde sicakhdin 0°C
olacagl aciktir. Tablodaki dederler de bunu dodgrulamaktadir. Yapilan inceleme sonucu
sicakliklarin 85 inci zaman adiminda 0.1 hassasiyetle sifira eristigi gérialmustir.

Sayisal dederler genel olarak analitik dederleri izlemekte, sadece bir dalgalanma
gostermektedir. Bunu yukaridaki grafikten de fark etmek muimkdindir. Bu grafikte strekli
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gizgiler analitik c¢ozimleri, daireler x=1 deki, Ulcgenler ise x=0.5 deki sayisal ¢ozimleri
belirtmektedir.

Sayet r buyukligunian 0.4 ve 0.6 gibi farkli iki dederi icin hesaplar tekrarlanirsa (ki bu durumda
At zaman adimi da dedisecektir) ilging sonuglar tespit edilebilir.

r=0.4 icin sayisal dederler ¢ok daha dodgru olmakta analitik ¢6ztimle farklar baslangig
adimlarinda yan buyuklikte iken ilerleyen adimlarda onda bir buyiklige kadar inmektedir.

r=0.6 icin ise son derece hatali sonuglar elde edilmektedir. Sadece 8 zaman adimindan sonra
bazi ¢6zimler negatif olmaktadir.

Cozumde kararsizlik olmamasi icin r ‘nin alabilecedi en biyik deder r=0.5 olmaktadir.

5.3.2 Crank-Nicolson yontemi:

r>0.5 oldugundaki kararsizhdin nedeni uzaysal ve =zamansal tirevlerin sonlu fark
ayristirmalarindaki mertebelerin farkh olmasidir. Crank-Nicolson ydntemi bu sonlu fark
acilimlarini ayni mertebeye getiren bir tekniktir.

Zamansal turevin sonlu-fark agilimi

(a_Tj B 7‘;k+] _]’;k
at k+1/2 At

seklinde zaman araliginin ortasinda (tx+;> aninda) alinmis bir tirev olarak dusunilirse, bu
acihm merkezi farklarla yapilmis bir ayriklastirma olarak dederlendirilebilir. Bu durumda
konumsal tldrevin ayriklastirmasi da ayni zaman adiminda (yani tx41> aninda)
gerceklestirilebilir. Bunun igin 62T/0x2 tlrevi bir kez zaman adiminin baslangicinda ve bir kez
de sonunda ayriklastirilarak bu ikisinin aritmetik ortalamasindan yararlanilir:

2 k_ ymk | ik
t, aninda (8 7; _ L., —-2T 2+7L,
ox” ), (Ax)
2 k+1 k+1 k+1
tirs aninda [8 ]; :];4-1 2]: 2+];_1
ax k+1 (AX)
o°T ] (7:«1:1 —ZY;k +];f1)+( iﬁl _27;k+1 +7:Z+1)
tk+1/2 aninda > =-_ .
ox . 2 (Ax)

Ayriklastiriimis tirevler denklemde yerlestirilerek

Y;k+1_]—lv_k k1 (Y;IL—27;k+7;]j])+(7—;i}—]—2]—;k+]+7—;]f;])
At cp2 (Ax)’

ve bu denklem dlizenlenerek

T+ 2(1+7) T =TS =rTE + 2(1-r) T + 1T, (5.27)
elde edilir. Burada r= kAt 5
cp(Ax)
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Bu denklem her bir P; noktasinda bir kez yazilarak

LT +DT*' +UT =R, i=12,.Nl-1I

iti+l

seklinde bir denklem sistemi elde edilir. Burada

0, L=-r, (i=2,3,..NI[-1)
D, =2(1+r), (i=1,2,..NI-1)
Uy, =0, U=-r, (i=12,..NI-2)

R, =rT} +2(1-r)T} +rT) +rT)"
R=rT"+2(1-r)T  +rT;,, i=2,3,.NI-2

k k k k1
Ry, =rTy., +2(1_F)TNI—I +rTy +rTy,

dir. Bu denklem sisteminin katsayilar matrisi Ug-diyagonallidir ve Thomas ydntemiyle
gozullebilir. Bu teknik “kapali (implicit) formdiilasyonlu” bir yéntem olup en énemli avantaji r ‘nin
herhangi bir degeri icin kararli olmasidir.

Yontem Ornek olarak bir dnceki 6rnekte ele alinan problem igin uygulanmis olup levhanin
ortasinda (x=1.0) gesitli zaman adimlarinda r=0.5 ve r=1.0 igin elde edilen sonuglar asagidaki
tabloda sunulmustur.

r=0.5 r=1.0 100
i t analitik sayisal hata t analitik sayisal hata 80
o] o 100 100 0 0 100 100 0
1| 0206 8006 8232 280413 7180 7113 0.9
210413 7180 7348 23 |0825 60.11 6153 2.4 60 1
30619 6546 6686 2.1 | 1238 5118 5197 1.5
40825 6011 6134 20 | 1650 4379 4467 2.0 40
5] 1.031 5542 5652 2.0 | 2063 3751 3829 21
6| 1.238 5118 5221 20 | 2475 3215 3288 23 50 |
7| 1444 4733 4830 20 |2888 2755 2823 25
8] 1.650 4379 4471 21 | 3300 2362 2423 2.6
9| 1.856 4052 4140 2.2 0 ‘ ‘ ;
10| 2063 3751 3836 2.3 0 1 2 3 4

Tabloda ayrica oransal hatalara da (sayisal sonuglarla analitik sonucglar arasindaki farklarin
analitik sonuglara orani) yer verilmistir. r=0.5 icin hatalar %2.0-2.7 arasinda iken r=1.0 igin
%0.9-2.6 arasindadir. Her iki haldeki hatalar da daha 6nce acik formilasyonla r=0.5 igin
hesaplanan dederlerden kigulktir.

5.3.3 Teta yontemi:

Crank-Nicolson yonteminde zamana gore tlrevin merkezi fark acilimi zaman araliginin
ortasinda olarak yorumlanmisti. Teta yonteminde daha genel bir yaklasim yapilarak bu tirev
zaman araliginin ortasinda dedil ama daha farkli bir noktasinda dederlendirilmektedir. Yani At
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zaman araliginin bir @ kesiri alinarak, zamana goére tlrevin sonlu fark aciliminin bu noktada
alindigi varsayilmakta, konuma goére tlrevin de zaman araliginin basinda ve sonundaki
acilimlarinin bu carpana gore agirlikli ortalamalar alinmaktadir:

otk (1-0)(T8, -2 + 75 )+ 0(TE - 21 + T
A cp (Ax)’

Bu badintida 6=0.5 alinmas! halinde tekrar Crank-Nicolson yéntemine dontlecedi, =0 igin agik
formulasyonun ve =1 icin de kapal formilasyonun elde edilecegi gérilmektedir.

Yukaridaki baginti tk+1 zamanindaki bilinmeyenler cinsinden diizenlenerek

i+1

—rOT +(1+2r0) T —rOT} =r0T) +[ 1-2r(1-0)|T} +r0T}, (5.28)

elde edilir. Bu denklem yine Crank-Nicolson yonteminde oldugu gibi bitiin noktalar icin bir kez
yazilarak G¢-diyagonalli bir denklem sistemi elde edilir ve Thomas yéntemiyle ¢dzilebilir.

Burger (1987) ¢6zim igin optimum bir dederin 6=2/3 civarinda elde edilecegini belirtmistir.
Bu yodntem icin de ornek olarak yukaridaki problem ele alinmis olup r=0.5 olmak uzere

levhanin orta gizgisinde (x=1.0) 6 ‘nin gesitli dederleri icin 10 zaman adiminda elde edilen
sonuclar asagidaki tabloda sunulmustur.

r=0.5 sayisal ¢6ziimler hatalar

i t analitik | n=2/3  0.878 1.0 0.5 0.0 n=2/3 0.878 1.0 0.5 0.0
0 0 100 100 100 100 100 100 0 0.00 0.00 0.00 0.00
110206 | 80.06 | 83.63 84.94 85.57 8232 75.00 3.57 4.88 551 226 -5.06
210413 | 71.80 | 74.28 75.35 75.95 7348 75.00 2.48 3.55 4.15 1.68 3.20
310619 | 6546 | 67.44 68.25 68.74 66.86 62.50 1.98 2.79 3.28 140 -2.96
4]10825] 60.11 | 61.82 62.48 62.89 61.34 62.50 1.71 2.37 278 123 239
5| 1.031 | 5542 | 56.95 57.53 57.88 56.52 53.13 1.53 2.11 246 1.10 -2.30
611238 | 51.18 | 52.61 53.15 53.47 5221 5313 1.43 1.97 229 1.03 1.95
7| 1.444 | 47.33 | 48.68 49.19 49.49 4830 4531 1.35 1.86 216 097 -2.02
8| 1.650 | 43.79 | 45.09 45.59 45.88 44.71 4531 1.30 1.80 209 092 1.52
9] 1.856 | 40.52 | 41.79 42.28 42.56 41.40 38.67 1.27 1.76 2.04 088 -1.85
10| 2.063 | 37.51 | 38.74 39.23 39.51 38.36 3867 1.23 1.72 200 085 1.16

6 ‘nin secilen 6rnek dederleri arasinda en az hatanin #=0.5 igin (Crank-Nicolson ¢o6zimu) elde
edildigi, yani belirtildigi gibi optimum dederin 0<6<2/3 araliginda oldugu gorilmektedir.
Optimum dederin tam olarak bulunmasi igin @'nin baska dederlerinin denemesi gerekmektedir.

5.4 Hiperbolik denklemler

Kismi tirevli diferansiyel denklemlerin tglinci bir sinifi olan hiperbolik denklemler cogu kez
zamana badhdir. Bir ortam igerisindeki titresimlerin ve 06zellikle dalgalarin nasil yayildigini
tanimlarlar. Bu nedenle de “dalga denklemleri” olarak adlandirilirlar.

Dalga denklemlerinin en basit birisi bir-boyutlu haldeki salinim yapan yay problemine ait
olanidir. iki-boyutlu halde bir davulcunun titrestirdigi davul zar érnek olarak dustnilebilir. Ug-
boyutlu halin hayal edilmesi biraz daha zor olsa da 6rnek olarak seffaf bir jelatin igerisinde bir
sivi igerisinde suspansiyon halinde yer alan taneciklerin jelatin zarfa bir carpma oldugundaki
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hareketi problemi alinabilir. Her (¢ haldeki hareketlerin de sirtinme kuvvetlerinin etkisiyle
zaman icerisinde sonimlenecedi séylenebilir.

5.4.1 Titresen yay problemi:

Hiperbolik kismi-diferansiyel denklemlere bir érnek olarak, sabit iki ug noktasi arasinda gerilmis
olan bir yayin osilasyon hareketlerini modelleyen 1-boyutlu dalga denklemi dikkate alinabilir.

Sekilde bir yay uc noktalarini birlestiren dogruya goére oOtelemeleri gok abartilmis olarak
gosterilmektedir. Yayin A ve B gibi yakin iki noktasi arasinda kalan dx uzunlugundaki bir
elemani sekilde ayrica blyutilmis olarak gosterilmistir. A ve B noktalarinda tedetlerin egim
acllarl sirasiyla as ve ag ile belirtilmis olup, yayin edilmelerinin de abartili olduguna dikkat
edilmelidir. Yayin otelemeleri iki ucunu birlestiren dogruya dik olarak o6lglilmekte olup u ile
gOsterilecektir. Yaya etkiyen gerilme kuvveti A ve B noktalarinda T ile belirtilmistir.

B B T

Yukari dogru kuvvetler pozitif isaretli olmak (izere yay elemaninin her iki ucuna etkiyen
kuvvetlerin disey bilesenleri sirasiyla

~-T'sina,, Tsina, (5.29)
olacaktir. Otelemelerin sekil lzerinde asin abartili gosterildigi tekrar hatirlatilarak acilarin

aslinda cok kicuk oldugu belirtilirse acilarin tanjantlari ile sintsleri ayni kabul edilebilir. Buna
gore

~T'sina, =-Ttana, :—T(Z—uj
X )4

Tsina, =Ttana, :T(Z_MJ =T[(Z—uj +§(Z—ujdx}
X )y x ), Ox\ Ox

ve boylece yay elemanina diisey yonde etkiyen net (bileske) kuvvet de

82
T —L; dx
ox
olur. Simdi disey dogrultuda Newton kanunu uygulanarak bu kuvvet yayin kitlesi ile ivmenin
carpimina esitlenirse, w yayin birim uzunluk basina agirhdgi olmak tzere

2 2
T 6L2t dx:wdxai;t
ox g ot

veya dizenlenerek

0 ”—(Tg]a—” (5.30)

o \w)ed
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elde edilir. Bu denklem ikinci-dereceden kismi diferansiyel denklemlerin standart bigimi igin

daha once tanimlanan denklemle karsilastiriirsa A=1, B=0, C=-Tg/w oldugu ve
blyukluklerle birlikte bu denklemin hiperbolik denklemler sinifina girdigi gorulir.

Bir yay yerine gerilmis bir membran (davul zan gibi) dikkate alinirsa (5.30) denklemi

2
a_zt = (Ej Viu
ot w

bu

seklini alir. (5.30) ve (5.31) denklemlerinin ¢ézimu sinir kosullarini ve t=0 anindaki baslangic
kosullarini saglamalidir. Problem t zamanina gére ikinci dereceden oldugu igin baslangig

kosullari yayin bittin noktalarinda baslangig¢ hizlarini ve baslangig ivmelerini icermelidir.

Titresen yay probleminin sayisal c6zlimdu

(5.30) denklemi, turevler sonlu-fark yaklasimiyla ayriklastirilarak ¢ozlebilir. Ayriklagtirmalar

uzayda hesaplanmis zaman adiminda merkezi farklarla

k
i+1

k k
O’u u,—2ul +u

o ()

seklinde ve zamanda da hesaplanmis zaman adimi etrafinda merkezi farklarla

2 k-1 k k+1
Ou u " =2u; +u;

or (Ar)’

seklinde yapilarak

u ™ = 2uf +u :(T_g] u',=2u' +u,
(Ae) (Ax)

sonraki zaman adimindaki dtelemeler igin

w

T, (At)2
R o b ISR
w (Ax)

veya dizenlenerek

elde edilir. Sayet

Tg(At)
(—)2=1 > A= | ZAx
W(Ax) Tg

alinirsa (ki bu deder kararsizligin olmayacagi en biyik dederdir) denklem

k+1 k
u'l=u  +u

1

k k-1
iv1 Y
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sekline gelir.

Bu son denklem zamanda nasil ilerlenecegini acik bir bicimde gostermektedir. Buna gobre yayin
bir x; noktasinda 6telemenin yeni bir zaman adiminda hesaplanmasi icin komsu noktalarin bir
Onceki zaman adimindaki Otelemeleri toplanarak hesap noktasinda iki zaman adimi dnceki
otelemenin dederi bundan cikartiimaktadir. Yani herhangi bir zaman adimindaki hesaplamalar
icin daha 6nceki iki zaman adimina ait dederlere gereksinim olmaktadir.

Yukaridaki hesaplama teknidinin ancak ikinci zaman adimindan itibaren yuritilebilecedi agiktir.
Bunun icin de t=0 anindaki ve t=At ilk zaman adimindaki 6telemelerin bilinmesi gerekir. Ancak
burada t=At ilk zaman adimindaki 6telemelerin nasil elde edilecedi hususu acgik dedildir. Zira
yukaridaki hesaplama teknigine goére ilk zaman adiminda hesaplama yapilabilmesi icin t=0
anindaki ve bundan daha dnceki (!) bir t=-At aninda dtelemelerin bilinmesi gerekir.

Aslinda titresen bir yayin salinimlarinin zamana goére periyodik bir fonksiyon oldugu dikkate
alinirsa ortada 6nemli bir sorun olmadigi gorulir. Buna gore problemin baslangi¢ ani keyfi bir
an olup ¢6zim icin bu andaki hizlarin ve ivmelerin bilinmesi gerekmektedir. Baslangic aninda
hizlar verildigi taktirde t=-At anindaki 6telemeler bulunabilir.

Hizlar ételemelerin zamana gdre tirevi olup baslangig kosullarindan birisi olarak hizlarin

ou

=0 da [ﬂ _ ()

olarak verildigi varsayilirsa bu tirev icin merkezi farklarla ayriklastirma yapilarak

(@j IR,
o), oan ¢

veya
u' =ul —2g(x)At

ve bu ifade de (5.32) denkleminde kullanilarak

0 0
"+ u
uﬂ:%ﬂg(x)m (5.33)

elde edilir.

Buna gore, ilk zaman adimi icin (5.33) denklemi ve daha sonraki bitin zaman adimlari igin de
(5.32) denklemi kullanilarak ¢6ziim gergeklestirilebilir.

Ornek:

Bir banjo yayr 80 cm uzunlugunda ve 1 gr adirlikta olup 40000 gr lik bir kuvvetle gerilmistir.
Bir ucundan 20 cm mesafedeki bir noktadan denge konumuna kiyasla 0.6 cm c¢ekilerek
birakilmistir. Yay boyunca ételemeleri zamanin fonksiyonu olarak hesaplayiniz.

Coézum igin ilk adimda (5.33) ve daha sonraki adimlarda da (5.32) denklemini kullaniniz.
Hesaplamalarda Ax=10 cm aliniz. Yay cekildikten hemen sonra birakildigi igin basglangig hizlari
sifir alinacaktir. Otelemelerin her 16 adimda bir tekrarlandigini gésteriniz.

Verilen blyukliklerle zaman adimi At = le: &X10=0.000179S
Te 40000x 980
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ve baslangig hizlar sifir olup g(x)=0
0 0
: - u!  +u
ilk zaman adimindaki 6telemeler u! :%
ve sonraki zaman adimlarindaki 6telemeler u =ut +ul, —u!

seklinde hesaplanacaktir. Baslangictaki 6telemeler icin x=20 de u=0.6 cm verilmis olup buna
gore diger hesap noktalarindaki 6telemeler

x < 20 igin u=0.03x
x > 20 icin u=20.6-0.03(x-20)

seklinde hesaplanabilir. Cesitli zaman adimlari icin elde edilen sonuglar tabloda yer almistir.

gesitli x; konumlarindaki u; degerlerinin zamanla degdisimi
k x=0 10 20 30 40 50 60 70 80
0 0.00 0.30 0.60 0.50 0.40 0.30 0.20 0.10 0.00
1 0.00 0.30 0.40 0.50 0.40 0.30 0.20 0.10 0.00
2 0.00 0.10 0.20 0.30 0.40 0.30 0.20 0.10 0.00
3 0.00 -0.10 0.00 0.10 0.20 0.30 0.20 0.10 0.00
4 0.00 -0.10 -0.20 -0.10 0.00 0.10 0.20 0.10 0.00
5 0.00 -0.10 -0.20 -0.30 -0.20 -0.10 0.00 0.10 0.00
6 0.00 -0.10 -0.20 -0.30 -0.40 -0.30 -0.20 -0.10 0.00
7 0.00 -0.10 -0.20 -0.30 -0.40 -0.50 -0.40 -0.30 0.00
8 0.00 -0.10 -0.20 -0.30 -0.40 -0.50 -0.60 -0.30 0.00
9 0.00 -0.10 -0.20 -0.30 -0.40 -0.50 -0.40 -0.30 0.00
10 0.00 -0.10 -0.20 -0.30 -0.40 -0.30 -0.20 -0.10 0.00
11 0.00 -0.10 -0.20 -0.30 -0.20 -0.10 0.00 0.10 0.00
12 0.00 -0.10 -0.20 -0.10 0.00 0.10 0.20 0.10 0.00
13 0.00 -0.10 0.00 0.10 0.20 0.30 0.20 0.10 0.00
14 0.00 0.10 0.20 0.30 0.40 0.30 0.20 0.10 0.00
15 0.00 0.30 0.40 0.50 0.40 0.30 0.20 0.10 0.00
16 0.00 0.30 0.60 0.50 0.40 0.30 0.20 0.10 0.00
17 0.00 0.30 0.40 0.50 0.40 0.30 0.20 0.10 0.00
18 0.00 0.10 0.20 0.30 0.40 0.30 0.20 0.10 0.00
19 0.00 -0.10 0.00 0.10 0.20 0.30 0.20 0.10 0.00
20 0.00 -0.10 -0.20 -0.10 0.00 0.10 0.20 0.10 0.00

Tablodan goérildigu gibi yay 164t zaman adimindan sonra tekrar eski konumuna gelmekte ve
daha sonra da ayni hareketi tekrar etmektedir. Buna gore hareketin frekansi hesaplanirsa

1

=———————=350hz
16x0.000179

/

elde edilir. Fizikte bu dalga hareketi igin verilen standart formul uygulanirsa

f=[Lj /£=( 1 j /40000x980=350hz
2L w 2x80 1/80

seklinde ayni sonug elde edilir.
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Gorildigu gibi uygulanan sayisal yéntem frekanslar igin tam (exact) sonug vermistir. C6zim
yonteminin kararli oldugu da anlasiimaktadir. Otelemeler icin bulunan c¢oézimlerin ne kadar
dogru oldugu ise izleyen bolimdeki analitik ¢6ziimle daha iyi anlasilacaktir.

5.4.2 D'Alembert ¢oziimii

Titresen yay problemi aslinda analitik ¢6zimi elde edilebilen bir problemdir. Bu analitik ¢6zim
D’Alembert ¢6zimd olarak bilinir.

Yayin otelemeleri igin ¢6zimin, F ve G keyfi fonksiyonlar olmak tzere

u(x,t):F(x+ct)+G(x—ct) (5.34)

seklinde oldugunu varsayalim. Bu ifadenin zamana ve konuma goére ikinci tdrevleri
hesaplanirsa

ou  OF 6(x+ct)+ oG 8(x—ct)

- _ =F" _Gv
ot O(x+ct) ot O(x—ct) ot e

o’u 2ot

P =’ (F"'+G")
ou_  OF a(x+ct)+ oG 6(x—ct)=F'+G'
ox  O(x+ct) ox O(x—ct) ox

2

U g

s

ve yayin osilasyon hareketi icin daha dnceden cikartilan (5.30) denkleminde kullanilirsa

azu Tg a2u n " Tg " "
a—tzziwj? = CZ(F +G ):V(F +G )

denklemin ===

icin saglandigi gorulir. Bu sonug, F ve G fonksiyonlarinin baslangig ve sinir kosullari saglanacak
bicimde bulunmasi halinde (5.30) denkleminin ¢oziminin elde edilecegi anlamina
gelmektedir.

Baslangig kosullarinin

w(x0)=7(x)  Sn0)=g(x)

seklinde verildigini varsayalim. Cézum igin

x+ct

u(x,t)=§[f(x+ct)+f(x—ct)]+(2—]cj [ g(v)av (5.35)

x—ct

seklindeki bir kombinasyonun (5.34) badintisiyla ayni bigimde oldugu ve sinir kosullarini
sagladigi gosterilebilir. Nitekim (5.35) bagintisinda t=0 kondugunda
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ue0) =LA Ge) 7]+ 2 felokiv = £(x)

elde edilmekte olup hizlar icin baslangic kosullarinin saglandigi gorilmektedir. Ayrica (5.35)
bagintisinin t ye gore tirevi alinirsa

10 1 o'
u(x,t) =Ea[f(x+ct)+f(x—ct)]+2—c-§{ j g(v)dv}
ilk terim igin
[f x+ct)+f x— ct }z—[c x+ct c)-f'(x—ct)}
:E[f'(x+ct)—f'(x—ct)]
ve integral terimi icin de I(v) fonksiyonu g(v) fonksiyonun integrali olmak lzere

iiﬁing} SR 1) S RCK T T

2cot|.”, 2c Ot 2c Ot
1
= le-glrrer)=(=c)-glr —cr)]
¢

:é[g(x +ct)+glx —ct)]

olup bu iki bagintida t=0 konarak baslangig aninda tiirev igin

%(x,o)zg[f'(x)—f '(x)]+§[g(X>+g(x)]=g ()

elde edilir. Béylece ivme igin de baslangig kosullarinin saglandigi gorilmektedir.

Bu sekilde (5.35) denkleminin titresen yay probleminin analitik ¢6zimu oldugu gosterilmistir.
Simdi daha 6nce (5.32) badintisiyla 6nerilen sayisal ¢6zimun yukaridaki 6rnek problem igin
(5.35) denklemini ne dlgtide karsiladigini gérmeye calisalim. Oncelikle

EM_I N CﬁM Ji N Ax =cAt
w (Ax) (Ax)

olup sayet herhangi bir t=t,=kAt aninda herhangi bir x=x;=iAx konumundaki 6teleme u ile
gOsterilirse

zc(kAt):k(cAt)zkAx
olup bu 6teleme igin (5.34) bagintisindan

uf =F(x, +ct, )+ G(x,—ct, ) = F (iAx + kAx) + G (iAx - kAx)

=F[(i+k)Ax|+G[(i—k)Ax] (5.36)

bulunur. Bu baginti yardimiyla
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k4l _ ok k k-1
u,  =u gy, —y (5.32)

denklemindeki her bir terim yazilirsa

ul,, =F[(i+1+k)Ax]+G[(i+1-k)Ax]

ul,=F[(i-1+k)Ax |+ G[(i—1-k)Ax]

u ™ =F[(i+k—1)Ax |+ G[(i—k+1)Ax]

u™ =F[(i+k+1)Ax |+ G[(i-k—-1)Ax]

Verilen 6rnekte F ve G fonksiyonlar x degiskeninin lineer fonksiyonlari olup
F(a)+F(b)=F(a+b) G(a)+G(b)=G(a+b)

ozellikleri gegerlidir. Bu kosulla yukaridaki ilk tGg¢ badinti (5.32) denkleminin sag tarafinda
yerlestirildigi taktirde

u' +ul, —u'! =F[(i—1+k)Ax}+G[(i—]—k)Ax]
+F[(i+1+k)Ax |+ G[(i+1-k)Ax]
~F[(i+k=1)Ax|-G[(i—k+1)Ax]

', +ul, —u " =F[(i-1+k)Ax+(i+1+k)Ax—(i+k—1)Ax |
+G[(i—1-k)Ax+(i+1—k)Ax—(i—k+1)Ax]

ul, +ul, —u =F[(i+k+1)]+G[(i-k-1)Ax]

elde edilir. Goruldagu gibi (5.32) esitligi saglanmaktadir.

Bu incelemeden elde edilen sonug basit (5.32) badintisinin ilk zaman adimi igin tam (exact)
sonug verdigi seklindedir. Buna goére daha sonraki adimlar da tam (exact) sonug verecektir.

5.4.3 Baslangi¢ aninda hizlarin sifir olmamasi hali

Onceki 6rnekte baslangic hizlari sifir olmak Uzere bir yayin osilasyon hareketi incelenmisti.
Simdi baslangic hizinin sifir olmamasi halinde ne yapilabilecegini gérmeye calisalim. (5.33)
denklemi hesaplarin baslatilmasi icin hayli basit bir denklem olmakla birlikte verdigi sonuglarin
dogrulugu dnceki 6rnekte sadece g(x)=0 hali icin gésterilmistir. izleyen &érnekte g(x) sifir
olmadigi taktirde (5.33) denkleminin nasil dogru olmayan sonuc verdigi gosterilecek, ayrica
baslangig icin daha iyi bir yol ortaya konacaktir.

Ornek:

9 birim uzunluktaki bir yay baslangicta iki u¢c noktasi arasinda bir dogru parcasi biciminde
denge durumundadir. Osilasyon hareketi bu yaya carpilarak baslatiimakta olup bu bakimdan
baslangi¢c anindaki hizlar sifirdan farklidir ve oéu/ot =3sin(nx/L) seklinde verilmistir. Bir At
zaman adiminin sonundaki ételemeleri hesaplayiniz.

M.A. Yiikselen, HM504 Uygulamali Sayisal Yontemler Ders Notlari



Bolim 5- Kismi diferansiyel denklemlerin sayisal ¢gdzimu 27

Hesaplamalar icin Ax =1 ve & = Tg/w =4 aliniz.

Ax =1 ve yayin uzunlugu 9 birim oldugu igin yay Uzerinde 9 aralik ve 8 adet i¢c hesap noktasi
bulunacaktir.

2
Hesaplamalarda c2:£:4 alinmasi 6ngéralmis olup, ayrica M:] oldugundan
w W(Ax)
C2 (Al)2:] N (At)2 :i N At:gzizo._s
(Ax)z (Ax)z c’ c 2
elde edilir.

Birinci zaman adimindaki oOtelemelerin hesaplanmasi icin daha once (5.33) denklemi
kullanilmisti. Ancak (5.35) denklemi dikkate alinarak hesaplar icin bir baska yol daha oldugu
gorulebilir. Nitekim (5.35) denkleminde t=At konursa ve cAt=Ax oldugu dikkate alinirsa

X+Ax

u(x,,Ar) ——[f (x, +Ax)+ f(x Ax)] (ZICJ j g(v)dv

X+A

u(x,-,Ar)=§[u?1 {jgv)dv} (5.37)

x—Ax

elde edilir. Bu denklemin (5.33) denkleminden tek farki sonuncu terimidir. Sayet g(x)=Sb
alinirsa bu terimler de ayni olacaktir. Ancak simdiki 6rnekte oldugu gibi g(x) sabit olmadiginda
(5.37) denklemindeki integralin bir sekilde hesaplanmasi gerekmektedir.

Asadidaki tabloda yayin sadece sol yarisindaki 4 nokta igin her iki teknikle (5.33 ve 5.37
denklemleri kullanilarak) elde edilen sonuglar analitik sonuglarla birlikte verilmistir. Yayin sag
yarisindaki c¢ozimler simetrik olacaktir. Baslangig hizlan sifir oldugu icin bu iki denklem
dogrudan

u(x, A)=glx)-At] ve |u(x,,Ar)= [Xrgv)dv}, o) = 33"{?}

seklinde uygulanmistir. (5.37) denklemindeki integralin sayisal hesabinda Simpson 1/3
yontemi kullaniimig

xX+Ax
x,,At { Ig }
analitik integral ise

s 17 (7w 1 3L T T
ulx,,At)= _[g v)dv =— [ 3sin| —|dv=—--=|cos| —x,,, |-cos| —x,,
e 2c 7 L 2c mw L L

seklinde hesaplanmistir.

%[g(x”)+ 4g(x,)+glx,,,)]
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X u; (x,0) g (x) (5.33) denklemi (5.35) denklemi
0.0 0.0 0.00000 Simpson 1/3 integrali Analitik integral
1.0 0.0 1.02606 0.51303 0.50272 0.50267
2.0 0.0 1.92836 0.96418 0.94480 0.94472
3.0 0.0 2.59808 1.29904 1.27292 1.27282
4.0 0.0 2.95442 1.47721 1.44752 1.44739

5.0 0.0 2.95442

Bu sonuglar godstermektedir ki sayisal integral kullanilarak (5.35) denklemi ile elde edilen
sonuglar analitik sonuclarla hemen hemen ayni iken (5.33) denklemiyle elde edilen sonuclar
daha az dogrudur. (5.33) denklemi kullanilirken Ax in (ve sonug olarak At nin) kigiltilmesiyle
hassasiyet arttirilabilir.

5.4.4 iki boyutlu dalga denklemi

Sonlu fark yontemi iki- veya Ug-boyutlu hiperbolik kismi diferansiyel denklemlerin ¢6zimu igin
de uygulanabilir. Iki-boyutlu hal icin tipik bir problem bir membranin titresim hareketidir.

Dikdoértgensel bir gergeve igine gerilmis ince, blkdilebilir bir membranin titresimi problemi

2 2 2
8?262864_62{’ , Tg
ot ox” Oy

hiperbolik denklemiyle modellenir. Burada x ve y koordinatlari, £ zamani ve u da 6telemeleri
belirtmektedir. T birim uzunluk basina Uniform gerilme, g yer ¢ekimi ivmesi, w de birim alan
basina agirliktir.

Ax=Ay=h olmak Gzere merkezi farklarla ayriklastirma yapilarak

k+1 k k=1 k k k k k
U, ; _2ui,j +ui,j 2 Ui +ui—1,j +ui,j+1 + i,j-1 _4ui,j 38
iy : (5.38)
(A7) h

ve yeni zaman adimi igin dizenleme yapilarak

2 2 2 2
k1 C (At) k k k k k-1 k c (At)
u; :h—Z(u”I'j fug,tug +u,.yj.7,)—u,.yj +2u"’{]_2h—2 (5.39)
elde edilir. Sayet
cz(At)Z _i
h’ 2
alinirsa sonuncu terim yok olur
a1 _
u" :E(uf”’j +ul, tuyp +uﬁj_,)—uﬁj1 (5.40)

Birinci zaman adimindaki ¢ézim icin baslangic aninda zamana gbére merkezi farklarla

Ou u,” —u;’. . )
(Ejo _ /ZAt J :g(x,- +y,-) - u,j 2”,-,; —2Atg(xl.,yi)
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yazilip son denklemde kullanilarak

wl ==, rul, wul, wul )+ (A)g(x,,y,) (5.41)

bulunur.
Ornek:
xy-Diizleminde 0<x<2, O0<y<2 kare bélgesinde bir A

cerceve igerisine gerilmis olan membran icin A=Tg/w=3
olup membranin ¢esitli noktalarindaki ilk hizlar ve 6telemeler y=2

gey)=0,  u=xQ2-xph(2-y) 2 S G

olarak  verilmistir. ~ Otelemelerin  zamanla  dedisimini 4 5 6
hesaplayiniz. Hesaplamalar icin Ax=Ay=h=1/2 aliniz.

Secilen hilicre genigligi ile 9 adet ic nokta (hesap noktasi) X
elde edilir.

Y

x=2

Zaman adimi =
Ik hizlar g, =0 olup
ilk zaman adiminda ul =

. 1 ,
sonraki zaman adimlarinda u;’ :3( SRS TR T S Vi )—u?‘_’

ile hesap yapilacaktir.

Problemin analitik bir ¢ézimi 0O<x<a, O0<y<b boélgesinde dikdbértgensel bir cerceveye
gerilmis membran icin baslangic kosullarinda otelemeler u = Ax(a —x)y(a —y) olmak tzere

2
m=1n=1I a a b

0 0 2 2
“(x,y’f)=ZZB sin” sinﬂcos[cnt ’Z—Z—n—]

seklinde verilmektedir.

Asadidaki tabloda cesitli zaman adimlarinda elde edilmis ¢ozliimler yer almaktadir. Ayni tabloya
1, 2 ve 5 numaral noktalardaki analitik ¢6zimler de konulmustur.
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Nokta 1 2 3 4 5 6 7 8 9 Analitik ¢6zim
X 0.5 1.0 1.5 0.5 1.0 1.5 0.5 1.0 1.5 0.5 1.0 1.0
y 0.5 0.5 0.5 1.0 1.0 1.0 1.5 1.5 1.5 0.5 0.5 1.0

t
0.000 0563 0.750 0.563 0.750 1.000 0.750 0.563 0.750  0.563 0.563 0.750 1.000
0.204 0375 0531 0375 0531 0.750 0531 0375 0.531 0.375 0.380 0.536 0.755
0.408 -0.031 0.000 -0.031 0.000 0.063 0.000 -0.031 0.000 -0.031 -0.044 -0.009 0.083
0612 -0.375 -0.531 -0.375 -0.531 -0.750 -0.531 -0.375 -0.531 -0.375 -0.352 -0.539 -0.813
0.816 -0.500 -0.750 -0.500 -0.750 -1.125 -0.750 -0.500 -0.750 -0.500 -0.502 -0.746 -1.114
1.021 -0.375 -0.531 -0.375 -0.531 -0.750 -0.531 -0.375 -0.531 -0.375 -0.407 -0.535 -0.691
1225 -0.031 0.000 -0.031 0.000 0.063 0.000 -0.031 0.000 -0.031 -0.015 0.008 0.030
1429 0375 0531 0375 0531 0750 0531 0375 0531 0.375 0410 0.534 0.688

Sonlu-fark ¢dézimlerinde bir simetri mevcut olup belli frekanslarla tekrarlanmaktadir. Analitik
¢bzlimlerle tam bir uyum yoktur.

c(ar) _1

h’ 2

oraninin azaltilmasi ortalama hassasiyette bir iyilik yaratmaz. Analitik ¢ézimlere yaklasmak
icin h hicre genisliginin azaltilmasi gereklidir. Bu durumda Dt de azalacak olup bdylece daha
fazla zaman adiminda hesap yapilmasi gerekecektir. Bu da bilgisayar siiresi agisindan olumsuz
bir durumdur. Bu bakimdan Crank-Nicolson veya ADI gibi kapali ydntemlerin kullaniimasi
Onerebilir.
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Ek 5

SONLU FARK FORMULASYONLARI

Kismi diferansiyel denklemlerde yer alan tirevlerin bilgisayarda sayisal hesabi icin yaklasik
formda yazilmasi gerekir. Bu tip ayriklastirma islemlerine genel olarak sonlu fark formulasyonu
ad verilir.

Sonlu fark formulasyonlari cogu zaman Taylor seri acilimina dayanilarak yapilir. Bunun yaninda
polinomlar yardimiyla da ayriklastirma yapilabilir.

Taylor seri acilimi ve Birinci tiirev icin yaklasimlar

Bir f(x) fonksiyonunun (x+4x) noktasindaki dederi Taylor seri acilimi ile

of (Ax)? d%f (4x)® o°f
f(xX+A4x)=Ff(x)+(Ax)— + + +
( )=10)+( )ax 2! ox? 3 ox®

< (ax) O"F (Ek5.1)
X
=f(x)+
(x) 2 YR
seklinde yazilabilir. Buradan birinci tlirev cekilirse;
I _SerA)-f(0) (M) Sf (A0S (EK5.2)
= > TR .
ox Ax 2! ox 3 ox
veya
(Ax) 8%f  (Ax)? &°f
O(4x) =— - — e Ek5.3
(4%) 21 ox? 3 ox? ( )
hata terimi olmak Gzere kisaca,
I _JEFAZT@) | oA (EK5.4)

Oox Ax

yazilabilir. Bu ifade f buyUklGgunin x ‘e gére birinci tlrevi igin yapilmis birinci dereceden bir
yaklasimdir. Indissel formda

of| f. —f
| =T O(Ax .
oxl Y (4x) (EK5.5)

seklinde gosterilir ve tlrev icin birinci mertebeden ileri fark formdlasyonu olarak adlandirilir.
Adim uzunlugu azaltildikca bu yaklasik formdilin gercek tiireve o kadar yakin olacagi aciktir.

Taylor acilimi,

2 2 3 3
g, @) 0f @) or, (EKS.6)
ox 2! Ox 31 ox

Jx=Ax) = f(x) = (Ax)
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seklinde yazilarak benzeri islemlerle

I _fi- .ﬁ4
| e +0(Ax) (Ek5.7)

seklinde birinci mertebeden geri fark formlilasyonu, veya (Ek5.1) ve (Ek5.6) Taylor acilimlari
birbirinden cikartilarak

(Ax)? &3f
f(x+Ax)—f(x— Ax 2Ax— 2 o Ek5.8
( )=H( )= ox 3 ox° ( :
benzeri islemler sonucu
— ==L 1 O(4x Ek5.9
OX|; 2Ax (4) ( )

seklinde merkezi fark formiilasyonu elde edilebilir. Bu formulasyonun ikinci mertebeden oldugu
dikkati cekmektedir.

Birinci tlrev icin yazilan formilasyonlarda hangi ag noktalarinin kullanildigi asadidaki sekilde
gosterilmektedir.

Ay f(x) \) B4
— Ax) Jx) St Ax)
\f(x+ oy
- P foeag 2 TV
> X > X > X
X x+Ax x-Ax X x-Ax x x+Ax
a) Ileri fark b) Geri fark ¢) Merkezi fark
Ikinci tiirev icin formiilasyon
Taylor serisinin (x+24x) ve (x-24x) noktalarindaki acilimlari
(2AX) o%f (2Ax)3 o3f
f(x+24x)=f(x)+(24x +oreeas Ek5.10
( )=100+( ) 21 x% . 3l ox ( )
F(X - 24x) = F(x) (2Ax) S(2)° O (24%)° O°F (EK5.11)
2l ox? 3 ax® T '
seklinde yazilabilir. (Ek5.1) esitligi 2 ile carpip (Ek5.10) denkleminden cgikartilirsa;
f(x+2Ax)-2f(x+Ax) = f(x)+(Ax)Za f+(Ax)3a S oo (Ek5.12)

ve buradan ikinci tirev gekilirse,
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0%f  f(x+24x)-2f(x + Ax)+f(x)

X’ (x)? +0(4x) (EK5.13)

elde edilir. Bu baginti indissel formda yazilarak ikinci tiirevin

i+1

ox?|. (Ax)?

I

0| f,—2f, +f,
= +

O(4x) (EK5.14)

seklinde ileri fark formdli elde edilir. Benzeri islemler (Ek5.1) ve (Ek5.11) seri acilimlar
arasinda yapilirsa ikinci tirevin geri fark formuli

O%F| _f—2f+f,
ox?| (Mx)?

1

+0(ax) (EK5.15)

seklinde ve (Ek5.1) ve (Ek5.2) badintilari birbiriyle toplanarak benzeri islemler sonucu ikinci
tirevin merkezi fark formdili

O*F| _ fu =2 +f
ox?|, (Ax)?

+0(ax)? (EK5.16)

seklinde elde edilir.

Sonlu fark denklemi

Bir kismi diferansiyel denklemde yer alan bltin tlrevler yukarda gosterilen ydntemlerle
ayriklastirilarak denklemin tamami ayrik formda yazilir ve sayisal g6zimu bu sekilde arastirilir.

Ornek olarak bir f=f(t, x, y) bagimh degiskenine ait

2 2
Z—'Z:a(;—bg—g (EK5.17)

denklemini ayriklastiralim. Zamana goére tirevin sonlu fark agiliminda n Ust-indisi, konuma
gore tldrevlerin sonlu fark acilimlarinda da x yéninde /i alt-indisi ve y yéninde de j alt-indisi
kullanalim. t aninda f fonksiyonunun batin x, y konumlarindaki dederleri bilinsin. Buna gére
zamana gore tilrevin ileri farkla hesaplanmasi uygun olur:

of fi,}”_finj
— = 1+ 0(at Ek5.18
T, T, (At) ( )

Konuma gore tlrevlerin t, aninda veya t,.; aninda ayriklastiriimasina gore iki farkh sonlu fark
denklemi elde edilebilir. t, aninda ayriklastirilma yapilirsa

2 froo—2f" +f". .
5 f_ T ( ”32 "1y 0(ax)? (EK5.19)
X AX

2 fn — 26" +f)
ji: i L UL O(Ay)? (EK5.20)
y y

Bdylece (Ek5.17) denkleminin sonlu fark formilasyonu
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n+1 n n n n n n n
i —f g {fm,/‘ =217 + 12 N fiiq =21 +fi,j1:|

At (Ax)? (ay) (Ek5.21)
rolat, (4x)? , (ay)]
sekline gelir. t,+; aninda ayriklastiriima yapildigi taktirde ise
" £ N flay = 2657 + 12 . fri =265 + 75
At (ax)? (ay) (Ek5.22)

+O[At (ax)?, (Ay)z]
elde edilir.

Bu iki formilasyon arasindaki temel farkhlik elde edilen ayriklastiriimis denklemlerdeki
bilinmeyen sayisidir. (Ek5.21) denkleminde bir tek bilinmeyen var iken, (Ek5.22) denkleminde
5 bilinmeyen vardir.

(Ek5.21) denklemi bitin ag noktalarinda kolaylikla hesaplanir ve bu formilasyona "acik
(explicit) formdiilasyon" adi verilir.

Buna karsilik (Ek5.22) denkleminin her bir ag noktasinda bagimsiz olarak ¢6zUmid mimkin
degildir. BUtin ag noktalarinda yazildiktan sonra elde edilen denklem sisteminin es zamanl
olarak c¢ozilmesi gerekir. Bu nedenle bu formulasyona "kapali (explicit) formdilasyon" adi
verilir.
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