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5.2 DUALITE

5.2.1 Primal — Dual

Herhangi bir DP ile iligkisi olan bir diger DP dual (esters) olarak isimlendirilir. Dual
bilgisi ekonomik ve duyarlilik analizi ile ilgili ilging agiklamalar saglar. Duali alinan DP
primal olarak isimlendirilir. Primal model enbuyukleme sorunu ise dual enktgukleme
sorunu olur. Bu kuralin tam tersi de dogrudur.

Dualitede temel prensip; Primal modeldeki kisitlarin Dual modeldeki karar
degiskenleri ile; Primal modeldeki karar degiskenlerinin Dual modeldeki kisitlarla

iligkili olmasidir.
5.2.2 Bir DP’nin Dualini Bulma
Normal enbliiyiikleme sorununun duali normal enkiglikleme sorunudur.
Normal enblyiikleme sorunu: tim degigskenler = O; tiim kisitlar < .
Normal enkiiglikleme sorunu: tim degiskenler = 0; tim kisitlar = .
Benzer sekilde, normal enktgukleme sorununun duali de normal enbuyukleme
sorunudur.

Normal Enbiylikleme Sorununun Dualini Bulma

PRIMAL
maks z = C1X1+ C2X2 +...+ CnXn
oyle ki anxi+aixe+ ... +ainxn < b1
axix1+axx2+...+axmxn < b2
amXx1+amx2+ ... +amnXn < bm
xi20(=1,2,...,n)
DUAL
min w = biy1+ bay2 +...+ bmym
oyle ki anyr+axy2+ ...+ amym 2 c1
anyrtaxy:+ ... +amym 2 C2

ainy1 +azxny2 + ...+ @mym =2 Cn
yi20(i=1,2,...m)

Normal Enkugiikleme Sorununun Dualini Bulma

PRIMAL
min w = biy1+ bay2 +...+ bmym
oyle ki anyr+axy2+ ... +amym 2 C1
anyr+axy2+ ... +amym 2 C2

ainy1 +azny2 + ...+ @mym =2 Cn
yiz0(i=1,2,...m)
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DUAL
maks z = C1X1+ C2x2 *+...+ CnXn
oyle ki aix1+anxe + ...+ ainXn < b1
azix1 +axx2+ ...+axxn < b2

ér;,1X1 + ;’;i-,;qzxz + ... + an-,,;)}n < bm
xi20(G=1,2,...,n)

Normal olmayan modellerin dualini bulma

Temel prensip;

e Primal modelde bir kisit normalse; Dual modelde ilgili karar degiskeni
normaldir.

e Primal modelde bir kisit normal degil ise; Dual modelde ilgili karar
degiskeni normal degildir.

¢ Primal modelde bir karar degigkeni normalse; Dual modelde ilgili kisit
normaldir.

¢ Primal modelde bir karar degigkeni normal degil ise; Dual modelde ilgili
kisit normal degildir.

Dikkat! Kisitlar i¢cin normal olup olmama problem tipine gore degisir!

Normal Olmayan Enbiiyiikleme Sorununun Dualini Bulma

e Eger i primal kisit = kisitsa, ilgili dual degigken y; < 0 seklinde olmalidir.

e Eger /. primal kisit esitlikse, ilgili dual degisken y; "isareti
sinirlandirimamig” (serbest; unrestricted in sign - urs) degigkendir.

e Eger /. primal degisken urs ise, i. dual kisit esitliktir.

Normal Olmayan Enkugiukleme Sorununun Dualini Bulma

o Eger i primal kisit < kisitsa, ilgili dual degigken x; < 0 seklinde olmalidir

o Eger /. primal kisit esitlikse, ilgili dual degigken x; "isareti
sinirlandiriimamis" (urs) degiskendir.

e Eger /. primal degisken urs ise, i. dual kisit esitliktir

5.2.3 Dual Teoremi
Primal ve dualin en iyi amag fonksiyon degerleri esittir (eger sorunlar i¢in en iyi ¢dzum

varsa).
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Zayif dualiteye gore; dual igin herhangi bir olurlu ¢6zimun w-dederi en az primal igin
herhangi bir olurlu ¢ézimun z-de@eri kadar olabilir > z< w.
e Dual igin herhangi bir olurlu ¢6zum primal amag fonksiyon degeri igin sinir
olarak kullanilabilir.
e Primal ve dual DP problemleri ile ilgili agsagidaki kogullardan bir tanesi
gecerlidir:
o Her ikisinin de en iyi ¢ozUmu vardir ve birbirine egittir: z* = w*.
o Bir problemde ¢6zim sinirsiz iken diger problem olurlu degildir.
o Her iki problem de olurlu degildir.
e Primal enbuylkleme sorunu ise en iyi tablonun sifirinci satirindan en iyi
dual ¢6zim nasil okunur?
‘vi dual degiskeninin en iyi degeri’
= ‘en iyi Ro'da s;hin katsayisr’ (kisiti <ise)
= —‘en iyi Ro'da e/nin katsayisr’ (kisiti 2 ise)
= ‘en iyi Ro'da a/nin katsayis’ — M (kisit i = ise)
e Primal enkugukleme sorunu ise en iyi tablonun sifirinci satirindan en iyi
dual ¢ézim nasil okunur?

‘xi dual degiskeninin en iyi degeri’

= ‘en iyi Ro'da s;hin katsayisr’ (kisiti <ise)
= —‘en iyi Ro'da e/nin katsayisr’ (kisit i 2 ise)
= ‘en iyi Ro’da a/'nin katsayisi’ + M (kisit i = ise)

Ornek: Dual Teoremi
Asagida DP modeli ve en iyi tablosu verilen problemi dikkate alarak dual modeli

bulunuz ve en iyi gozimde dual degiskenlerin degerlerini belirleyiniz.

Primal DP:
Minz=2x1+3x2

0,5x1+0,25x2<4 (Seker Kisitr)

x1+ 3x2>20 (C vit. Kisidr)

X1+ x2=10 (10 oZ'luk sise kisid1)
x1,x22>0 (isaret kisitlamalart)
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Primal DP — en iyi simpleks tablosu

Z | X1 | X2 | S1 e az as ST TD

11 0 0 0 | 12 | (1-2M)/12 | (3-2M)/2 25 z=25
00 0 1 | -1/8 1/8 -5/8 1/4 s1=1/4
00 1 0 | -1/2 1/2 -1/2 5 X2=5
0] 1 0 0 1/2 -1/2 3/2 5 X1=5

5.2.4 Ekonomik Yorum
Primal normal enbuyukleme sorunu oldugunda, dual degiskenler karar vericiye
saglanabilecek kaynaklarin degeri ile ilgili olur. Bu yuzden dual degiskenlerden ¢ogu

kez kaynak gdélge fiyatlari olarak s6z edilir.

Ornek: Dakota Mobilya érnegini dikkate aliniz.
PRIMAL
x1, X2, x3 Uretilen sira, masa ve sandalye sayisini gostersin. Haftalik kar $z iken DP
modeli:

maks z = 60x1+30x2+20x3

8x1+ Ox2+ Xx3< 48 (Tahta kisitr)

4x1+ 2x2+1.5x3 < 20 (Cilalama kisitr)

2x1+1.5x2+0.5x3 < 8 (Marangozluk kisiti)

X1,x2,x3 = 0
DUAL
Farzedelim ki; bir girisimci Dakota'nin tim kaynaklarini (hammadde) satin almak
istiyor. Dual sorunda y1, y2, y3 sirasiyla bir m? tahta, bir saat cilalama isgiligi ve bir saat
marangozluk igin 6denmesi gereken ucreti gosterir.
$w de kaynak satin alma toplam maliyetini gosterir.
Kaynak Ucretleri Dakota'yl satisa tesvik edecek kadar yuksek; girisimciyi
vazgegirmeyecek kadar az olmalidir. Bu durumda da toplam satin alma maliyeti toplam
kar kadar olur.

min w = 48y1+ 20y2+ 8ys

8y1+ 4y2+ 2y3 =260 (Sirakisiti)

6y1+ 2y2+1.5y3 =30 (Masa kisiti)

y1+1.5y2 +0.5y3 =2 20 (Sandalye kisiti)
y1,y2,y3 = 0

Dakota Ornegi en iyi tablosundan ve Lindo sonug raporundan Primal — Dual model

iligkisi inceleyiniz.
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Dakota 6rnegi - En iyi Tablo.

zZ | x4 X2 X3 | S1 s2 s3 ST TD
[ 0 5 0 0 10 10 280 Z =280
ol o0 -2 0 I 2 8 24 s1 =24
Ol 0 -2 I 0 2 -4 8 X3 =8
0 | [,25 0 0 -0,5 1,5 2 X1=2
Dakota o6rnegqi - Lindo Sonuc¢ Raporu
OBJECTIVE FUNCTION VALUE
280.0000
VARIABLE VALUE REDUCED COST
X1 2.000000 0.000000
X2 0.000000 5.000000
X3 8.000000 0.000000
ROW  SLACK OR SURPLUS DUAL PRICES
TAHTA) 24.000000 0.000000
MONTAJ) 0.000000 10.000000
MARANGOZ) 0.000000 10.000000
TALEP) 5.000000 0.000000
NO. ITERATIONS= 2
RANGES IN WHICH THE BASIS IS UNCHANGED:
OBJ COEFFICIENT RANGES
VARIABLE CURRENT ALLOWABLE ALLOWABLE
COEF INCREASE DECREASE
X1 60.000000 20.000000 4.000000
X2 30.000000 5.000000 INFINITY
X3 20.000000 2.500000 5.000000
RIGHTHAND SIDE RANGES
ROW CURRENT ALLOWABLE ALLOWABLE
RHS INCREASE DECREASE
TAHTA 48.000000 INFINITY 24.000000
MONTAJ 20.000000 4.000000 4.000000
MARANGOZ 8.000000 2.000000 1.333333
TALEP 5.000000 INFINITY 5.000000
5.3 DUALITE VE DUYARLILIK

Dual teoremine gore; herhangi bir temel olurlu ¢6zimun en iyi olabilmesi i¢in ilgili dual
¢6zumun dual olurlu olmasi gerekir. Bu sonug¢ yardimiyla agagidaki duyarlilik analizleri

yapilabilir:

e Bir temel dis1 degiskenin amag fonksiyonu katsayisinin degistiriimesi
e Temel disI degiskenin sutununun degistiriimesi

e Yeni bir faaliyet ilave edilmesi

Ornek: Dakota érneginde dual modelin en iyi ¢é6ziminl dikkate alarak asagidaki

sorulari cevaplayiniz.

e Masanin fiyati (x2’nin amag fonksiyonu katsayisi) hangi aralikta degisirse

mevcut temel en iyi olarak kalir?
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e Masanin fiyati 43$ olarak degistirilir, kullandigi tahta 5, montaj isciligi 2 ve
marangozluk saati 2 olursa mevcut temel en iyi olarak kalir mi?
e Dakota sehpa liretmeyi diisinmektedir. Fiyati 15$, — Birer birim

marangozluk, montaj ve tahta kullanacaktir. Bu trlnu tretmek karli midir?

54 TUMLER GEVSEKLIK TEOREMI

Primal ve Dual ¢ozumleri birbiriyle iliskilendiren bir teoremdir. Bu teorem ile en iyi
¢6zimde primal modeldeki kisitlar ile dual modeldeki degiskenlerin ve primal

modeldeki degiskenler ile dual modeldeki kisitlarin iligkileri ortaya konmaktadir.

Karar degiskenleri x1, x2,..., xn olan m tane < kisiti ve bu kisitlarla ilgili s1, s2,..., Sm
gevsek degiskenlerini iceren bir normal en buyukleme probleminin (PRIMAL) duali
karar degiskenleri y1, y2,..., ym; n tane > kisiti ve bu kisitlarla ilgili e1, e2,..., e fazlalik

degiskenlerini igeren bir normal en kagukleme problemi (DUAL) olacaktir.

Bu problemler igin x = [x1, X2, ... Xn] bir primal olurlu ¢6zlim; y = [y1, y2, ... ¥m] ise bir
dual olurlu ¢6zim olsun. x ve y en iyi ¢gézim olabilmeleri igin yalniz ve yalniz asagidaki
kosullar saglanmalidir:

s;y;=0(=1,2,....m)
ex=0(=12,...n)

Diger bir deyigle, en iyi gozumde, bir modeldeki degisken (yi veya x;) pozitif ise diger
modelde bu degigkenle iligkili kisit aktiftir (s; veya e; = 0). Bir modeldeki kisit aktif degil

ise (siveya e; > 0) diger modelde bu kisitla iligkili degisken (yi veya x;) O degerini alir.

Tumler gevseklik teoreminden faydalanarak dual modelinin ¢éziminden primal
modelin ¢ézimune veya primal modelin ¢dzimunden dual modelin ¢ézimine

ulasilabilir. Bu 6zellik agagidaki érnek ile gosterilmistir.
Ornek: Asagidaki verilen DP modelini géz éniine aliniz.

min z = 3x1 +2x2 + 4x3
(")yle ki; 2x1+ x2+ 3x3=60
3x1 +3x2 + 5x3 > 120
X1+ x2 - 3x3 < 150
X1,X2,x3=>0

Bu DP modelinin en iyi ¢ozumu Z= 90, x1 = 0, x2 = 15, x3 = 15 olarak verilsin. Buna
gore dual modelin ¢bzumunu, primal model i¢in golge fiyatlari ve indirgenmis

maliyetleri bulunuz.
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Primal modelin standart bicimi:

min z = 3x1 +2x2 + 4x3

Oyle ki; 2x1 + x2 + 3x3 =60
3x1 +3x2 + 5x3 — e2 =120
X1+ Xx2 - 3X3 +s3= 150

tum degiskenler > 0
Dual modelin standart bicimi:

Maks w =60 y1 + 120 y2 + 150 y3

Oyleki; 2y1+3y2+ y3+ds =3
y1+3y2+ y3 + d2 =2
3y1+5y2-3 y3 +d3 =4

yrurs,y2>0, y3<0, di, d2, d3>0.
Dual modeldeki y1, y2, y3 primal modelin gdlge fiyatlarini; d1, dz, ds ise primal modelin

indirgenmig maliyetlerini verecektir.
Tamler gevseklik teoremine gore en iyi cozumde asagidaki kosullar saglanmalidir:

x1*d1=0; x2*d2=0; x3*ds3=0

y2*e2=0;y3*s3=0
z=90, x1 =0, x2 =15, x3 = 15 olduguna gore e2 = 0 ve s3 = 180’dir.

Kosullarin saglanmasi i¢in d2 = 0, d3 = 0; y3 = 0 olmalidir. Bunlar dual modelde yerine
kondugunda Ug bilinmeyenli G¢ denklem elde edilir:

2y1+3y2+d1=3
y1+3y2 =2
3y1+5y2 =4

Buradan y1 = 1/2; y2 = 1/2; d1 = 1/2 olarak hesaplanir.

Rapor: Dual DP modelinin ¢ozumu: w=0; y1 = 1/2; y2 =1/2; y3 = 0; d1 = 1/2; d2 = 0; d3
= 0. Buna gore primal model i¢in; birinci ve ikinci kisitlarin golge fiyatlari -1/2; Gguncu
kisitin golge fiyati 0’dir. ikinci ve (iglinci karar degiskenlerinin indirgenmis maliyetleri

O’dir. Birinci karar degiskenin indirgenmis maliyeti 1/2'ye esittir.

5.5 DUAL SIMPLEKS YONTEMI

Dual simpleks yontemi g farkli amagla kullanilabilir:

e DP’ye bir kisit eklenmesi durumunda yeni en iyi ¢6zUmu bulma,

e DP’deki kisitlardan birinin sag taraf degerinin degistiriimesi durumunda yeni en iyi
¢6zUmu bulma,

e Baslangicta optimallik kosullarini saglayan problemlerin ¢ozumu
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Dikkat! Dual simpleks yonteminin uygulanabilmesi igin 0. satirin en iyilik (optimallik)

kosullarini saglamasi gerekir!

5.5.1 Dual simpleks adimlari

1. En negatif ST secilir (Cozumden ¢ikacak temel degigken belirlenir)

2. Bu pivot satirin temel degiskeni ¢dzimden ¢ikar,

3. Pivot satirdaki negatif katsayili degiskenler igin oranlar hesaplanir ( [sifirinci
satirdaki katsayi / pivot satirdaki katsayi| ),

4. Mutlak degerce en kiuguk oranli degigken ¢dzime girer.

Dikkat! Pivot satirdaki her degisken negatif olmayan katsayilara sahipse, DP’nin olurlu

¢6zumu yoktur.

Ornek 1:
z X1 X2 Sq So S3 ST D
1 0 0 1.25 0.75 0 41.25 z
0 0 1 2.25 -0.25 0 2.25 X2
0 1 0 -1.25 0.25 0 3.75 X1
0 0 0 -0.75 -0.25 1 -0.75 S3

s3 negatif ST degerine sahip oldugu igin ¢ézimden ¢ikar.

Pivot satirdaki negatif katsayili degiskenler i¢cin hesaplanan mutlak degerce en kiguk
orani olan degisken s1 oldugu igin (| 1,25 /-0,75| ve | 0,75/ -0,25|) s1 gdziime girer.

Satir islemleri yapilir.

z X1 X2 S1 S2 S3 ST TD
1 0 0 0 0.333  1.667 40 z
0 0 1 0 -1 3 0 X2
0 1 0 0 0.667 -1.667 5 X1
0 0 0 1 0.333  -1.333 1 S1

En iyi c0zum: z=40, x1=5,x2=0
5.5.2 Yeni Bir Kisit Ekleme

En iyi ¢6zumU bulunmus bir problemde yeni bir kisit eklenirse; oncelikle mevcut

¢6zUmun kisiti saglayip saglamadidi kontrol edilir. Eger mevcut ¢dézim kisiti sagliyor
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ise ¢ozum en iyi olarak kalir (neden?). EGer saglamiyor ise mevcut ¢ozum olurlu

degildir ve yeni bir gozim bulmak i¢in dual simpleks kullaniimalidir.

Dual simpleks uygulamak icin kisit standart bicime donusturulerek tabloya eklenir. Yeni
eklenen kisitin satirinda temel degigkenlerin katsayilarini 0 yapacak ve kisitla ilgili
gevsek degiskeni temel degisken yapacak elementer satir iglemleri yapilir. Dual

simpleks ile yeni ¢ozum bulunur.

Ornek 2: Dakota 6rneginde pazarlama faaliyetleri icin en az 1 masa Uretmek zorunlu

olursa yeni ¢6zimu bulunuz.

x2 = 1 eklenir.

Mevcut en iyi ¢ozim (z = 280, x1 = 2, x2= 0, x3 = 8) yeni kisiti saglamadigi icin artik

olurlu degildir. Yeni en iyi ¢dzUmu bulmak igin en iyi tabloya yeni bir satir eklenir:
X2—e5=1

es'i TD olarak kullanabilmek icin bu denklemi -1 ile ¢arpilir:

—Xx2+e5=-1
Yeni tablo:

z X4 X5 X3 S1 S5 S3 S4 e; | RHS BV

1 0 5 0 0 10 10 0 0 280 z=280
0 0 -2 0 1 2 -8 0 0 24 s,=24
0 0 -2 1 0 2 -4 0 0 8 X3 =8

0 1 1.25 0 0 05 15 0 0 2 X =2

0 0 1 0 0 0 0 1 0 5 $;=5

0 0 -1 0 0 0 0 0 1 -1 es=-1

es cozumden ¢ikar ve x2 gozUme girer.
En iyi ¢c6zum (yeni tabloyu kendiniz bulunuz):
z=275,81=26,x3=10,x1=3/4, 54 =4, x2=1

Ornek 3: Dakota drnegine x1 + x2 = 12 kisitininin eklendigini varsayarak yeni ¢ézimii
bulunuz.
Mevcut en iyi ¢cozim (z = 280, x1= 2, x2= 0, x3 = 8) yeni kisitl saglamadigi i¢in artik
olurlu degildir.
Yeni en iyi ¢c0zUmu bulmak igin en iyi tabloya yeni bir satir eklenir:

X1+ x2—e5=12
es'i TD olarak kullanabilmek i¢in bu denklemi -1 ile ¢arpilir:

—X1—X2+e5=-12
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Yeni tablo:
z X1 Xo X3 Sy S5 S3 S, es ST TD
1 0 5 0 0 10 10 0 0 280 z
0 0 -2 0 1 2 -8 0 0 24 Sy
0 0 -2 1 0 2 -4 0 0 8 X3
0 1 125 0 0 -0.5 1.5 0 0 2 X1
0 0 1 0 0 0 0 1 0 5 Sy
0 -1 -1 0 0 0 0 0 1 -12 es

Dikkat! Bu tabloda temel deg@isken olan x1’in yeni eklenen satirdaki katsayisi O degildir.

x1’i TD olarak kullanabilmek igin satir iglemi yapilir (R5 = R5 + R3):

z X1 X5 X3 S4 S, S3 Sy es ST TD

1 0 5 0 0 10 10 0 0 280 z

0 0 -2 0 1 2 -8 0 0 24 Sy

0 0 -2 1 0 2 -4 0 0 8 X3

0 1 125 0 0 05 15 0 0 2 X4

0 0 1 0 0 0 0 1 0 5 Sy

0 0 025 O 0 05 15 0 1 -10 €s5
iterasyonlar:

z X1 Xy X3 Sq So S3 Sy €5 ST TD

1 0 10 0 0 0 40 0 20 80 z

0 0 -1 0 1 0 -2 0 4 -16 S1

0 0 -1 1 0 0 2 0 4 -32 X3

0 1 1 0 0 0 0 0 -1 12 X1

0 0 1 0 0 0 0 1 0 5 S4

0 0 -0,5 0 0 1 -3 0 -2 20 S

V4 X1 X2 X3 S1 So S3 S4 €es ST D

1 0 0 10 0 0 60 0 60 [ -240 z

0 0 0 -1 1 0 -4 0 0 16 S1

0 0 1 -1 0 0 -2 0 -4 32 X2

0 1 0 1 0 0 2 0 3 -20 X1

0 0 0 1 0 0 2 1 4 -27 S,

0 0 0 -0,5 0 1 -4 0 -4 36 Sz

Pivot satirdaki her de@isken negatif olmayan katsayilara sahip:

DP’nin olurlu cozimu yoktur.

5.5.3 Baslangigta optimallik kosullarini saglayan problemlerin ¢oziimiu

Baslangigta optimallik (en iyilik) kosullarini saglayan problemlerin gézimunde dual
simpleks kullanilabilir:
Min probleminde tim amag fonksiyonu katsayilari pozitif veya sifir olmalidir,

Maks probleminde tim amag fonksiyonu katsayilari negatif veya sifir olmaldir.
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Ornek 4:
Asagidaki DP’yi ¢o6zunUz:
min z = x1 + 2x2
oyleki x1—2x2+ x324
2X1+ X2—Xx326

X1, X2, x320

Bu en kugukleme (min) probleminde amag fonksiyonu katsayilari pozitiftir. Simpleks
tablosu olusturuldugunda RO’daki tum katsayilar O veya negatiftir. Bu ylizden problem

baglangigta optimallik kosullarini saglamaktadir. Dual Simpleks asagidaki gibi
uygulanabilir.

z X4 Xo X3 e es ST TD
1 -1 -2 0 0 0 0 z
0 -1 2 -1 1 0 -4 e
0 -2 -1 1 0 1 -6 e,
z X1 X2 X3 €1 (5] ST TD
1 0 -1.5 -0.5 0 -0.5 3 z
0 0 2.5 -1.5 1 -0.5 -1 e
0 1 0.5 -0.5 0 -0.5 3 X1
y4 X1 X2 X3 e e ST D
1 0 -2.333 0 -0.333 -0.333 | 3.3333 z
0 0 -1.667 1 -0.667 0.3333 | 0.6667

0 1 -0.333 0 -0.333 -0.333 | 3.3333 X1

En iyi cozum: z=10/3, x1 =10/3, x2=0, x3 = 2/3
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6. DP’DE iLERiI KONULAR

6.1 DUZELTILMIi$S SIMPLEKS YONTEMi

Klasik simpleks yontemi bilgisayarlar icin en etkin yontem degildir. Clinkd mevcut
adimda veya sonraki adimlarda gerekli olmayan veriler hesaplanir ve depolanir.
Duzeltiimis simpleks, Simpleks yontemi adimlarinin daha az hesaplama ile
uygulanmasini saglayan sistematik bir prosedirdir. Ozellikle bilgisayar programlarinin
daha az veri saklamasini saglar.
Simpleks yontemde her bir iterasyonda gerekli olan bilgiler sunlardir:

e Temel olmayan degiskenlerin Satir 0 (R0)’daki katsayilari,

e (CoOzume girecek degiskenin diger denklemlerdeki katsayilari,

e Sag taraf degerleri.
Simpleks yonteminde tim tablodaki degerler hesaplanirken duzeltiimis simpleks
yonteminde sadece yukarida verilen bilgiler hesaplanarak etkin bir algoritma

olusturulur.

6.1.1 Simpleks yonteminin matris formunda gosterimi
Degisken sayisi=n, kisit sayisi=m olmak Uzere,

Maks Z = cx

Oyle ki; Ax =b , x > 0.

Burada x karar degigkenleri vektorl, ¢ amag fonksiyonu katsayilari vektora, A teknoloji
katsayilari matrisi, b sag taraf degerleridir.

Ornegin asagida verilen Dakota Mobilya DP’si igin;

maks z = 60x1+30x2+20x3

oyle ki  8xi1+ 6x2+ x3 <48
4x1+ 2x2+1.5x3 < 20
2x1+1.5x2+ 5x3< 8

X2 <5
X1,X2,x3 = 0
% 8 6 1 48
x=[xz],c=[60, 30,201, A=|5 1?5 é:g b= 280 olur.
X3 0 1 0 5
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Notasyon tablosu

c 1 x n satir vektoru, amag fonksiyonu katsayilari

X n x 1 sutun vektoru, karar degiskenleri

A m x n matrisi; teknoloji katsayilari

b sag taraf degerleri vektoru

BV temel degiskenler kimesi (BV’'nin ilk elemeni ilk kisittaki temel degisken,

BV’nin ikinci elemeni ikinci kisittaki temel degisken, ....,

BV, Jinci kisittaki temel degisken

NBV temel olmayan degigkenlerin kimesi

a; orijinal problemde kisitlarin x; sGtunu

B m x m matrisi; jinci sutunu orijinal kisitlarda BV;igin olan sttunlardan olusur

N m x (n - m) matrisi; sutunlari orijinal kisitlarda temel olmayan degiskenler
igin olan sutunlardan olusur

Cj amagc fonksiyonunda x;nin katsayilari

cB 1 x m satir vektoru; finci elemani BV/nin amag fonksiyonu katsayisi

CN 1 x(n-m) satir vektord; jinci elemani NBV’nin finci elemanina karsilik gelen
amag fonksiyonu katsayisi

XB m x 1 sutun vektoru, temel degiskenler

XN n-m x 1 sutun vektoru, temel disi1 degiskenler

Simpleks yontemde herhangi bir temel olurlu ¢ozum icerdigi temel degiskenler ile ifade

edilebilir. Bunun i¢in BV temel degiskenler kimesinin tanimlanmasi gerekir.

Herhangi bir BV igin A, x ve ¢ temel ve temel disi degiskenlere karsi gelen sutunlara

gore iki kisma ayrilirsa;

A =[B, N]
X = [XB, XN]
c = [cB, CN]

elde edilir. Bunlara gore ilgilenilen DP asagidaki gibi duzenlenebilir:
Maks Z = cgxg + cyXp
Oyle ki; Bxg + Nxyg =b
xBv, Xnsv >0

buradaki sembollerin tanimlari notasyon tablosunda verilmigtir.
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Bu modelde B matrisi dogrusal bagimsiz vektorlerden olustugu igin tersi alinabilirdir.
Temel degiskenlerin ilgili temel olurlu ¢ozimdeki degerlerini bulabilmek igin kisitlarin

her iki tarafi B! ile carpilir:

B !Bxz + B"'Nxy =B~'b

Xp + B_lNXN = B_lb
Burada B™IN temel disi degiskenlerin simpleks tablosundaki katsayilarini, B™b ise
sag taraf degerlerini verir.
Simpleks tablosundaki sifirinci satiri bulabilmek icin Z = cgxg + cyxy denkleminde xg
yerine B~'b — B~!Nxy yazilirsa;

7= CB(B_lb - B_lNXN) + CNXN

7+ (CBB_IN - CN)XN = CBB_lb
Burada (cgB™IN — cy) temel disi degiskenlerin sifirinci satirdaki katsayilari, cgB~'b
ise sifirinci satirin sag taraf degeridir. Bir temel digi degiskenin sifirinci satirdaki
katsayisi indirgenmis maliyet olarak adlandirilir ve z; —¢; = cBVB‘laj —¢; seklinde

ifade edilebilir.

Verilen formulere gore herhangi bir temel olurlu ¢ézimdeki BV igin simpleks tablosu

asagidaki gibi oturusturulabilir.

z Xp Xy ST
Zz 1 0 CBB_lN — Cy CBB_lb Satll’ O (RO)
Xp 0 I B™IN B~'b | Satir1 —m (R1-Rnm)

Bu tablo UGzerinden en iyilik kogulu (maks problemi igin) cgB™*N — ¢y = 0’dir. Eger
herhangi bir j temel disi degiskeni igin z; — ¢; = cBVB‘laj — ¢;j < 0 ise mevcut tablo en
iyi degildir. Hangi temel disi degigkenin temel; hangi temel degiskenin temel digi
olacagina karar verilerek sonraki iterasyona gegilir.

Yukarida verilen tabloda ¢6zime girmeyecek olan temel disi degiskenler igin
hesaplanan B~1N degerleri simpleks yontemde kullaniimaz. Kullaniimayacak verilerin
hesaplanmasi ve depolanmasi blylk problemlerde etkinligi distirmektedir. Bu ylzden

asagida adimlari verilen duzeltiimis simpleks yontemi gelistirilmistir.
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6.1.2 Duzeltilmis Simpleks Yontemi Adimlari
(Maks problemi igin)
Adim 0: B! in okunacagi sttunlarin belirlenmesi. Baglangigta, B-' = 1.
Adim 1: Mevcut tablo igin w = cgB~! hesaplanir, (w simpleks garpani veya dual/ golge
fiyat olarak adlandirilir)
Adim 2: Tim temel olmayan degiskenler icin RO’daki katsayilar (z; — ¢; = cgyB™'a; —
¢; = wa; — ¢;) hesaplanir.
e TUm katsayilar negatif olmayan degerler almis ise, mevcut ¢6zum en iyidir.
e Mevcut ¢cozum en iyi degil ise en negatif katsayili degisken ¢dézime girecek
degisken olarak belirlenir. Bu degiskene xx denir.
Adim 3: xx ‘nin hangi satirdan temel degisken olarak girecegini belirlemek igin,
* xx’'nin mevcut tablodaki siitunu hesaplanir (y; = B™'a; )
e Mevcut tablonun sag taraf degeri hesaplanir (b = B~'b)
¢ Oran testi ile hangi degiskenin temel disi olacagi belirlenir.
e Yeni BV kuimesi bulunmus olur.
Adim 4: Mevcut tablodaki xk nin temele girmesi icin gerekli ERO’lar belirlenir. Bu

ERO’lar mevcut B-"e uygulanirsa yeni B elde edilir. Adim 1’e doéndlir.

Duzeltilmis simplekste kullanilan formiiller

Formiil Aciklama

y; = B 1a; BV tablosundaki x; stttinu

w = cgB1! Simpleks carpanlari — golge fiyat

z; —¢; = cgB7la; — ¢ x; nin RO’daki katsayilari — indirgenmis maliyet

= Wa]- — C]'

b=B"1b BV tablosundaki kisit sag taraf degerleri — temel

degisken degerleri
Z = cgB~1b = cgb = wb | BV tablosunda R0'daki sag taraf degeri - Amag

fonksiyonu degeri

Ornek 1. Asagidaki DP'yi diizeltilmis simpleks ile ¢dziiniz.

Maks Z = x1 + 2X2 — X3 + X4 + 4X5 — 2Xs
Oyle ki;x1 +x2+ X3+Xa+ X5+ X6<6
2X1 — X2 — 2X3 + X4 <4
X3+ Xa+2X5+X6<4

Tam degiskenler > 0
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Oncelikle problem standart bigime dénlstirdlir:

Maks Z = x1 + 2X2 — X3 + X4 + 4X5 — 2X6

Oyle ki; x1 + x2+ X3+ X4 + X5+ X6 + 1 =6
2X1 — X2 — 2X3 + X4 + s2 =4
X3 + X4 + 2X5 + Xo +s3=4

Tum degigkenler > 0

Baslangicta gevsek degiskenler temel degiskendir. BV = {s1, s2, s3}

1 0 O
Adim0: B =[a7,as, a9l =1,B'=B=1= [0 1 0]

0 0 1
1. iterasyon

Adim 1: BV ={s1, s2, 83}, B1=1, ¢z =1[0,0,0]
w = cgB~!; w = [0,0,0]I = [0,0,0]

Adim 2: (z; — ¢; = cgyB™'a; — ¢; = wa; — ¢;) hesaplanir.

1 1

Z1—C = [0,0,0] 2] —-1=-1 ; Zy —Cyp = [0,0,0] [—1] —2=-2
10 0
-1 1T

Z3 — C3 = [0,0,0] =2| - (_1) =1 ; Zy — Cy = [0,0,0] 1| - 1=-1
L1 [ 1]
1 1

zs —c5 = [0,0,0] |0 — 4 = —4; Zg — Ce = [0,0,0] [0 — (—2) =2
12 1]

indirgenmis maliyeti negatif olan degiskenler var, bu yiizden ¢6zim en iyi degildir. En
negatif indirgenmis maliyet degerine sahip olan xs gozime girer.
Adim 3: gikan degiskenin belirlenmesi;

1 1
x5 in mevcut tablodaki sttunu: y; = B‘1a5=IH = H;
2 2

6 6
Mevcut tablonun sag taraf degeri: b= B~'b =1 [4] = [4]
4 4

6 1 6
Oran testi: [4] / [0] =—
41 12 *

Yeni BV={s1, s2, x5 }

s3 ¢ozlimden c¢ikar

0
Adim 4: Yeni BV igin B! hesaplanir. y'i [0] haline getirmek icin gerekli ERO’lar B’ye
1

11 [0
uygulanir. H > H igin R3' = R3/2; R1' = R1 - R3; R2’ = R2.
2]
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1 0 O 1 0 -1/2
Bu islemler B~ = [0 1 ol’e uygulanirsa yeni B~ = [0 1 0 ] olarak bulunur.
0 0 1 0 0 1/2
2. iterasyon
1 0 -1/2
Adim 1: BV={s1,s2,x5},B™ 1 = [O 1 0 ] g = [0,0,4]
0 0 1/2
1 0 -—-1/2
w=cgB™!; w=1[0,04] [O 1 0 ] = [0,0,2]
0 0 1/2

Adim 2: (zj — ¢j = cgyB~ a] ¢; = wa;j — ¢;) hesaplanir.

1
Zl_Clz[0,0,Z] 2 _1:_1 , ZZ_CZZ[O,O,Z] _1 _2:_2

L0

1
Z3 — C3 = [0,0,2] =2 - (_1) =3 ; Zy — Cy = [0,0,2] 1] — 1=1

L1

1
Zg — Cg = [0,0,2] 0] — (_2) = 4, Zg — Cqg = [0,0,2] 0] — 0=2 ;

|1

indirgenmis maliyeti negatif olan degiskenler var, bu yiizden ¢éziim en iyi degildir. En
negatif indirgenmis maliyet dederine sahip olan x2 ¢éztime girer.

Adim 3: Cikan degiskenin belirlenmesi;

1 O —1/2 1
x2 nin mevcut tablodaki sttunu: y, = B~1a,= [ ] [ = —1];
0 0 1/2

. 1 0 —1/2 4
Mevcut tablonun sag taraf degeri: b = B™'b = [ ] [ = 4]
0 0 1/2

4 * 5, coziimden ¢ikar
Oran testi:

Yeni BV= {xz, s2, X5}

1
Adim 4: Yeni BV igin B! hesaplanir. y,'yi [0
0

haline getirmek igin gerekli ERO’lar B'ye

uygulanir. [ [ ] icin R1"=R1; R2’=R2 + R1’; R3’ = R3.
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1 0 -1/2 1 0 —-1/2
Bu islemler B~ = [O 1 0 ]’e uygulanirsa yeni B~ = [1 1 —1/2] olarak
0 0 1/2 0 0 1/2
bulunur.
3. iterasyon
1 0 —-1/2
Adim 1: BV={x2, s2, x5}, B™1 = [1 1 —1/2], cg = [2,04],
0 0 1/2
1 0 —-1/2
w=cgB™1;w=1204] [1 1 —1/2] =[2,0,1]
0 0 1/2
Adim 2: (z; — ¢; = cgyB™'a; — ¢; = wa; — ¢;) hesaplanir.
1] [ 1
Z1—C = [2,0,1] 21— 1=1 ; Z3 — C3 = [2,0,1] —2| = (_1) =4 ;
0] [ 1
1] [1
Zy — Cy = [2,0,1] 1] — 1= 2, Zg — Cg = [2,0,1] ol — (_2) = 5,
1) 1

1 0
Zy — Cy7; = [2,0,1] [O] —-0=2 ; Zg — Cg = [2,0,1] [0] —-0=1 X
0 1

indirgenmis maliyeti negatif olan degisken yok, bu yiizden ¢ézim en iyidir.

Temel degiskenlerin degeri x; = b = B~ b formiilii ile hesaplanirsa;

x,1 1 0 —1/21161 T[4
Sz |= [1 1 —1/2] [4] = [8] olarak bulunur. Temel dis1 degiskenlerin degeri O’dir.
xs] lo o 172114l 2

Amag fonksiyon degeri Z = cgB™1b = cgyb = wb formiiliine gore;

6
Z=wb =[2,0,1] [4] = 16 olur.
4

6.1.3 Duzeltilmis Simpleks Yontemi Tablo Gosterimi

Duzeltilmis simpleks yontemi ile elle ¢ézmek igin tablo gosteriminden faydalanilabilir.
Bunun igin tabloda simpleks yonteminden farkli olarak sag taraf degerleri, simpleks
carpanlari w ve temel matrisin tersi degerleri saklanir. Gerekli oldugunda ¢6zime
girecek degigkenin katsayilari tabloya ek olarak ilave edilir.

Baglatma adimi

B~ ile bir temel olurlu ¢dzim bul. w = czB~', b = B~'b hesaplayarak asagidaki

duzeltilmis simpleks tablosunu olustur:
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Temel tersi ST
w czb
B! b

Ana adim

Her temel digl degigken igin z; — ¢; = wa; — ¢; hesapla.

Zy — Cp = meljn{Z] — ¢;} belirle. Eger z, — ¢, = 0 ise dur! Mevcut ¢dziim en iyi géziimdiir.
]

Degil ise y, = B™'a, hesapla. Eger y, < 0 ise en iyi ¢ozim sinirsizdir. Eger y, < 0 ise

[Zk—Ck

y—] sutununu tablonun sagina ekle.
k

Temel tersi ST X,
\"" CBB Zi — Ck
B! b Vi

o . . by . (b
rindisini standart oran testi ile belirle: — = min {—L:yik > O}
Yrk 1<ism Wik

yrK'ya gore pivot islemler yaparak tabloyu guncelle, ana adimi tekrar et.

Ornek 2. Asagidaki DPyi diizeltiimis simpleks ile ¢éziiniz.

maks z = 60x1+30x2+20x3
Oyle ki; 8x1+ 6xe+ x3<48
4x1+ 2x2+ 1,5x3<20
2x1+1,5x2+ 0,5x3< 8
X1, X2, X320

Oncelikle problem standart bigime dénlstirdlir:
maks z = 60x1+30x2+20x3

Oyle ki; 8x1+ 6x2+ X3 + St =48
4x1+ 2x2+ 1,5x3 +s2 =20
2x1 + 1,5x2 + 0,5x3 +s3=8

Tum degigkenler > 0
Baslatma adimi

Bagslangicta gevsek degiskenler temel degiskendir. BV = {s1, s2, s3},

1 0 0
B'1=B=I=[O 1 o]; w = czgB~1 =[0,0,0]I = [0,0,0]
0 0 1
48 48 48
b=B'b=1I [zo] = [20] czb =[0,0,0] [20] =0
8 8 8
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Duzeltilmig simpleks tablosunu olustur:

Temel Tersi ST
z 0 0 0 0
S1 1 0 0 48
S2 0 1 0 20
S3 0 0 1 8

Ana adim — 1. iterasyon

Her temel digi degisken igin z; — ¢; = wa; — ¢; hesapla.

Zy—CL=WwWa; — ¢ = [0,0,0]

ZZ_CZ =WaZ—C2 S [0,0,0]

Z3 —C3 = Wdz — C3 = [0,0,0]

8

4 —_
|2

R
2
[1,5]
=
1,5

10,51

60 = —60
—30=-30
—20=-20

zy — ¢, = min{z; — ¢;} = min{-60,-30,—-20} = —60 < 0 ; mevcut temel olurlu ¢6ziim

j€J

: [Z"y;c"] stitununu tablonun sagina ekle.
k

Oran

48/8 =6

20/4=5

en iyi degildir.
8] [8
x1 ¢gozlime girer; k=1.y; =B la; =1 4]=[4
121 12
Temel Tersi ST X1
z 0 0 0 0 -60
S1 1 0 0 48 8
S2 0 1 0 20 4
S3 0 0 1 8 2

8/2=4**

Oran testiile gcikan degisken sz olarak belirlenir. Yeni tabloyu elde etmek igin duzeltilmig

—60
simpleks tablosuna eklenen sutuna gore pivot islem yapilir 2
2
R3 =R3/2; R2'=R2-4R3, R1 =R1-8R3,
Temel Tersi ST
z 0 0 30 240
S1 1 0 -4 16
S2 0 1 -2 4
X1 0 0 0,5 4

Ana adim — 2. iterasyon

RO’ = RO + 60R3’

Her temel digi degisken igin z; —c; = wa; — ¢; hesapla. w vektorini duizeltilmis

simpleks tablosu R0’dan al!

Zy —Crp = Way; —C = [0,0,30] [ 2
1,5
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Z3z3 —C3 = wadz — C3 = [O, 0,30]

Zg — C6 = Wa6 - C6 S [0, 0,30]

Zp — Cp = mimz; —
min{z;

x3 gbzlime girecek; k=3. y; = B la; = [ ]
0 0 05

tablonun sagina ekle.

z
S1
S2
X1

END331 2018-2019

[ 1

1,5] —-20=-5
10,5

[0

O] —0=30

i

Temel Tersi ST
0 0 30 240
1 0 -4 16
0 1 -2 4
0 0 0,5 4

X3

-5

¢;} = min{15,-5,30} = —5 < 0 ; mevcut ¢6zim en iyi degildir.

] [0 25] [%-2] stitununu

Oran

-1

0,5

4/0,5=8"*

0,25

4/0,25=16

Oran testiile gcikan degisken sz olarak belirlenir. Yeni tabloyu elde etmek igin duzeltilmig

simpleks tablosuna eklenen sutuna gore pivot islem yapilir

R2'=R2/0,5; R1 = R1+ R2,
Temel Tersi ST
z 0 10 10 280
S1 1 2 -8 24
X3 0 2 -4 8
X1 0 -0,5 1,5 2

Ana adim — 3. iterasyon

-5

-1
0,5

0,25
R3'=R3-0,25R2’, R0’ = R0 + 5R2’

Her temel disi degisken igin z; —c; = wa; — ¢; hesapla. w vektorini duizeltilmis
simpleks tablosu R0’dan al!

Zy —Cr = Wap, —C = [0, 10, 10]
Zy — Cg = Wdg — C5 = [0, 10, 10]
Zg — C6 = Wa6 - C6 S [0, 10, 10]

Zp — Cp = mimz; —
min{z;

Degiskenlerin ¢cozimdeki degerleri tablodan gorulebilir:

=2, X2=

0, x3=

8,z=280.

[ 6
21-30=5
1,5
01
11—-0=10
0]
0
0]—0=10
[ 1]

¢j} = min{5,10,10} = 5 > 0 ; mevcut temel olurlu ¢6zim en iyidir.
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Ornek 3. Asagidaki DP’yi diizeltilmis simpleks ile ¢dziinlz.

Maks X1 — X2 — X3 + X4 + X5 — 2Xe

Oyle ki;
X1+ X2 + X3+ X6 =6
2X1 + X2+ 2X3 + X4 + X5 <9

X3 + Xs+ X6 =3
xi20,i=1,2,...,6.
Dikkat! Bu DP’de baglangi¢ temel olurlu ¢6zim bulabilmek i¢in Buyluk M yontemi

kullantlir.

Ornek 4. Asagidaki DP icin BV= {x1, x2, X3} ¢cdziimiiniin temel olurlu ¢6ziim oldugunu
gosteriniz. Bu ¢ozumden baslayarak en iyi cozumu bulunuz.

Maks X1 — X2 — X3 + X4 + X5 — 2Xe

Oyle ki;
X1+ X2+ X3 + X6 > 6
2X1+ X2+ 2X3 + X4 + X5 <9

X3 + Xs+ X6 =3
xi20,i=1,2,...,6.
Dikkat! Bu DP’yi ¢ozmek igin BV= {x1, x2, xa} ile ilgili B matrisinin belirlenmesi ve B

matrisinin hesaplanmasi gerekmektedir.

6.2 SIMPLEKS KULLANARAK DUYARLILIK

Simpleks kullanarak yapilabilecek duyarlilik analizleri Dakota mobilya érneginde
incelenecektir. Dakota mobilya probleminde x1, x2, x3 sirasiyla Uretilen sira, masa ve
sandalye miktari olarak tanimlanmistir.

Kari enbuyuklemek i¢in kurulan DP:

maks z=  60x1 + 30x2 + 20x3
8x1 + 6x2 + X3 + St =48 Tahta
4x1 + 2x2 +1.5x3 + S2 =20 Montaj
2x1 +1.5x2 + .5x3 + 83 = 8 Marangozluk

Bu problemin en iyi ¢6zimu (Simpleks tablosu):

z +5x2 +10s2  +10s3 =280
-2X2 +S1 +2s2 -8s3 = 24

-2X2  +X3 +282 -483 = 8

+x1 +1.25x2 -5s2 +1.5s3 = 2
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En iyi gozlimde BV: {s1, x3, X1} , NBV:{x2,s2,s3}, w = csB-'=[0,10,10] ve
1 2 -8
B™l= [0 2 —4] .
0 -05 15

Duzeltilmis simpleks tablosu:

Temel Tersi ST
z 0 10 10 280
S1 1 2 -8 24
X3 0 2 -4 8
X1 0 -0,5 1,5 2

Analiz 1: Temel disi degiskenin amag¢ fonksiyonu katsayisinin degismesi

x; temel digi degigkenin amag fonksiyonu katsayisi ¢’ olursa; bu degiskenin en iyi
tablodaki indirgenmis maliyeti [z; — ¢; = csB-'a; - ¢ ] kontrol edilir.

Eger z; — ¢; = 0 ise (Maks problemi igin) mevcut temel en iyi kalir ve mevcut ¢ozim
degismez.

Egder z; — ¢; < 0 ise (Maks problemi i¢in) mevcut temel en iyi degildir, x; gozime girer
ve oran testi ile hangi dediskenin ¢dzUmden gikacagi belirlenerek yeni ¢d6zim simpleks
yontem ile elde edilir.

x; temel digiI degiskenin amag fonksiyonu katsayisi i¢in mevcut temel ¢ézimun en iyi
kalacagi araligi bulunmak igin; ¢j = ¢; +6 kabul edilerek 6'nin z; —¢; =0 (Maks

problemi icgin) esitsizligini saglayan degerleri bulunur.

Ornek 1. Dakota Mobilya problemi igin x2'nin amag fonksiyonu katsayisi hangi

araliklarda degisirse mevcut temel ¢ozim en iyi kalir?

6
c? =30+5 = 22—62=[0,10,10][2
1,5

5-620 = 05

—(30+5) >0

veya c> < 35 iken mevcut temel degismez.

Ornek 2. Dakota Mobilya probleminde masanin satig fiyati 40 birim olursa yeni ¢éz{iim

ne olur?
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Masanin satis fiyati x2’nin amag fonksiyonu katsayisidir. 40 olursa Ornek 1’den
6

gorulebilecedi gibi mevcut temel en iyi degildir. z, — ¢, = [0,10,10][ 2 ] - (40) = -5
1,5

olarak hesaplanir ve x2 ¢ézime girer. Oran testi ile x1’in ¢dzimden ¢ikacagi belirlenir

ve simpleks ile yeni ¢o6zUm bulunur (lutfen kendiniz bulunuz).

Analiz 2. Temel degiskenin amag¢ fonksiyonu katsayisinin degigsmesi

xk temel degiskenin amag fonksiyonu katsayisi ¢’k olursa; tum temel digi degiskenlerin
indirgenmis maliyetleri [z; — ¢; = ceB-'a; - ¢; ] kontrol edilir.

Eger tim temel disi degiskenler igin z; — ¢; = 0 ise (Maks problemi igin) mevcut temel
en iyi kalir. Mevcut ¢dziimdeki amag fonksiyonu degeri degisir ve Z = cgB~'b = cgb
formalu ile hesaplanir.

Egder en az bir temel disi degisken igin z; — ¢; < 0 ise (Maks problemi igin) mevcut
temel en iyi degildir, en negatif katsayil x; ¢ozime girer ve oran testi ile hangi
degiskenin ¢ézumden ¢ikacagi belirlenerek yeni ¢6zim simpleks yontem ile elde edilir.
xx temel degiskenin amag fonksiyonu katsayisi igin temel ¢6zimun en iyi kalmasini
saglayacak araligi bulunmak igin; ¢k = cx +d kabul edilerek &'nin tim temel disi
degiskenler icin z; —c; =0 (Maks problemi igin) esitsizligini saglayan degerleri

bulunur.

Ornek 3. Dakota Mobilya probleminde siranin satig fiyati (x1'in amag fonksiyonu
katsayisi) hangi araliklarda degisirse mevcut temel ¢ozum en iyi kalir?
¢’y =60 +5

1 2 -8176
z, — ¢, = [0,20,60 + 81|02 —4”2]—30 >0 = 5+1255 >0 = 5>-4
0 —05 151115
1 2 —81[0
Zs—cs =[0,20,60+68][0 2 —4[[1]-0>0 = 10-055 >0 = §<20
0 —05 1,5]l0.
1 2 —81[0
Zg—co = [0,20,60+68]|0 2 —4[lo]-0>0 = 10+155 >0 = §>-20/3
0 —05 1,511

Sonug olarak -4 <5 <20 ; veya 56 < ¢’ < 80 ise mevcut temel en iyi kalir.
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Ornek 4. Dakota Mobilya probleminde siranin satis fiyati (x1'in amag fonksiyonu
katsayisi) 50 olursa ¢6zim ne olur?

Ornek 3'te hesaplandigi gibi eger x1’in amag fonksiyonu katsayisi 50 olursa mevcut
temel en iyi dedildir. Yeni ¢dzUmu bulabilmek icin dizeltiimis simpleks tablosu

olusturulur (Orjinal en iyi tablo Uzerinde z satir guncellenir):

Temel Tersi ST
z 0 15 -5 260
S1 1 2 -8 24
X3 0 2 -4 8
X1 0 -0,5 1,5 2

Temel disi1 degigkenler icin indirgenmis maliyetler hesaplanir:
Zy, —Cy; =—=75;, zg—cs=15; z5—ce=—5

x2 ¢Ozume girer. x2 sutunu tabloya eklenir:

Temel Tersi ST X2 Oran
z 0 15 -5 260 -7,5
S1 1 2 -8 24 -2 -
X3 0 2 -4 8 -2 -
X1 0 -0,5 1,5 2 1,25 1.6*

x1 ¢ozimden ¢ikar. Yeni tablo:

Temel Tersi ST
z 0 12 4 272
S1 1 1,2 -5,6 27,2
X3 0 1,2 -1,6 11,2
X2 0 -0,4 1,2 1,6

Bu ¢6zUmun en iyiligi kontrol etmek i¢in temel digi degiskenlerin indirgenmis maliyetleri
hesaplanmalidir. Hesaplandiginda hepsinin pozitif oldugu gorulebilir (Iitfen kendiniz
hesaplayiniz).

Sonug olarak siranin satig fiyati 50 olursa firma sira Uretmeyi birakmali onun yerine

masa Uretmelidir. Uretim miktarlari x2 = 1.6; x3 = 11.2; kar ise 272 olacaktir.

Analiz 3. Kisit sag taraf degerinin degismesi

’nci kistin sag taraf de@eri b’ olursa; en iyi simpleks tablosunun sag taraf degerleri
[b = B~1b] kontrol edilir.

Eger b > 0 ise mevcut temel en iyi kalir. Karar degiskenlerindeki ve amag fonksiyonu

degerindeki degisim degisir, b = B~'b ve Z = cgB~b = cgb formiilleri ile hesaplanir.
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Eger b £ 0 (en az bir sa§ taraf degeri negatif) ise mevcut ¢dziim yeni durum igin olurlu
degildir. Bu durumda dual simpleks yontemi ile en iyi ¢6ztm bulunur.
’nci kistin sag taraf degeri icin temel ¢d6zUmu degistirmeyecek aralik bulunmak

istenirse; b’ = b; +5 kabul edilerek §'nin b > 0 esitsizligini saglayan degerleri bulunur.

Ornek 5. Dakota Mobilya probleminde mevcut cilalama miktari (ikinci kisit sag taraf

degeri) hangi araliklarda degisirse mevcut ¢ézim en iyi kalir?

b’ =20+8

) 1 2 —81[ 48 24 + 28 §>-12

b=Bb=|0 2 —4||20+68|=|8+26[=>0 = &>-4
0 —05 1,5 8 2—0.56 §<4

Sonugolarak -4 <56<4 veya 16<b»> <24 icin mevcut temel en iyi kalir.

Ornek 6. Dakota Mobilya probleminde mevcut cilalama miktari (ikinci kisit sag taraf
degeri) 18 saat olursa ¢6zim ne olur?

Onerilen degisim mevcut cilalama miktar igin izin verilen aralikta oldugu igin mevcut

B 1 2 —81148 20
temel en iyidir. Yeni karar degiskeni degerlerib = B~1b = [O 2 —4] [18] = [4]
0 -05 1,5/18 3

olarak (x1 = 3, x2 = 0, x3 = 4) bulunur. Yeni amag fonksiyonu degeri ise Z = cgb =

20
[0,20,60] | 4 | = 260 *tir.
3

Ornek 7. Dakota Mobilya probleminde mevcut cilalama miktari (ikinci kisit sag taraf
degeri) 30 saat olursa ¢6zim ne olur?

Onerilen degisim mevcut cilalama miktari igin izin verilen aralikta degildir. Yeni ¢6ziimu

bulabilmek i¢in dual simpleks yontemi kullaniimalidir. Bunun igin dncelikle simpleks

tablosu olusturulur:

z X1 X2 X3 S1 S2 S3 ST TD
Z]' — C]' 0 — 1 _ 1

1 O _ cBB_la]- _ C]- w CBVB 7 = CBvB b Z

0 0 0 S1

0 0 y; = B 'q; 1 B b=B"'b X3

0 1 0 X1
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z X1 X2 X3 S1 S2 S3 ST TD
1 0 5 0 0 10 | 10 380 z
0 0 -2 0 1 2 -8 44 St
0 0 -2 1 0 2 -4 28 X3
0 1 1,25 0 0 05115 -3 X1

Co6zumden x1 ¢ikar, s2 girer.

z X1 X2 X3 S1 S2 S3 ST TD
1 20 30 0 0 0 | 40 320 z
0 4 3 0 1 0 | -2 32 S1
0 4 3 1 0 0 2 16 X3
0 -2 2,5 0 0 1 -3 6 s2

En iyi ¢ozUm bulunmustur. En iyi gozimde x1 =0, x2 =0, x3 = 16 ve Z = 320°dir.

Analiz 4. Yeni bir karar degiskeni eklenmesi

Probleme yeni bir x; karar degiskeni eklenirse; mevcut en iyi ¢ozumun degisip
degismeyecedi bu karar degiskeni icin indirgenmis maliyet [z; — ¢; = csB'a; - ¢; ]
hesaplanarak kontrol edilir.

Eger z; — ¢; = 0 ise (Maks problemi igin) mevcut temel en iyi kalir ve mevcut ¢ozim
degismez.

Eger z; — ¢; < 0 ise (Maks problemi i¢in) mevcut temel en iyi degildir, x; gozime girer
ve oran testi ile hangi dediskenin ¢dzUmden gikacagi belirlenerek yeni ¢d6zim simpleks
yontem ile elde edilir.

Ornek 8. Dakota Mobilya probleminde yeni bir Griin olarak sehpa Uretiimesi
degerlendiriimektedir. Sehpa Uretimi icin birer birim marangozluk, cilalama ve tahta
kullaniimaktadir ve sehpanin satis fiyati 15%’dir. Dakota igin sehpa liretmek karli olup
olmadigini belirleyiniz.

1
x7 Uretilen sehpa miktari olmak Uzere c7 = 15, a;, = H olsun. Oncelikle x7 icin
1

1
indirgenmig maliyet hesaplanir: [zg — cg = [0, 10, 10] [1] — 15 = 5. indirgenmis maliyet
1
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pozitif oldugu i¢in mevcut ¢bzim en iyidir. Sonug olarak x7 = 0 elde edilir, yani Dakota

icin sehpa uretmek karli degildir.

Ornek 9. Ornek 8’de verilen durumda sehpa uretiminin Dakota Mobilya icin karli olmasi

icin sehpanin fiyati ne olmalidir? Sehpa fiyati 8% olursa yeni ¢6ziim ne olur?

Analiz 5. Yeni bir kisit eklenmesi

Probleme yeni bir kisit eklenirse en iyi ¢dézimun degisip degismeyecegi eklenen yeni
kisit icin en iyi tabloda sag taraf dederi [b = B~1b] hesaplanarak kontrol edilir. Burada
yeni kisit ile birlikte temel degisken kimesine yeni kisitla ilgili gevsek dedisken
eklenecektir. Dolayisiyla B temel matrisi ile B-' temel matris tersi degisecektir. Bu
analizi yapabilmek icin déncelikle yeni B! bulunmali ve b = B~1b hesaplanmalidir.
Eger b > 0 ise mevcut temel ¢6ziim yeni kisiti sagladigi anlasilir. Mevcut temel en iyi
kalir, karar degiskenlerinin ve amag fonksiyonun degeri degismez.

Eger b £ 0 (yeni kisitn sag taraf degeri negatif) ise mevcut temel ¢ézimim yeni kisiti
saglamadigi anlasilir. Mevcut ¢6zim yeni durum igin olurlu degildir. Bu durumda

simpleks tablosu olusturularak dual simpleks yéntemi ile en iyi ¢6zim bulunur.

Ornek 10. Dakota Mobilya probleminde Uriinler bittikten sonra son bir kalite kontrolii
yapilmasi gerektigi ortaya ¢cikmistir. Her Grtin 0.5 saatte kontrol edilmektedir ve haftalik
toplam 7 saat mevcuttur. Yeni durum igin en iyi ¢d6zUmu bulunuz.

Yeni kisit: 0,5x1 +0,5x2+ 0,5x3<7 = 0,5x1 +0,5x2 + 0,5x3 + s4 =7

Yeni temel ¢cozim: BV= {s1, x3, X1, s4} , NBV={x2,52,53}

11 8 0 1 2 -8 0
_10 15 4 0 . op-1_| 0 2 -4 0
B=|y o0& o o |kullanilarak; B~*=| " oo ¢ | hesaplanr.
0 05 05 1 0 —-0.75 125 1
1 2 -8 0748 24
T p-lh _ 0 2 -4 01]]20|_1|8 L -
b=B b= 0 —o5 15 ollsl=1|2 > 0 oldugu igin mevcut ¢ozum
0 —-0.75 125 11L7 2
degismez.
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ULASTIRMA SORUNLARI

ULASTIRMA SORUNLARININ FORMULASYONU

Genel olarak, bir ulastirma sorunu asagidaki bilgileri barindirir:
e Bir urin/hizmet génderen m adet arz noktasi (supply point). i arz noktasi en
fazla s; birim arz edebilir.
e UrGiniin/hizmetin génderildigi n adet talep noktasi (demand point). j talep
noktasi en az d; birime gereksinim duyar.
e Bir birimin / arz noktasindan j talep noktasina génderilmesi maliyeti c;/dir.

S0z konusu bilgi asagidaki ulastirma tablosu ile formule edilebilir:

Talep Talep Talep ARZ
noktasi1 noktasi2 7 noktasi n
Arz | C11 | C12 | | Cin s
noktasi 1 1
Arz | C21 | C22 | | C2n
S2
noktasi 2
_____ L1 | L
Arz | Cm1 | Cm2 | | Cmn S
noktasi m m
TALEP a1 a2 dn

Eger toplam talep miktari toplam arz miktarina esitse sorun dengeli ulastirma sorunu

olarak isimlendirilir.

xj = i arz noktasindan j talep noktasina gonderilen miktar olsun.

Bu durumda ulastirma sorununun genel DP goésterimi asagidaki gibidir:
min 2 2 Cj X

oyle kiZjxj < si (1,2, ...,m)  Arz kisitlari

2ixj=di(j=1,2, ..., n) Talep kisitlari
xj=0
Yukaridaki sorun, bir enblylkleme sorunu (ulastirma sonucu kar elde edilmesi gibi)

da olsa, kisitlarinin benzer 6zellikler tagimasi durumunda yine bir ulastirma sorunudur.
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7.2.1 Dengeli Ulagstirma Sorununun Formiilasyonu
Ornek 1. Powerco
Powerco sirketinin dort sehre hizmet veren uUc¢ adet elektrik santrali vardir. Her bir
santral sirasiyla 35 milyon, 50 milyon ve 40 milyon kWh elektrik tretmektedir.
Sehirlerin en yogun saatlerde talep ettigi elektrik miktari ise sirasiyla 45 milyon, 20
milyon, 30 milyon ve 30 milyon kWh'dir. 1 milyon kWh elektrigin bir santralden bir sehre
gonderilmesinin maliyeti asagidaki tabloda verilmigtir. Her sehrin talebini en az
maliyetle karsilamak Uzere bir ulastirma tablosunda dengeli bir ulastirma sorunu
formule ediniz ve sorunun DP modelini gosteriniz.

| Sehir1  Sehir2 Sehir3  Sehir4

Santral 1 $8 $6 $10 $9
Santral 2 $9 $12 $13 $7
Santral 3 $14 $9 $16 $5

Ulastirma sorununun tablo gdsterimi:
Sehir 1 Sehir 2 Sehir 3 Sehir 4 ARZ
Santral 1 L8 L 6 [ 10 [ 9 35

Santral 2 |L | 12 | 13 |L 50
Santral 3 |i | 9 | 16 |L 40

TALEP 45 20 30 30 125
Toplam talep ve toplam arz esit oldugundan (125 milyon kWh) sorun “dengeli’dir.

Sorunun DP modeli:
xij: Santral i‘de Uretilen ve Sehir jye gonderilen elektrik miktari (million kwh)
min z = 8x11 + 6x12 + 10x13 + Ox14 + 9x21 + 12x22 + 13x23 + 7x24 + 14x31 + Ox32 +
16x33 + 5 X34
s.t. X11 + X12 + X13 + X14 < 35 (arz kisitlarr)
X21 + X22 + X23 + X24 < 50
X31 + X32 + X33 + X34 £ 40
X11 + X21 + X312 45 (talep kisitlarr)
X12 + X22 + x32 2 20
X13 + X23 + x33 2 30
X14 + X24 + X34 =2 30

XijZO (i=1’253;j=1’2’3’4)

Dr. Y. ilker Topcu (www.ilkertopcu.info) & Dr. Ozgﬁr Kabak (web.itu.edu.tr/kabak)

77



END331 2018-2019

7.2.2 Dengesiz bir Ulagtirma Sorununun Dengelenmesi

Fazla Arz

Eger toplam arz miktari toplam talep miktarini gegerse, sorunu dengelemek igin talep
miktari aradaki fark (fazla arz miktari) kadar olan bir yapay talep noktasi yaratilir. S6z
konusu noktaya yapilacak gonderimler aslinda olmayacag! i¢in bu noktaya arz
noktalarindan yapilacak ulastirma maliyeti 0 olacaktir.

Karsilanmayan Talep

Eger toplam arz miktari toplam talep miktarindan azsa, aslinda olurlu bir ¢6zim yoktur
(talepler kargilanamaz). Bu durumda karsilanamayan talep kadar arzi olan bir yapay
arz noktasi yaratilir. Talebin olmayan bir arz noktasindan kargilanmasi (veya talebin

gercekte karsilanamamasi) beraberinde bir “ceza maliyeti” getirir.

Ornek 2. Fazla Arz igin Degistirilmis Powerco
Sehir 1’in talebinin 40 milyon kwh oldugunu farz edelim. Bu durumda dengeli bir

ulastirma sorunu formdule ediniz.

Toplam talep 120 ve toplam arz 125 oldugundan sorun dengeli degildir.
Sorunu dengelemek igin bir yapay talep noktasi eklenir. S6z konusu noktanin talebi
125 — 120 = 5 milyon kwh olacaktir.

Her santralden yapay talep noktasina 1 milyon kwh elektrik gdndermenin maliyeti 0

olacaktir.
Tablo 4. Fazla Arz Ornegi icin Ulastirma Tablosu
Sehir 1 Sehir 2 Sehir 3 Sehir 4 Yapay ARZ
Santral 1 IL 6 [ 10 L9 0 35
Santral 2 IL [ 12 [ 13 L7 L0 50
Santral 3 |1—4 L9 [ 16 L5 Lo 40
TALEP 40 20 30 30 5 125

Ornek 3. Karsilanmayan Talep igin Degistiriimis Powerco
Sehir 1’in talebinin 50 milyon kwh oldugunu farz edelim. Kargilanamayan her 1 milyon

kWh elektrik icin 80$ ceza maliyeti kesilirse dengeli bir ulastirma sorunu formdile ediniz.
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5 milyon kWh elektrik arz eden bir yapay arz noktasi eklenir. Gergekte; yapay arz
noktasina atanan talep karsilanmayacag! igin maliyet olarak ceza maliyeti (809%) girilir.

Sehir 1 Sehir 2 Sehir 3 Sehir 4 ARZ

Santral 1 |L L 6 [ 10 |L 35

Santral 2 |L [ 12 [ 13 |L 50

Santral 3 |1—4 [ 9 [ 16 |L 40

Yapay [ 80| [80 [ 80 (80 | .
arz

TALEP 50 20 30 30 130

Ornek 4. Su Kaynagi Ornegi

Uc sehrin ihtiyaclarini karsilamak tizere iki su kaynagi mevcuttur. Her bir kaynaktan
gunlik 50 milyon galon su tedarik edilebilir. Her bir sehrin gtinlik 40 milyon galon su
ihtiyaci vardir. Karsilanmayan talepler cezalandirilir. 1. sehir icin ceza 20$/milyon
galon, 2. sehir igin ceza 22% / milyon galon, 3. sehir icin ceza 23%/ milyon galon.
Asagidaki tabloda bir milyon galon suyu sehirlere tasima maliyetleri verilmigtir.

Dengeli ulastirma sorununu tanimlayiniz.

Sehir 1 Sehir 2 Sehir 3
Su kaynag 1 7% 8% 10$
Su kaynagi 2 9% 7% 8%
7.3 TEMEL OLURLU COZUMUN BULUNMASI

Bir ulastirma problemini Ulastirma Simpleksi ile ¢ozebilmek i¢in oncelikle bir temel
olurlu ¢6zum (basic feasible solution - bfs) bulmak gereklidir.

Dengeli bir ulastirma sorunu icin genel DP gdsterimi asagidaki gibi yazilabilir:
min X 2 Cjj Xj

oyle kiZj xj =si(i=1,2, ..., m)  Arz kisitlari

2ixj=d; (=1,2, ..., n) Talep kisitlari

x;j=20

S0z konusu soruna bir bfs bulmak i¢in asagidaki onemli gozlemi kullanilir:

“Eger dengeli bir ulastirma sorununda xj/'lerin degerler kimesi bir kisit haricinde tim
kisitlari saglarsa, bu degerler o kisidi da saglar.”
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Bu go6zlem ulastirma sorununun ¢6zumu sirasinda herhangi bir kisiti géz ardi
edebilecedimizi ve m+n-1 kisittan olusan bir DP ¢6zecegimizi gdsterir. Genel olarak ilk
arz kisiti degerlendirme disi birakilir.
Geri kalan m+n-1 kisida bfs bulmak igin herhangi bir m+n-1 degiskenin temel ¢6zim
verebilecegini dusunulebilir: fakat s6z konusu m+n-1 degiskenin temel ¢dzimde
olabilmesi igin bir dongu olugturmamalari gerekir.
En az dort hiicrenin bir dongu olusturmasi igin:

e Herhangi ardigik iki hucrenin ayni satir veya sutunda olmasi gerekir,

e Ayni satir veya sutunda ardisik Gg¢ hicre olmamalidir,

e Serinin son hucresi ilk hicre ile ayni satir veya sutunda olup donguyu

kapatmalidir.

Dengeli bir ulastirma sorununa temel olurlu ¢6zim bulmak igin Ug¢ farkli ydntem
kullanilabilir (Dikkat! Bu yontemler ulastirma problemini tamamen ¢ézmek igin degil

bir temel olurlu c6zum bulabilmek icin uygulanirlar).

1. Kuzeybati Kose (Northwest Corner) Yontemi
2. Enkuguk Maliyet (Minimum Cost) Yontemi
3. Vogel'in Yaklagimi

7.3.1 Kuzeybati Kdose Yontemi
Ulastirma tablosunun en sol Ust kdsesinden baslanir ve x11'e mumkin oldugunca
blayUk bir deger atanir (tabii ki; x11 en ¢ok s1 ve d1 ikilisinin en kiiglk degeri kadar
olabilir).
e Eger x11=s1 ise ilk satir iptal edilir ve d1, di-s1 olarak glncellenir,
e Eger x11=d1 ise ilk sUtun iptal edilir ve s1, s1-d1 olarak guncellenir,
o Eger x11=s1=d1 ise ya ilk satir ya da ilk sttun iptal edilir (her ikisini de degil!)
e Eger satir iptal edilirse d1 sifir yapilr,
e Eger sutun iptal edillirse s1 sifir yapilir.
Bu sekilde devam ederek (her seferinde geri kalan hucrelerde yeni sol-Ust kdseye
atama yaparak) tum atamalar yapilir. Sonugta, bir hiicre geriye kalacaktir. Satir veya
sutundaki degeri atayarak ve hem satiri hem de sutunu iptal ederek islemi bitirilir:
bdylece bir bfs elde edilmistir.
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Ornek 1. Asagidaki dengeli ulastirma sorunu igin KBK ydntemiyle bir bfs bulunuz.
(Bu yontemde maliyetler gerekmediginden verilmemistir!).

5

1

3

2 4 2 1
Toplam talep toplam arza esittir (9): sorun dengelidir.

X 0 2 1
m+n-1 (3+4-1 = 6) adet degisken atanmis olur. KBK yontemi ile segilen degigkenler bir

dongu olusturmadiklarindan bir bfs bulunmustur.
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7.3.2 En kugilik Maliyet Yontemi

KBK yontemi maliyetleri g6z 6nune almadigindan baslangi¢ bfs’si maliyeti yliksek olan
bir ¢6zum olabilir ve en iyi ¢dzUmun bulunmasi i¢in ¢ok sayida iglem gerekebilir.

Bu durumla kargilasmamak icin kullanilabilecek olan en kuglk maliyet ydonteminde en
dusuk tasima maliyeti olan hlicreye atama yapilir. Bu hicreye yapilacak x; atamasi
yine min {s;, dj} kadardir.

KBK yontemindeki gibi atama yapilan hicrenin oldugu satir veya sutun iptal edilip arz

ya da talep deg@eri guncellenir ve tim atamalar yapilincaya kadar devam edilir.

Ornek 2. Asagidaki ulastirma sorunu igin En kiigiik maliyet yéntemiyle bir bfs bulunuz.

2 3 | 5 |65
2 1 | 3 |510
3 8 | 4 [ 6 | s
12 8 4 6
2 3 | 5 |65
2 1 B L5 |,
8
3 8 | 4 [ 6 | 45
12 X 4 6
2 3 | 5 |65
2 1 | 3 |5X
2 8
3 8 | 4 [ 6 | s
10 X 4 6
2 3 | 5 |6X
5
2 1 | 3 |5x
2 8
3 8 | 4 [ 6 | 45
5 X 4 6
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2 3 | 5 [ 6 | «
5
2 1 B L5 | «
2 8
3 8 | 4 [ 6 | «
5 4 6
X X X X

7.3.3 Vogel Yaklagsimi

Her satir ve sltun i¢in ceza hesaplanarak yonteme baglanir. Ceza o satir veya
sutundaki en kuguk iki maliyet arasindaki farktir.

Daha sonra cezasi enblUyuk olan satir veya sutun bulunur. S6z konusu satir veya
sutundaki en duguk maliyetli hiicre ilk temel degiskeni verir.

Yine KBK ydntemindeki gibi bu degiskene atanacak deger, ilgili hlicrenin arz ve talep
miktarlarina baghdir. Gerekli iptaller ve gincellemeler yapilir. Yeniden geri kalan tablo

icin yeni cezalar hesaplanir ve prosedure benzer adimlarla devam edilir.

Ornek 3. Asagidaki dengeli ulastirma sorunu icin Vogel yaklagimiyla bir bfs bulunuz
Arz Satir cezasi
5 22-14=8

8 7-6=1

15 78-15=63

o o
o [+
ELE:

Talep 12 7
Sutun cezasi 14-6=8 22-7=15 24-8=16

Arz Satir cezasi

6 ! 8 8 8-7=1
X [ 6 | L 7 | [ 8 | 7=
L, o LB LT go78e
Talep X 7 9
Sutun cezasi 22-7=15 24-8=16
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Arz Satir cezasi

TN N7
6| 71 (81
X X 8
12 |—15 |—80 |—78 3 80-78=2
Talep X 7 1
Situn cezasi 80-22=58 78-24=54
Arz Satir cezasi
14 22 24 X
X 5 X
X ° X ! 8 ° X
T
Talep X 2 1
Sdatun cezasi - -
Vogel yaklasimi ile elde edilen temel olurlu c6zum:
Arz
14 22 24 5
X 5 X
X ° X ! 8 ° 8
15 80 78 15
12 2 1
Talep 12 7 9

7.4 ULASTIRMA SiMPLEKSI

Ulastirma simpleksi, simpleks yontemin ulastirma probleminin 6zel yapisina gore
dizenlemesi ile geligtiriimistir. Simpleks yontemin temel adimlari ulastirma
simpleksinde de uygulanir. Herhangi bir bfs’nin en iyi olup olmadigini kontrol etmek

icin temel disi degiskenlerin indirgenmis maliyetleri hesaplanmalidir. Bunun igin ¢;; =

CBB_laij —C;

j = wa;; — ¢;; formdll kullanilir. Burada w her kisit igin golge fiyatlari (dual

ij
degiskenleri) iceren bir vektérdur. Ulastirma probleminde m arz noktasi n talep noktasi
olursa; m+ n adet kisit yer aldigi igin w igerisinde de bu sayida eleman bulunur. Diyelim
Ki; w = (u1, ..., Um, V1, ...,Vn) Olsun; burada u1, ..., um, arz kisitlari ile ilgili dual

degiskenler, v1, ...,v» ise talep kisitlari ile ilgili dual degigkenlerdir. a;; ise xj
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degiskeninin kisit katsayilaridir. Ulastirma probleminde a;;, /inci ve m+jinci elemanlari

1, diger elemanlari 0 olan bir vektordir. Sonug olarak ¢;; = wa;; — ¢;; = u; + v — ¢

olarak hesaplanir. u; ve v; degerlerini bulabilmek i¢in w = cavB-'ifadesinden wB = csv

elde edilir; B icerisinde temel degiskenlerin a;; degerleri yer aldigindan her bir temel

degisken icin wa; = u; + v; = c¢; yazilabilir. Burada verilen kavramsal agiklama

cercevesinde yontemin adimlari asagida verilmigtir.

Yontemin Adimlari

1. Eger ulastirma sorunu dengesiz ise dengelenir,

2. KBK, Enkuguk Maliyet veya Vogel yontemlerinden biri kullanilarak bir bfs bulunur,

3. u1 = 0 olarak kabul edip mevcut bfs’deki tim temel degiskenler i¢in ui + v; = ¢j
denklemi kullanarak u’lar ve v'ler hesaplanir.

4. (EnklUgukleme sorunlari i¢in) Tum temel digi degiskenlerigin ¢;; = u; + v; —¢;; < 0
ise, en iyi gozUm bulunmustur. Eger bu kogul saglanmazsa ¢;; degeri en pozitif olan
degisken pivot islemleri ile temele girer ve temeldeki degiskenlerden biri cézimden
cikar. Boylece yeni bir bfs bulunmus olur. Adim 3’e gidiniz.

(Enbuydkleme sorunlari igin) Tum temel digi degiskenler igin ¢;; = u; + v; — ¢;; 2
0 ise, en iyi ¢ozUm bulunmustur. Eger bu kosul saglanmazsa ¢;; degeri en negatif
olan degisken pivot islemleri ile temele girer ve temeldeki degiskenlerden biri
¢6zimden c¢ikar. Boylece yeni bir bfs bulunmus olur. Adim 3’e gidiniz.

Pivot iglemleri

1. Cozume girecek olan degisken ile temel degiskenlerin bazilari veya hepsi bir ddngu
olusturur (sadece bir olasi dongu vardir!).

2. Dongudeki hicreleri gozume giren hicreden baslayarak sayilir. Sayisi ¢ift olanlari
(0, 2, 4, vb.) cift hiicreler olarak isaretlenir. Dongudeki diger hucreleri de tek
hicreler olarak isaretlenir.

3. Tek hucrelerde degeri en kuguk olan degisken bulunur. Bu degisken temel digi

kalacaktir. Bulunan en kiuguk dedere @ denirse; tim tek hicrelerdeki degerlerden
@ cikartilir ve ¢ift hiicrelerdeki degerlere @ eklenir. Donglde olmayan degiskenlerin

degeri degismez. Eger ® = 0 ise giren degisken 0 degeri ile ¢ozume girecektir.
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Sorun dengelidir (toplam talep toplam arza esittir). Powerco 6rnegine KBK yontemi

uygulanirsa, agagidaki tabloda gorulen bfs elde edilir (m+n—1=6 temel degisken!).

Sehir 1 Sehir 2 Sehir 3 Sehir 4 ARZ
Santral 1 35 L8 6 [ 10 L ® 35
e | 12 | 13 | 7
Santral 2 10 20 20 50
Santral 3 |—14 L9 [ 16 |—5 40
10 30
. TALEP 45 20 30 30 125
1. lterasyon:
ur=0
um+vi=8 —= v1=8
uw+vi=9 = u=1
w+v=12 = wvo=11
w+wv=13 = wv3=12
u+wvz=16 = uz=4
ust+wi=5 = w=1

Tum temel disi degigkenler igin j = ui + vj — ¢ hesaplanir:

¢2=0+11-6=5
¢3=0+12-10=2
Ca=0+1- -8
C4=1+1-7=-5
€31=4+8-14=-2
€32=4+11-9=6
€32 en pozitif olan degeri verdiginden, x32 temel degisken olacaktir.

x32’nin de oldugu dongu (3,2)-(3,3)-(2,3)-(2,2) seklindedir: ® = 10 bulunur.

Sehir 1 Sehir 2 Sehir 3 Sehir 4 ARZ

Santral 1 35 |L |L |1—0 |L 35
| 9 | 12 | 13 | 7

Santral 2 10 20_® 204D 50
| 14 | 9 | 16 | 5

Santral 3 o 10-@ 30 40

TALEP 45 20 30 30 125

x33 temel digl degisken olacaktir. Yeni bfs asagidaki tabloda verilmigtir:
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uilv 8 11 12 7 ARZ
0 | 8 | 6 | 10 | 9 35
35
| 9 | 12 | 13 | 7
1 10 10 30 50
2 | 14 | 9 | 16 | 5 40
i 10 30
TALEP 45 20 30 30 125
612=5,613=2,614=-2,624=1,631=-8, €33 =-6
¢12 en pozitif degeri verdiginden, x12 ¢dzume girer.
x12’nin de oldugu déngu (1,2)-(2,2)-(2,1)-(1,1) seklindedir ve ® = 10’dur.
Sehir 1 Sehir 2 Sehir 3 Sehir 4 ARZ
Santral 8 6 [ 10 [ 9 35
1 35-d )
Santral | 9 | 12 | 13 | 7 50
2 10+D 10-® 30
Santral | 14 | 9 | 16 | 5 40
3 10 30
TALEP 45 20 30 30 125
x22 gozumden ¢ikar. Yeni bfs asagidaki tabloda verilmistir:
3. iterasyon:
uilv 8 6 12 2 ARZ
0 25 | 8 o | 6 | 10 | 9 35
1 | 9 | 12 | 13 | 7 50
20 30
| 14 | 9 | 16 | 5
3 10 30 40
TALEP 45 20 30 30 125

613=2, 614 =-7, C22=-5, €4 =-4, €31 = -3, 633 = -1

¢13 en pozitif olan degeri verdiginden, x13 temel degisken olacaktir.

x13’Un de oldugu dongu (1,3)-(2,3)-(2,1)-(1,1) seklindedir. ® = 25
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Sehir 1 Sehir 2 Sehir 3 Sehir 4 ARZ
Santral 1 250 |L 10 |L o |1—0 |L 35
Santral 2 20+ & |1—2 30-® |1—3 |L 50
Santral 3 |1—4 10 |L |1—6 30 |L 40
TALEP 45 20 30 30 125

x11 temel digl degisken olur. Yeni bfs:

4. Iterasyon:

uilvj 6 6 10 2 ARZ
0 [ 7 Te] To] [=] &
3 .5 | 9 | 12 ] [ 13 [ 7 50
3 INKLINN [ T T [
TALEP 45 20 30 30 125

611 =-2,C14=-7,620=-3, 624 =-2, 631 =-5, €33 =-3

Tam éj'ler negatif oldugundan en iyi ¢6zim bulunmustur.

Rapor

Santral 2’den $Sehir 1’e 45 milyon kwh elektrik gonderilmelidir.

Santral 1’den Sehir 2’ye 10 milyon kwh elektrik gonderilmelidir. Benzer sekilde Santral
3’den Sehir 2'ye 10 milyon kwh elektrik génderilmelidir.

Santral 1’den $Sehir 3’e 25 milyon kwh ve Santral 2‘den $ehir 3’e 5 milyon kwh elektrik
gonderilmelidir.

Santral 3’den $Sehir 4’e 30 milyon kwh elektrik gonderilmelidir

Toplam tasima maliyeti: z = .9(45) + 6(10) + 9(10) + 10(25) + 13(5) + 5(30) = $1020.

7.5 ULASTIRMA SORUNLARI iCiN DUYARLILIK ANALIZi
Bu boélimde ulastirma sorunlari igin duyarliik analizi ile ilgili asagidaki noktalar
incelenmektedir:

e Temel Dis1 Degiskenin (NBV) amag fonksiyon katsayisinin degistiriimesi.

e Temel Degigkenin (BV) amag fonksiyon katsayisinin degistiriimesi.

e Bir arzin A kadar artirilmasi ve bir talebin A kadar artirilmasi.
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Bu degisiklikler Powerco sorunu kullanilarak ag¢iklanmaktadir. Animsanacagi gibi

Powerco sorunu igin en iyi ¢oziim z=%$1,020’dir ve en iyi tablo 6énceki verilmistir.

Temel Disi1 Degiskenin Amag Fonksiyon Katsayisinin Degistirilmesi

Temel digi bir x; degiskeninin amag fonksiyon katsayisinin degistirimesi en iyi
tablonun sag taraf degerini degistirmez. Bu nedenle mevcut temel hala olurludur.
csvB-' degismediginden u/ler ve v/ler degismez. 0. satirda yalniz x;jnin katsayisi
degisir. Bu nedenle x;’nin katsayisi en iyi tablonun 0. satirinda pozitif olmayan bir deger

aldig1 surece mevcut temel en iyi kalir.

Ornek 1. 1 milyon kwh elektrigin Santral 1’den Sehir 1’e iletim maliyetinin hangi
araliktaki degerleri icin mevcut temel en iyi kalir?

c11'in 8’den 8+A’ya degistirildigi varsayilsin. A’nin hangi degerleri icin mevcut temel en
iyikalir? ¢, =u, +v,—¢,, =0+6-(8+A)=-2-A.

Bu nedenle mevcut temel -2-A <0,yadaA>-2,ve c¢11>8-2 =6 oldudu surece

mevcut temel en iyi kalir.

Temel Degiskenin Amag Fonksiyon Katsayisinin Degistirilmesi

csvB' degeri degistirildigi i¢in 0. satirdaki her temel disi degiskenin katsayisi
degisebilir. Mevcut temelin en iyi kalip kalmadigini belirlemek igin yeni u/ler ve v/ler
bulunmali ve bu degerler kullanilarak her temel disi degisken igin olurluluk kosulu
denetlenmelidir. Mevcut temel, temel disi degigkenlerin olurluluk denetimi pozitif

olmayan bir sonug verdigi surece en iyi kalir.

Ornek 2. 1 milyon kwh elektrigin Santral 1’den Sehir 3’e iletim maliyetinin hangi
araliktaki degerleri icin mevcut temel en iyi kalir?

s

c13'un 10’dan 10+A’ya degistigi varsayilsin. O zaman ¢, =0 denklemi u1+ v3=10'dan

ur + va = 10 + A’ya donugur. Bu nedenle u/lerin ve vjlerin bulunmasi igin, asagidaki

denklemler ¢ozulmelidir.

u1=0
u2+vi=9
ur+v2==6
u2+v3=13
us+v2=9
ur+vi=10+A
us+vsa=5
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Bu denklemlerin ¢ézllmesiile u1 =0, v2=6, v3=10+ A, vi=6+ A, u2=3- A, us = 3,
ve va = 2 sonuglari elde edilir.
Bundan sonra her temel digi degisken igin olurluluk denetimi yapilir. Her temel disi

degisken 0. satirda pozitif olmayan bir katsayiya sahip oldugu slirece mevcut temel en

iyi kalir.
C,=U, +v, —8=A-2<0 A<2
Cy=U, +v, —9=-7
C,, =U, +v, —12=-3-A<0 A>-3
Cp =U, +V, —7=-2—A<0 A>-2
Cy =U;+v, —14=-5+A<0 A<5
Cyy=U,+v,—16=A-3<0 A<3

Bu nedenle mevcut temel -2 < A < 2, ya da 8 < c13 < 12 esitsizlikleri gegerli oldugu

surece en iyi kalir.

Hem si Arzinin Hem de d;j Talebinin A Kadar Artirilmasi
Bu degisiklik ulastirma sorununun dengeli kalmasini saglar. u/ler and v/ler her kisitin
gllge fiyatinin negatifi olarak dusunulebileceginden mevcut temelin en iyi kalmasi
durumunda yeni z-de@eri asagidaki sekilde hesaplanabilir.

yeni z-degeri = eski z-de@eri + A (uj)) + A (v))
Ornegin, 1. Santralin arzi ve 2. Sehrin talebi 1 birim arttiginda

yeni maliyet = 1,020 + 1 (0) + 1 (6) = $ 1,026.

Karar degigkenlerinin yeni degerleri ise su sekilde bulunabilir:

1. xjen iyi cozumdeki temel degiskense x; A kadar arttirilir.

2. xj en iyi cozumdeki temel digI degisken ise xjyi ve bazi temel degigkenleri
iceren dongl bulunur. j satirinda ve dongude olan tek hicre bulunur. Bu tek
hdacrenin degeri A kadar artirilir ve dongude dolagilarak ve degisimli olarak
degerler artirilarak ve azaltilarak mevcut temel degigkenlerin yeni degerleri
bulunur.

Ornek 3. 1. Santralin arzi (s1) 2. Sehrin talebi (d2) 2 birim artarsa yeni ¢dziim ne olur?

x12 en iyi ¢dzUmdeki bir temel degisken oldugu igin, yeni en iyi ¢6zUm:

Dr. Y. ilker Topcu (www.ilkertopcu.info) & Dr. Ozgﬁr Kabak (web.itu.edu.tr/kabak)

90



END331 2018-2019

Sehirl Sehir2 Sehir3 Sehir4 Arz

ui/vj 6 6 10 2
E | 6| |10 BE
Santral 1 0 12 25 37
e (12| |13 | 7
Santral 2 3 |45 5 50
| 14 | 9] |16 BE
Santral 3 3 10 30 40
Talep 45 22 30 30

Yeni z-degeri 1,020 + 2u1 + 2v2 = $ 1,032.

Ornek 4. 1. Santralin arzi (s1) 1. Sehrin talebi (d1) 1 birim artarsa yeni ¢dziim ne olur?
x11 mevcut en iyi ¢ozumde temel digi bir degisken oldugu igin x11'i ve bazi temel
degiskenleri iceren bir dongu bulunmahdir. Dongu (1, 1) — (1, 3) — (2, 3) — (2, 1)
seklindedir. ilk satirda olup déngl icinde yer alan tek hiicre x13'tiir. Bu nedenle yeni en
iyi g0zUm x13 ve x21yi 1 artirarak ve x23'U 1 azaltarak bulunmaktadir. Bu degisiklik

sonucu asagidaki en iyi ¢6zim ortaya konulur:

Sehirl Sehir2 Sehir3 Sehir4 Arz

ui/v; 6 6 10 2
8] 6] (1] [
Santrall O 10 26 36
o] (2] [B] [ 7
Santral2 3 |46 4 50
| 14 | 9] |16 e
Santral3 3 10 30 40
Talep 46 20 30 30

Yeni z-degeri = 1,020 + u1 + v4 = $ 1,026'd1r.
Dikkat! Hem s1 hem d1 5 birimden fazla arttirilirsa mevcut temel ¢6zum olurlu olmaz!
Neden?

7.6 GEGCICi KONAKLAMA SORUNLARI

Bazi durumlarda génderim surecindeki bir nokta hem urtin/hizmet génderebilir, hem
de sz konusu noktaya uriin/hizmet génderilebilir. Urlin/hizmetin arz noktasindan talep
noktasina gonderimi sirasinda gegici olarak konakladigi bu nokta gecici konaklama
noktasi olarak isimlendirilir.

Bu 6zelligi olan bir gdnderim sorunu gegici konaklama sorunudur.
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Gegici konaklama sorununa en iyi ¢6zUm s6z konusu sorunu ulagtirma sorununa

donusturerek bulunabilir.

Uyari

“‘Ulastirma Sorunlarinin Formulasyonu” bolimuande belirtildigi gibi, bir bagka noktaya
bir Grun/hizmet gonderen fakat hi¢ bir noktadan Urun/hizmet alamayan nokta arz
noktasi olarak isimlendirilir.

Benzer sekilde, bir talep noktasi da diger noktalardan urtin/hizmet alabilir fakat hig bir
noktaya urun/hizmet gonderemez.

Bu acidan gecici konaklama noktasi; baska noktalara tGrin/hizmet gonderebilen ve

baska noktalardan urin/hizmet alabilen noktalar olarak tanimlanabilir.

Adimlar
1. Eger sorun dengesiz ise sorunu dengeleyiniz.
s = dengeli sorun igin toplam arz (veya talep) miktari olsun.
2. Asagidaki sekilde bir ulagtirma tablosu kurunuz:
Her arz ve gegici konaklama noktasi igin tabloda bir satir gerekecektir,
Her talep ve gecici konaklama noktasi igin bir situn gerekecektir,
Her arz noktasinin arzi o noktanin arz miktari kadar olacaktir,
Her talep noktasinin talebi o noktanin talep miktari kadar olacaktir,
Her gecici konaklama noktasinin arzi “o noktanin arz miktari + s” kadar olacaktir,
Her gecici konaklama noktasinin talebi “o noktanin talep miktari + s” olacaktir.

3. Ulastirma sorununu ¢6zunuz.

Ornek 1. Kuruoglu

(Winston 7.6.°dan esinlenilmistir)

Kuruoglu Malatya ve G.Antep’deki fabrikalarinda akrilik iplik Gretmektedir. Malatya’daki
fabrika glinde en fazla 150 ton, G.Antep’teki fabrika ise gunde en fazla 200 ton iplik
Uretebilmektedir. Uretilen iplikler karayolu ile istanbul, izmir ve Ankara’daki misterilere
génderilmektedir. izmir ve istanbul’daki miisterilerin talepleri 130 ton iken Ankara’daki
mugterilerin talebi 50 tondur. Gonderim maliyetlerindeki degisiklikler ylziunden
artnlerin fabrikalardan ugakla dncelikle Ankara veya Eskisehire génderiimesi ve daha

sonra nihai musterilere bu sehirlerden ulastirimasi diasunudlmektedir. Asagidaki
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tabloda sehirler arasi birim tasima maliyetleri verilmistir. Kuruoglu toplam tagima
maliyetlerini enazlayacak sekilde musteri taleplerini karsilamak istemektedir.

TL/ton Ankara  Eskisehir istanbul izmir
Malatya 8 13 25 28
G.Antep 15 12 26 25
Ankara 0 6 16 17

Eskisehir 6 0 14 16

Bu sorunda Malatya ve G.Antep arz noktasi; istanbul ve izmir talep noktasi; Ankara

ve Eskisehir gecici konaklama noktasidir.

Adim 1. Sorunu dengeleme
Toplam arz = 150 + 200 = 350
Toplam talep =130 + 130 + 50 = 310
Yapay talep = 350 — 310 = 40
s = 350 (dengeli sorun igin toplam arz veya talep miktari)

Adim 2. Bir ulagtirma tablosu kurma

Gecici konaklama noktasi talebi = O noktanin talep miktari + s

Ankara icin talep: 50 + 350 = 400 Eskisehir igin talep: 0 + 350 = 350
Gecici konaklama noktasi arzi = O noktanin arz miktari + s
Ankara igin arz: 0 + 350 = 350 Eskisehir igin arz: 0 + 350 = 350
Ankara  Eskisehir  Istanbul izmir Yapay Arz
Malatya L8 [ 13 L 25 | 28 L0 150
G.Antep | 15 | 12 | 26 | 25 | 0 200
Ankara L0 L6 [ 16 17 L0 350
Eskisehir L6 L0 [ 14 [ 16 L0 350
Talep 400 350 130 130 40 1050

Adim 3. Ulastirma sorununun ¢6zimu (Adim 2’de olusturulan ulastirma tablosunun
ulastirma simpleksi kullanilarak ¢ézimu asagida verilmistir — ulastirma simpleksinin

adimlari gosterilmemistir.)
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Ankara Eskisehir Istanbul Izmir Yapay Arz
| 8 | 13 | 25 | 28 | 0

Malatya 150 150
| 15 | 12 | 26 | 25 | 0

G.Antep 30 130 40 200
| 0 | 6 | 16 | 17 | 0

Ankara 250 100 350
- | 6 | 0 | 14 | 16 | 0

Eskisehir 320 30 350

Talep 400 350 130 130 40 1050

Rapor:

Kuruoglu Malatya’da 150 ton akrilik iplik Uretip bunlarin tamamini Ankara’ya
gondermelidir. Ankara’ya gelen 150 ton Urdanin 50’si Ankara’nin talebi igin
kullanilirken; 100’0 istanbul’a génderilir. G.Antep’de 160 ton iplik tretilmelidir (Yapayin
40 c¢ikmasi G.Antep’in 200 Uretim kapasitesinin  40'nin  kullaniimayacagini
gdstermektedir). Uretimin 130’u dogrudan izmir'e, 30°u Eskisehir (izerinden istanbul’a
gonderilmelidir.

Bu durumda toplam tagima maliyeti 6830 TL olacaktir.

Ornek 2. Asagida bir gegcici konaklama problemi ag yapisi ile gdsterilmistir. Noktalarin
Uzerinde arz/talep miktarlari verilmistir. Olasi ulasim segenekleri ve birim maliyetleri
baglantilar ve baglantilar tUzerindeki maliyetler ile ifade edilmigtir. Problemi ulastirma

problemine donustlrerek ulastirma tablosunu olusturunuz.
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7.7 ATAMA SORUNLARI
Ulastirma sorunlarinda her arz noktasinin bir talep noktasina atanmasini ve her talebin
karsilanmasini gerektiren 6zel bir durum séz konusudur. Bu tip sorunlar “atama
sorunlar” olarak isimlendirilir. Ornegin hangi iscinin veya makinenin hangi isi
yapacagini belirlemek bir atama sorunudur.
7.7.1 DP Gosterimi
Bir atama sorununda bir arz noktasini bir talep noktasina atamanin maliyeti c;'dir.
Ote yandan, bir x; 0-1 tamsayi degiskeni asagidaki gibi tanimlanr:
xj = 1 eQer i. arz noktasi j. talep noktasinin talebini karsilamak Uzere atanirsa
xj = 0 eger i. arz noktasl j. talep noktasinin talebini karsilamazsa

Bu durumda, bir atama sorununun genel DP goésterimi asagidaki gibidir:

min 2 2 Gjj Xj
oyle kiZ; xj =1 (i=1,2, ..., m) Arz kisitlari

Zixi=1(=12, ..., n) Talep kisitlari

xj =0 veya x; = 1

7.7.2 Macar Yontemi

Tum arz ve talep miktarlari tamsayi oldugundan, en iyi gozimdeki tum degiskenler de

tamsayi olmalidir. Her kisitin ST degeri 1’e esit oldugundan, her x; 1’den buyUk

olmayan ve negatif olmayan bir tamsayi olmalidir. Bu durumda her x; O veya 1

olmalidir.

x;j = 0 veya xj = 1 kisittamasini DP gosteriminde ihmal edersek, her arz noktasinin bir

adet arz ettigi ve her talep noktasinin bir adet talep ettigi dengeli bir ulastirma sorunu

ile karsilasiriz.

Fakat atama sorununun ulastirma simpleks yontemi ile ¢oztlmesi yukarida verilen

kisitlamayi kullanmayacag! icin etkin olmayacakiir.

Bu yuzden simpleks’den daha basit bir algoritma olan Macar Yontemi ile atama

sorunlari ¢ozulur.

Uyari

1. Amag¢ fonksiyonunun enbuyuklenmesi istenilen atama sorunlarinda Kkarlar
matrisindeki elemanlarin —1 ile garpilarak sorunun enkiigiikleme sorunu olarak

Macar Yontemi ile ¢ozilmesi gerekir
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2. Eger maliyet matrisinde satir ve siUtun sayilar esit degilse atama sorunu
dengesizdir. Bu durumda sorunu Macar Yontemi ile gozmeden once bir veya daha
fazla sayida yapay nokta eklenerek dengelenmelidir..

Adimlar

—

. mxn’lik maliyet matrisinin her satirindaki en kiiglk maliyeti bulunuz.
Her maliyetten kendi satirindaki en kiguk maliyeti gikararak bir matris kurunuz.

Yeni matrisde her sttunun en kuguk maliyetini bulunuz.

I

Bu sefer her maliyetten kendi sutunundaki en kiguk maliyeti ¢ikararak yeni bir

matris (indirgenmis maliyet matrisi) kurunuz.

5. indirgenmis maliyet matrisindeki tim sifirlari drtecek sekilde en az sayida (yatay
veya dusey) cizgi ¢iziniz. Eger bu islem i¢cin m adet ¢izgi gerekli ise en iyi ¢6zim
bulunmustur. Eger gerekli ¢izgi sayisi m adetten az ise bir sonraki adima geginiz.

6. indirgenmis maliyet matrisinde Adim 5’de cizilen cizgiler ile értiilmemis en kiigiik
maliyeti (k) bulunuz.

7. Her Ustinden ¢izgi gegmeyen maliyetten K'yi gikariniz ve ¢ift ¢izgi ile ortilen her

maliyete K'yi ekleyiniz. Adim 5’e dénundiz.

Ornek 1. Ugus EKkibi

(Winston 7.5.°den esinlenilmistir)

Dort adet kaptan pilot (P1, P2, P3, P4) uguslarda beraber olduklari dort adet ugus
teknisyenini (T1, T2, T3, T4) yetkinlik, uyum ve moral motivasyon agisindan 1-20
Olceginde degerlendirmiglerdir (1: ¢ok iyi, 20: ¢ok kotl). Degerlendirme notlari tabloda
verilmigtir. Havayolu sirketi her ugus teknisyeninin kaptan pilotlara atamasini bu
degerlendirmelere gore yapmak istemektedir.

| T1 T2 T3 T4
P1 2 4 6 10
P2 2 12 6 5
P3 7 8 3 9
P4 14 5 8 7

Yanit: Adim 1 & 2 Tablodaki her satir icin en kiglik maliyetler bulunur ve her

maliyetten kendi satirindaki en kagik maliyet gikarilir.

Satir min
2 4 6 10 2 0 2 4 8
2 12 6 5 2 = 0 10 4 3
7 8 3 9 3 4 5 0 6
14 5 8 7 5 9 0 3 2
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Adim 3 & 4. Yeni matrisin her sutunun en kiguk maliyeti bulunur. Her maliyetten kendi

sutunundaki en kiaglk maliyeti ¢cikararak indirgenmis maliyet matrisi elde edilir.

0 2 4 8 0 2 4 6

0 10 4 3 = 0 10 4 1

4 5 0 6 4 5 0 4

9 0 3 2 9 0 3 0
Sutun min 0 0 0 2

Adim 5. Asagidaki tabloda gosterildigi gibi 3. ve 4. satir ile 1. sutunda cizilecek ¢gizgiler
indirgenmis maliyet matrisindeki tim sifirlari 6rter. Gerekli en az ¢izgi sayisi 3’dur.

4’den az ¢izgi gerektiginden ¢ézim en iyi degildir. Bir sonraki adima gegilir.

0 2 4 6
D 10 4 1
4 5 0 4
5 0 3 0

Adim 6 & 7. Ortiilememis en kiiglik maliyet 1°dir. Her 6rtilmemis maliyetten 1 gikarihr

ve iKi ¢izgi ile Ortulenlere 1 eklenir.

2 4 6 0 1 3 5
10 4 1 = 0 9 3 0
5 0 4 5 5 0 4
0 3 0 10 0 3 0

Yeni tabloda tum sifirlari dortten daha az ¢izgi ile 6rtmek mumkin degildir. En iyi
¢6zUm bulunmustur.

Sutun 3’deki tek sifir xs3’de ve Sutun 2’deki tek sifir xs2’dedir. Satir 4 tekrar
kullaniimayacagi igin Suttun 4 igin kalan sifir x24’dedir. Son olarak x11’i segeriz. Secilen
tum karar degiskenleri 1’e esittir.

Rapor:

P1T1ile, P2 T4 ile, P3 T3 ile ve P4 T2 ile ugmalidir.

Ornek 2. Enbiiyiikleme sorunu

mooOw>»

N O OTN O
N ©o~NW
NWwo oI
N = B woo|—
©~NON S|
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Rapor:
En iyi kar = 36, Atamalar: A-l, B-H, C-G, D-F, E-J
Alternatif en iyi ¢6zim: A-l, B-H, C-F, D-G, E-J

Ornek 3. Dért is bes isci tarafindan asagida verilen tablodaki zamanlarda
yapilabilmektedir. Sureler dakika cinsinden verilmigtir. Cizgiler (--) o isginin o isi
yapamayacagini gostermektedir. Toplam gerekli zamani en kuguklemek icin hangi is
hangi is¢iye atanmalidir?

isci IisA isB isC isD

1 22 18 30 18
2 18 -- 27 22
3 26 20 28 28
4 16 22 -- 14
5 21 -- 25 28
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8. AG MODELLERINE GIRi$

Telefon hatlari, internet, kara yollari, elektrik sistemleri ve su dagitim sistemleri gibi bir
cok fiziksel yapi yasamimizin igerisinde olan ¢ok bilinen aglardir. Bu sistemler,
artnlerin en kisa yolla veya en duslik maliyet ile istenilen yerlere gonderilmesi gibi
ortak problemler igerirler. Bu fiziksel aglar gibi bir ¢cok en iyileme problemi de ag

gOsterimi ile analiz edilebilir.

Ag enyilemesi konusunun kokleri 1940’lara dogrusal programlamanin gelismesine
kadar gider. Bundan sonra teorik ve uygulama arastirmalarinin artmasi ve pratik birgok

probleme uygulanmasi ile ag enyilemesi konusu hizla geligmistir.

Ders kapsaminda birka¢ 6nemli ag modelinin tanitimi yapilacaktir: bu konular
icerisinde en kisa yol problemi, en buylk akis problemi, en kiguk maliyetli akis

problemi ve proje yonetimi vardir.

Bir ag veya ¢izge iki ana unsur ile tanimlanir. Bir yonli G(N,S) agi sonlu dugum (kose,
nokta) kimesi N = {1,2,..., m} ve bu dugumleri birbirlerine baglayan sonlu yonli
baglanti (yay, dal, ¢izgi) kumesi S = {(ij), (k,/),...,(s, f)} ile tamimlanir. (i,j) baglantisi / ve
J dugumlerini ’den j yonune baglar. Bir agin m dugum ve n baglantidan olustugu
varsayilabilir. Ornegin agagidaki ag dort diigim ve yedi baglantidan olugmaktadir ve
N ={1,2,3,4}, S ={(1,2), (1,3), (2,4), (2,3), (3,2), (3,4), (4,1)}.
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8.2 EN KISA YOL PROBLEMi

m dugum ve n baglantidan olusan bir G(N,S) agini géz 6nune alalim. Her (ij) € S
baglantisi i¢in bir c; maliyeti verilsin. Bir baslangi¢ noktasindan (dugim 1) bitis

noktasina (dugum m) en kisa rotayi bulma problemine en kisa yol problemi denir.

Ornek 1. Firmalara kargo hizmeti veren ATK-Brown sirketi, bir misterisinin Griinlerini
dagitim merkezinden (dugum 1) musterinin deposuna (digum 6) tagimak istemektedir.
Olasi yollar ve km cinsinden uzunluklari asagidaki sekilde verilmistir. Burada problem

1. noktadan 6. noktaya ulasmak i¢in en kisa rotayi belirlemektir.

8.2.1 En kisa yol probleminin DP gosterimi

xj = 0 veya 1; (i,j) baglantisinin en kisa yol Uzerinde olup olmadidi gostermek Uzere,

m m
Min z z Cl'jxl'j

i=1j=1
Oyle ki; Yox =1
YitiXij — Lk=1Xki = 0 i=2,...,m-1
YimiXm =1

xj=0veya1,ij=12,...,m.

Burada toplamlar agdaki mevcut olan baglantilar igin hesaplanir.

8.2.2 Dijkstra Algoritmasi

Tdm c¢j > 0 oldugu durumu gdéz dnlne alahim. Bu durum igin bir noktadan (dugum 1)
diger tim noktalara en kisa yolu veren ¢ok basit ve etkin bir ydontem vardir: Dijkstra
Algoritmasi. Bu yontem bir etiketleme algoritmasidir ve dugumleri 6nce gegici sonra
da kalici olarak etiketleyerek ilerler.
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BASLANGIC ADIMI
Baslangig dugumu (dugum 1) O olarak kalici etiketlenir.
Diger tum dugumler o« olarak gegici etiketlenir.
ANA ADIM
1) Tum gegici etiketleri glincelle:
Jdigumu gegici etiketi=
. j diiglimiiniin mevcut gecici etiketi
m n{i digimiinin kalic1 etiketi + (i, j)baglantisinin uzunluguy, (i, j) € S i¢in
2) En kilguk gecici etikete sahip dUgumun gegici etiketini kaliciya cevir.
3) Ana adimi varig dugumunun kalici etiketini buluncaya kadar yurat, bulunca dur.

En kisa rotayl bulabilmek igcin m'den 1'e geriye dogru; etiketleri arasindaki fark

aralarindaki mesafeye esit olan diugumlerden gecgerek gidilir.

Ornek 2. Ornek 1’deki problem igin en kisa yolu bulunuz.

Yanit: P(i): /nin kalici etiketi; T(/): /nin gegici etiketi olmak Uzere;

BASLANGIC ADIMI
P(1)=0, T())= oo, i=2,...,6.

ANA ADIM - 1’nci kosum

T(2) = min (0, P(1) + ¢12) = min («, 2) = 2
T(3) = min (0, P(1) + ¢13) = min (0, 4) = 4
T4)=T((5)=T(6)= «

Dugum 2'nin gegici etiketini kalici hale getiriyoruz; P(2) = 2.
ANA ADIM - 2’'nci kosum

T(3) =min (4, P(2) + c23) = min (4, 2+1) =3
T(4)=6,T(5)=4,T(6)= =«

Dugum 3'nin gegici etiketini kalici hale getiriyoruz; P(3) = 3.

ANA ADIM - 3’iincii kosum

T(4)=6
T(5) = min (4, P(3) + c35) = min (4,6 ) = 4
T(6) = «

Dugum 5'in gegici etiketini kalici hale getiriyoruz; P(5) = 4.

ANA ADIM - 4’Gnei kosum

T(4) = min (6, P(5) + cs4) =min (6, 7) = 6

T(6) = min (0, P(5) + cs6) = (0, 6) = 6

Dugum 6’nin gecici etiketini kalici hale getiriyoruz; P(6) = 6. Varis dugumunin kalici
etiketi bulundu, dur.
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En kisa yol 1-2-5-6 dugumlerinden ge¢gmektedir. Toplam maliyet (toplam uzaklik) 6
km'dir.
8.3 EN BUYUK AKIS PROBLEMI

m dugum ve n baglantidan olusan bir G(N,S) agini gbz 6nune alalim. Ag uzerinden
tek bir Grinin akisi planlanmak istensin. Her (i,j)) € S baglantisinin tUzerinde akan
artin miktari bir u; st limiti ile sinirlandirilsin. Bu sekilde tanimlanan bir agda bir
baslangi¢ noktasindan (digum 1) bitis noktasina (dGgum m) en fazla urtn akigini
bulma en buylk akis problemi olarak tanimlanir. Problemde herhangi bir maliyet s6z

konusu degildir.
Ornek 3. (Winston 8.3'ten esinlenilmistir.)

ATK-Petrol asagida verilen ag uzerinde s, ‘dan s/'ye bir saatte gonderilecek ham
petroli miktarini enblyuklemek istemektedir. Ham petrol s, ‘dan s/ye tasinirken 2, 3
ve 4 numarali istasyonlarin hepsinden veya bir kismindan ge¢gmelidir. Sekildeki
baglantilar farkli gaptaki boru hatlarini géstermektedir. Her bir baglanti Gzerinden bir
saatte taginabilecek en fazla petrol miktarlari milyon varil cinsiden sekil Uzerinde
verilmistir. Burada problem verilen sartlarda s, ‘dan s/ye bir saatte génderilecek en

fazla ham petrol miktarini bulmaktir.

8.3.1 En bliyuk akis probleminin DP gosterimi

Duagum 1’den dugum m’ye akis file; (ij) baglantisi Uzerindeki akis x; ile gosteriimek

uzere;

Maks f
Oyle ki; Yiixij=f

YILix; — Yy X = 0 i=2,...,m-1
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Xt Xim = f
X <uw; iL,j=12,..,m
xj>0,ij=1,2,...,m.
Burada toplamlar ve esitsizlikler agdaki mevcut olan baglantilar i¢in tanimlanmistir.
Ornek 4. Ornek 3'te verilen problemi ¢cézmek igin gerekli DP’yi kurunuz.
Yanit:

Maks f

Oyle ki; X1+ X3 =f
X3+ X24 —X12 =0
X34 + X35 — X13 — X3 = 0
X45 = X24 — X34 =0
Xg5 + X35 = f
X1 < 2
xX13 <3
X3 <1
Xy, < 4
X34 < 2
X35 < 2
Xg5 <7
Tam degiskenler >0

(not: so ve sj noktalarinin indis numaralari 1 ve 5 olarak alinmistir.)
Ornek 5. Projeye isgiicii planlama

Bir insaat firmasi gelecek dort ay iginde Ug projeyi bitirmek zorundadir. Projelerin
bitirilmesi gereken zamanlari ve bu surede gerekli toplam isgucu miktari (adam*ay
olarak) tabloda verilmigtir. Firmanin elinde 8 adet is¢i bulunmaktadir. Bir projede bir
ayda en fazla 6 is¢i géreviendirilebilir. Ug projenin zamaninda tamamlanip
tamamlanmayacagini bulabilmek igin bir en biiylik akis problemi tanimlayiniz. (ipicu:

Eger en buyuk akis 30 olursa projeler zamaninda tamamlanir.)

Proje no Bitirme zamani Gerekli igsglicu
1 3. ay sonu 8 adam*ay

2 4. ay sonu 10 adam*ay

3 2. ay sonu 12 adam*ay
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8.4 EN KUGUK MALIYETLI AKIS PROBLEMI

En kacuk maliyetli akis problemi ders kapsaminda islenen ulastirma, atama, gegici
konaklama, en kiuguk maliyetli akig, en blyuk akis ve CPM problemlerinin en genel
halidir. En kiigik maliyetli akis problemine diugumler igin talep ve arz degerleri ile
baglantilarla ilgili maliyetler ve ust / alt sinirlar dahil edilebilir. Problemin tanimi
asagida verilmistir.

m dugum ve n baglantidan olusan bir G(N,S) agini géz 6nune alalim. N kimesindeki
her i dUgumu icin bir b; tanimlanir. b;, eger b;> 0 ise arz miktarini, eger b; <0 ise
talep miktarini ifade eder. i dugumleri; eger b; > 0 ise arz noktasi, eger b; <0 ise
talep noktasi olarak siniflandirilabilir. Eger b; = 0 ise i dUgumu arz veya talep noktasi
degildir, gegici konaklama veya ara nokta olarak isimlendirilebilir. Her (i,j) € S
baglantisi i¢in baglanti Gzerindeki akis xj; gosterilsin. Ayrica her baglanti igin cj
maliyeti ve baglanti Gzerindeki akigin en blyuk ve en kigik miktarlari uj ve [;;

verilsin.

En kaglk maliyetli akis problemi, verilen sartlarda kullanilabilir arzin ag boyunca

tasinarak talepleri en kuguk maliyetle tagsinmasi olarak tanimlanir.

Matematiksel olarak problem asagidaki DP ile ifade edilebilir (toplamlar ve

esitsizlikler agdaki mevcut olan baglantilar igin tanimlanmistir.)

m m
Min z Z Cl'jxl'j

i=1 j=1
Oyle ki; Y1 Xij — Yie1 Xk = by i=1,....m
Lj<xjj<w; i,j=12,..,m
xj20,ij=12,...m.

Burada akis dengeleme denklemleri olarak ifade edilen ilk kisit i dugumundeki net
akisin b/ye esit olmasini saglar. ikinci kisit baglantilardaki akisin alt ve Ust sinirlar

icerisinde kalmasini saglar.
Ornek 6. (Winston 8.5’ten esinlenilmistir.)

Asagida verilen yol agina her saat 1 noktasindan 900 arag girmektedir. Bu
araglardan 300 tanesi 4 noktasindan, 500 tanesi 6 noktasindan ve 100 tanesi de 5

noktasindan gikacaktir. Sekil Uzerinde her baglanti Uzerinde, araglarin baglantiyi
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gecme suresi (dakika olarak) ve baglantidan bir saatte gegebilecek azami arag sayisi
verilmigtir. tim araglarin 1 noktasindan 4, 5 ve 6 noktalarina en kisa surede varmasi

icin problemi en kuglk maliyetli akis problemi olarak modelleyiniz.

(cijy ui)
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