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1. YONEYLEM ARASTIRMASINA GIRiS

1.1 TERMINOLOJi

"Yéneylem Arastirmasi” (YA), ingiliz ve Avrupalilar tarafindan "Operational Research"
ve Amerikalilar tarafindan "Operations Research" olarak isimlendirilir ve "OR" olarak
kisaltilir.

Bu alanda kullanilan bir diger terim de "Yonetim Bilimi"dir (Management Science) ve
uluslararasi literatiirde MS olarak kisaltilir. iki terim birlestirilerek "OR/MS" veya
"ORMS" de denilir.

YA genelde bir "Sorun C6zme" (problem solving) ve "Karar Verme Bilimi" (decision
science) olarak da degerlendirilir.

Bazi kaynaklarda YA yerine Endustri MUhendisligi (Industrial Engineering - IE) kavrami
da kullanilir.

Son yillarda bu alan icin tek bir terim kullaniimaya ¢alisiimaktadir: OR.

Biz de derste bu alan i¢in Yoneylem Arastirmasinin Turkge kisaltmasi olan YA'yi
kullanacagiz.

“Yoneylem Aragtirmasi (Yonetim Bilimi) genellikle kit kaynaklarin tahsis edilmesi
gereken durumlarda en iyi sekilde bir sistemi tasarlamaya ve isletmeye yonelik karar
verme surecine bilimsel bir yaklagimdir.”

Belirli bir hedefi gerceklestirmek igin birlikte ¢alisan birbirine bagl bilesenlerin

olusturdugu diizen sistemdir.

1.2 YONEYLEM ARASTIRMASI YONTEMBILIMi
Bir sorunun ¢d6zUmu i¢in YA kullanildidi zaman asagidaki yedi adimlik siureg takip
edilmelidir.

Adim 1. Sorunun Formulasyonu

YA analisti (sorunu olan karar vericiye YA teknikleri ile yardimci olan kisi) ilk olarak
sorunu tanimlar. Sorunun tanimlanmasi; amaglarin ve sorunu olusturan sistemin

bilesenlerinin belirlenmesi ile olur.
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Adim 2. Sistemin incelenmesi

Daha sonra analist sorunu etkileyen parametrelerin de@erlerini belirlemek icin veri
toplar. S6z konusu degerler sorunu temsil edecek bir matematiksel modelin
geligtiriimesi (Adim 3) ve degerlendirilmesi (Adim 4) icin kullanilir.

Adim 3. Sorunun Matematiksel Modelinin Kurulmasi

Analist tarafindan sorunu ideal bir sekilde temsil edecek bir matematiksel model
gelistirilir. Bu derste modelleme igin ¢esitli yontemler 6grenecegiz.

Adim 4. Modelin Dogrulanmasi

Uglincti adimda kurulan modelin gercegi iyi yansitip yansitmadig§i sinanir. Su anki
durum i¢in modelin ne kadar gegerli oldugu belirlenerek modelin gercege ne kadar
uydugu test edilir.

Adim 5. Uygun bir Secenedin Secilmesi

Eldeki model Uzerinde bir ¢6zim yontemi kullanilarak amaglari en iyi karsilayan bir
segenek (varsa) analist tarafindan segilir.

Bazen eldeki segeneklerin kullanimi i¢in sinirlandirmalar ve kisittamalar olabilir. Bu
ylzden amaci kargilayan segenek bulunamayabilir. Bazi durumlarda ise amaglari en
iyi sekilde karsilayan birden fazla sayida segenek bulunabilir.

Adim 6. Sonuclarin Karar Vericiye Sunumu

Bu adimda, analist modeli ve model ¢6zimu sonucunda ortaya ¢ikan onerileri karar
verici ya da vericilere sunar. Segenek sayisi birden fazla ise karar verici(ler)
gereksinimlerine gore birini secerler.

Sonuglarin sunumundan sonra, karar verici(ler) éneriyi onaylamayabilir. Bunun nedeni
ugrasilan sorunun dogru tanimlanmamasi ya da modelin kurulmasinda karar vericinin
yeterince suUrece karismamasi olabilir. Bu durumda analist ilk U¢ adima yeniden
donmelidir.

Adim 7. Onerinin Uygulanmasi ve izlenmesi

Eger karar verici sunulan oneriden memnun kalirsa, analistin son gorevi karar vericinin
Oneriyi uygulamasina yardimci olmaktir: Segenedin kullanilarak sorunun ¢ézimuine
nezaret etmeli ve Ozellikle gevre kosullari degistikge amaglarn kargilamaya yonelik

dinamik guncellemeler yaparak uygulamayi izlemelidir.
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1.3 YONEYLEM ARASTIRMASININ TARIHCESI

Yoneylem Aragtirmasi goreceli olarak yeni bir bilim dalidir. 1930'lu yillarin sonunda YA
ilk olarak Birlesik Krallik'ta kullanildi.

1936 yilinin baginda ingiliz Hava Bakanli§i; dogu kiyisinda, Felixstowe yakinlarinda,
Suffolk'da Bawdsey Arastirma istasyonu'nu kurdu. Séz konusu yer hava kuvvetleri
savas oncesi radar calismalarinin yapildigr merkezdi. Yine 1936 yilinda Kraliyet Hava
Kuvvetleri (RAF) icinde Britanya hava savunmasi igin 6zel bir birlik olusturuldu.
Radarin kullaniimaya baglamasi beraberinde bazi sorunlar da getirdi: Ugaklarin rotasi
ve kontrolu gibi elde edilen bilginin dogru ve etkin bir sekilde kullaniimasi gibi. 1936
yilinin sonunda, Kent'deki Biggin Hill'de kurulan bir grup elde edilen radar bilgisi ile
diger ucak ile ilgili yer bilgilerinin buatinlestiriimesini hedefleyen ¢alismalar yapti. S6z
konusu galigsmalar YA'nin baglangici olarak kabul edilebilir.

1937 yilinda Bawdsey Arastirma istasyonu deneysel calismalari pratige cevirdi ve
Radar Istasyonu olarak c¢alismaya basladi. Radardan elde edilen bilgiler
batlnlestirilerek genel hava savunma ve kontrol sistemi olusturuldu. Temmuz 1938'de
kiyi boyunca dort yeni radar istasyonu daha kuruldu. Bu durumda da farkli
istasyonlardan elde edilen ve genelde birbirleri ile ¢eligsen bilginin dogrulanmasi ve
esgudumu sorunu ortaya ciktl.

Sorunun ¢6zumu ic¢in ve yapilan islerin etkinliginin Olgiimesi amaciyla Bawdsey
Arastirma istasyonu'nda A.P. Rowe baskanliginda bir bilimsel grup olusturuldu. Séz
konusu askeri operasyonlarin arastirimasi (Research into Military Operations)
islemine "Operational Research" denildi. Genigleyen ¢alisma grubu, 1939 yazinda,
Stanmore Arastirma Istasyonu'nu merkez olarak kullanmaya basladi.

Savas sirasinda Stanmore Arastirma Merkezi, Fransa'daki Alman glgclerine karsi
istenen ek ucak kuvvetlerinin uygun olup olmadigint YA teknikleri kullanarak
degerlendirdi ve uygun olmadigini gbsteren grafiklerle o zamanki bagbakan Winston
Churchill'e bir sunum yapti ve sonugta bolgeye ek kuvvet gonderiimeyerek hava
kuvvetlerinin glcunin azalmasi engellendi. 1941 yilinda Yoneylem Arastirmasi
Bolumu (Operational Research Section - ORS) kuruldu ve savas bitimine kadar s6z
konusu grup ¢alismalar yapti.

1941 yilinda kurulan Blackett onderligindeki bu gruba yedi ayri bilim dalindan onbir
bilim adami katilmisti: Ug¢ fizyolog, bir fizikgi, iki matematikgi, bir astrofizikgi, iki fizik
matematikgisi, bir subay, bir muhendis. Savastan sonra YA calismalari Ozellikle

ABD'de askeriye disindaki alanlarda da hizlandi
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Tarkiye'de ise ilk YA calismalari, 1 Haziran 1956'da, Alb. Fuat Ulug'un cabalari ile
Genel Kurmay'da olusturulan yedek subaylardan olusan Harekat Arastirmasi grubu ile
basladi. Seferberlik ve hava savunma konularinda yurtdisindan alinan destek ile
arastirmalar yapildi. Ulkemizde ilk YA dersi de iTU Makine Fakiiltesinde 1960-61 ders
yilinda Prof. Dr. ilhami Karayalgin tarafindan verildi. 1966 yilinda Harekat Arastirmasi
ismi Yoneylem Arastirmasi olarak degistirildi.

Dr. Y. ilker Topcu (www.ilkertopcu.info) & Dr. Ozgur Kabak (web.itu.edu.tr/kabak)

4


http://www.ilkertopcu.info/
http://web.itu.edu.tr/kabak

END331 2021-2022

2. TEMEL YONEYLEM ARASTIRMASI KAVRAMLARI

“Yoneylem arastirmasi, gercek hayat sistemlerinin matematiksel modellerle temsil
edilmesi ve en iyi (optimum) ¢6zimi bulmak igin kurulan modellere sayisal
yontemler (algoritmalar) uygulanmasidir.”

Bir eniyileme (optimizasyon) modeli verilen kisitlari saglayan karar degiskenlerinin tim
degderleri arasinda amag fonksiyonunu eniyileyen (enbuyukleyen veya enklgcukleyen)

degerleri bulmayi hedefler

Ornek 2.1.

Two Mines Sirketi 6zel bir cevher ¢ikardidi iki adet maden ocagina sahiptir. Ocaklarda
uretilen cevher Ug sinifa ayrilir: ylksek, orta, dusuk kaliteli. Sirket bir fabrikaya haftalik
olarak 12 ton yuksek, 8 ton orta ve 24 ton dusuk kaliteli cevher saglamak Uzere
anlasmistir. S6z konusu iki maden ocagi (X ve Y) ayrintilari asagida verilen farkh

isletim 6zelliklerine sahiptir.

Maliyet Uretim (ton/giin)
Maden (£'000 / guin) Yiksek Orta Diisuk
X 180 6 3 4
Y 160 1 1 6

Anlasmayi gergeklestirmek igin hafta sonu Uretim yapilmayan maden ocaklari haftada

kag¢ gun isletiimelidir?

Tahmin
Two Mines oOrnegini incelemek igcin ¢ok basit bir sekilde yargimizi kullanarak
madenlerin haftada ka¢ gun calisacagina yonelik olarak fikir yaruterek tahmin
yapabiliriz.

« haftada bir giin X madenini, bir giin Y madenini igletme
Bu ¢6zum onerisi iyi bir sonu¢ vermeyecek gibi goziikmektedir. Sadece 7 ton yuksek
kaliteli cevher Uretilecek bu durumda da 12 tonluk mugteri gereksinimi
karsilanamayacaktir. Boyle bir ¢ézlime "olurlu (uygun) olmayan" (infeasible) ¢6zim
denilir.

« haftada 4 glin X madenini, 3 glin Y madenini igletme
Bu durumda tUm musteri gereksinimleri karsilanabilmektedir. Boyle bir ¢ozime de

"olurlu” (feasible) ¢6ztm denilir. Fakat s6z konusu ¢6zUm 6nerisi ¢gok pahalidir.
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Anlagsmayi en kuguk maliyetle saglayacak ¢ozumu isteriz. Tahmin ederek yeni
¢ozUmler bulsak bile buldugumuz ¢6zumun en kiglik maliyetli olup olmadigini

bilemeyiz. Yapisal bir yaklagim ile en iyi cozUmu bulabiliriz.

Yanit
Yapmamiz gereken Two Mines 6rnegini sozel olarak ifade edip, soz konusu ifadeyi
matematiksel bir tanima cevirmektir.
Bu tipte sorunlari gozmeye ugrasirken oncelikle asagidaki kavramlari belirlemeliyiz:
o Karar degiskenleri (deicion variables)
e Amagc fonksiyonu (objective function)
o Kisitlar (constraints)
Bu belirleme surecine "formulasyon" ya da daha resmi bir sekilde sorunun

matematiksel modelinin formilasyonu denilir.

Dediskenler
Bunlar verilmesi gereken kararlari veya bilinmeyenleri temsil eder. incelenen sorunda

iki adet karar degigkeni (decision variable) vardir:
x = Bir haftada X maden ocaginin igletilecegi giin sayisi
y = Bir haftada Y maden ocaginin igletilecegi gin sayisi

Dogal olarak x =0 ve y = 0 olacaktir

Kisitlar
Kisit, soruna 6zgu durumlarin getirdigi sinirlamalardir. Kisit belirlemenin en iyi yolu
once sinirlayici durumlari sézel olarak ifade edip daha sonra degiskenleri kullanip
matematiksel bicimde yazmaktir:
Cevher Uretim kisiti — Uretilen cevher ile musteri gereksiniminin dengelenmesi
Cevher cesitleri
Yuksek 6x +1ly =12
Orta 3x+1ly= 8
Dusuk 4X + 6y = 24
Kisitlarda esitlik yerine esitsizlik kullanildigina dikkat ediniz. Bu durumda gereksinim
duyulandan daha fazla cevher Jdretebiliriz. Esitsizlik kullanma "en iyileme"

(optimization) sorunlarindaki kisitlarda esneklik saglar.
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Haftalik gin kisiti - Haftada belirli bir giinden fazla calisilamaz. Ornegin haftada 5 gln
calisilirsa asagidaki kisitlar yazilmalidir.

Xx<5

y<5b
Haftalik gin sayisi gibi kisitlar genellikle sakli (implicit) kisitlar olarak isimlendirilir

¢clnkul bu kisitlar degiskenlerin tanimlanmasinda saklidir.

Amac

Sirketin amaci toplam maliyeti (180x + 160y) en az seviyede tutarak musteri
gereksinimlerini kargilamaktir.

Ele alinan sorunda tum olasi olurlu ¢ézimlerden amacg fonksiyonu degerini
enkugukleyen karar degigkeni degerlerini barindiran ¢ozum en iyi ¢ozumdur.
Sorunun amacinin kar enblylklemesi olmasi durumunda en iyi ¢ézum amag
fonksiyonu degerini en buyuk yapan deger olacaktir.

Genel olarak, tim olasi olurlu ¢6zumlerden amac fonksiyonu deg@erini en iyi hale

getiren karar degiskeni degerlerini barindiran ¢éziime "en iyi" (optimum) ¢ézim denilir.

Sonug olarak tim kavramlari bir arada yazarak tam matematiksel modeli asagidaki

gibi yazabiliriz:

enkigukle (minimize)
180x + 160y

oyle ki (subject to)
6x +y =12
3x+y=8
4x + 6y 2 24
Xx<5
y<5b

x,y20

Yukarida verilen matematiksel model asagidaki bigimdedir:
o tum degiskenler sureklidir (continuous)

o tek bir amag vardir (enblylkleme (maximize) veya enkicikleme (minimize))
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o amag ve kisit fonksiyonlari dogrusaldir. Fonksiyondaki her terim ya sabit
sayidir ya da bir sabitle ¢arpilmis degiskendir (6rnegin 24, 0, 4x, 6y dogrusal

terimlerdir fakat xy, x*> dogrusal degildir).

Yukaridaki G¢ kosulu saglayan herhangi bir formuilasyon bir "Dogrusal Program"dir

(DP; linear program - LP).

Bir sorunu DP ile inceledigimizde yukaridaki kosullara uymak icin bazi varsayimlar
yapariz. Ele aldigimiz 6rnekte haftalik galisma gin sayisinin kesirli olabilecegi (tam
say! olmak zorunda olmamasi) gibi. Aslinda bu tip sorunlari ¢6zmek igin "Tam sayili

programlama (TP)" (integer programming- IP) teknikleri de kullanilabilir.

Matematiksel model (formilasyon) kurulduktan sonra algoritma adi verilen sayisal bir
¢6zUm teknigi kullanilarak amag fonksiyonunun "en iyi" (optimum) degerini verecek
(enbuylkleme sorunlarinda en buyuk, enklgliklemede en kuglk) ve tum kisitlari

saglayacak sekilde karar degiskeni degerleri bulunur.

"YA, gercek hayat sistemlerinin matematiksel modellerle temsil edilmesi ve en
iyi ¢6ziimii bulmak igin kurulan modellere sayisal yontemler (algoritmalar)

uygulanmasidir.”
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3. DOGRUSAL PROGRAMLAMA iLE MODELLEME

Dogrusal programlama veya daha genel olarak matematiksel programlama ile

modelleme yapilirken ¢ ana tanim yapiimaldir:

1) Karar degiskenleri: Model ile karar verilecek degerlerdir

2) Amac fonksiyonu: Model ile enblylUklenecek (maksimizasyon) veya en
kucuklenecek (minimizasyon) fonksiyondir. Bu fonksiyon karar degiskenlerine
bagli olarak ifade edilir.

3) Kisitlar: Karar verirken dikkate alinmasi gereken kosullarin matematiksel
ifadesidir. Karar degiskenlerine bagli fonksiyonlar ile Esitlik (=) veya esitsizlik
(2, =) seklinde ifade edilebilebilir.

Two Mines Ornegi incelenirse, bir matematiksel modelin bir "Dogrusal Program" (DP;

linear program - LP) olmasi i¢in asagidaki kosullari saglamasi gerektigi gorulir:

Tam karar degiskenleri streklidir (continuous)
Tek bir amag vardir (enblyukleme (maximize) veya enkucikleme (minimize))
Amag ve kisit fonksiyonlari dogrusaldir. Fonksiyondaki her terim ya sabit sayidir

ya da bir sabitle garpilmis degiskendir.

DP'ler 6nemlidir guink:

cok sayida sorun DP olarak formule edilebilir

"Simpleks algoritmasi” kullanilarak DP'ler ¢ézullebilir ve en iyi ¢dzum bulunabilir.

DP'lerin temel uygulama alanlarina asagida gesitli 6rnekler verilmistir:

Uretim planlama

Rafineri yonetimi

Karigim

Dagitim

Finansal ve ekonomik planlama
isglicti planlamasi

Tarimsal planlama

Gida planlama

DP'ler i¢in dort temel varsayim s6z konusudur:

Oransallik
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o Her karar degiskeninin amag fonksiyonuna katkisi karar degiskeninin degeri ile
orantilidir (X madenini t¢ gun igletmenin maliyeti (3x180=540) bir gin isletme
maliyetinin (180) tam olarak g katidir.)

o Her karar degiskeninin kisitlarin sol tarafina katkisi karar degiskeninin degeri
ile orantihdir. (X madeninin iki gun calistirilmasi ile elde edilecek yuksek
kaliteli cevher miktari (2 x 6 = 12 ton) tam olarak bir glin ¢alistirma ile elde
edilecek miktarin (6 ton) iki katidir.)

e Toplanabilirlik

o Herhangi bir karar degiskeninin amag fonksiyonuna katkisi diger karar
degiskenlerinin degerlerinden badimsizdir (X madeni kag gun isletilirse
isletilsin (x), Y madenin birim isletme maliyeti her zaman 160 birimdir.)

o Herhangi bir karar degiskeninin kisit sol tarafina katkisi diger karar
degiskenlerinin degerlerinden bagimsizdir (X'in degeri ne olursa olsun, Y
madeninin bir gun isletilmesi ile bir ton yiksek, bir ton orta ve 6 ton dlsuk
kaliteli cevher uretilir.

Sonu¢ 1: Amag fonksiyonu degeri her bir karar degiskeninin katkisinin
toplamina esittir.
Sonug 2: Her bir kisitin sol taraf degeri her bir karar degiskeninin katkisinin
toplamina esittir.

e Bolunebilirlik

o Karar degigkenleri tam sayi1 olmayan degerler alabilir. Eger tam sayi degerler
kullanmak sartsa TP kullaniimalidir (X madeninin 2,17 gun ¢alistiriimasi kabul
edilebilir.)

e Kesinlik
o Her parametre kesin olarak bilinmektedir. (X ve Y madenlerinin bir gun isletme

maliyetleri ile Uretilen farkli kaliyetli Gretim miktarlari bastan bilinmektedir.)

3.1 DP ORNEKLERI

Bir problemin ¢6zimunde DP kullanilacaksa oncelikle model formulasyonu
yapilmalidir. Literatirde ve endustride DP’nin bir ¢ok uygulamasi vardir. Model
formulasyonunu farkli uygulamalarda nasil yapabilecegi konusunda uzmanlagsmak
icin farkl drneklerin incelenmesi en iyi yoldur. Bu bdlimde farkli DP érnekleri

verilmigtir.
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Ornek 3.1. Giapetto
(Winston 3.1,, s. 49)
Giapetto tahtadan oyuncak asker ve tren yapmaktadir. Satis fiyatlari, bir oyuncak
asker icin $27, bir oyuncak tren igin $21'dir. Bir asker igin $10'hk hammadde ve
$14'hk iscilik kullanilmaktadir. Bir tren igin ise s6z konusu rakamlar sirasiyla $9 ve
$10'dir. Her bir asker igin 2 saat cilalama ve 1 saat marangozluk gerekirken, her bir
tren icin 1 saat cilalama ve 1 saat marangozluk gerekmektedir. Eldeki hammadde
miktari sinirsizdir, fakat haftada en ¢ok 100 saat cilalama ve 80 saat marangozluk
kullanabilmektedir. Haftada en fazla 40 oyuncak asker satabilmektedir. Giapetto'nun
karini enbuyuklemek igin hangi oyuncaktan haftada kag adet Uretmesi gerektigini
bulmak Uzere bir DP modeli yaziniz.
Yanit
Karar degiskenleri tam olarak verilmesi gereken (bu sorunda Giapetto tarafindan)
kararlar tanimlamalidir. Giapetto bir haftada kag oyuncak asker ve tren yapacagina
karar vermelidir. Bu karara gore asagidaki karar degiskenleri tanimlanabilir:

x1 = bir haftada Uretilen asker sayisi

X2 = bir haftada Uretilen tren sayisi
Amagc fonksiyonu karar degiskenlerinin bir fonksiyonudur. Gelir veya karini
enbuyiklemek ya da maliyetini enktgliklemek isteyen karar vericinin amacini
yansitir. Giapetto haftalik karini (z) enbuylklemek isteyecektir.
Bu sorunda kar
(haftalik gelir) — (hammadde satinalma maliyeti) — (diger degisken maliyetler)
olarak formule edilebilir. Bu durumda Giapetto’nun amag fonksiyonu:

Enblyudkle z = 3x1 + 2x2
Kisitlar karar degiskenlerinin alabilecegi degderler Gzerindeki, sinirlamalar gosterir.
Herhangi bir sinirlama olmazsa Giapetto ¢ok fazla sayida oyuncak ureterek ¢ok
blayuk kar elde edebilir. Fakat gergek hayatta oldugu gibi burada da kisitlar vardir

Haftalik kullanilabilen cilalama zamani

Haftalik kullanilabilen marangozluk zamani

Askerler icin haftalik talep
isaret sinirlamalari da eder karar degiskenleri salt negatif olmayan degerler aliyorsa

kullaniimalidir (Giapetto negatif sayida asker veya tren lretemez!).
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Yukaridaki tim bu 6zellikler asagidaki Dogrusal Programlama (DP; Linear

Programming - LP) modelini verir:

Maks z = 3x1 + 2x2 (Amag fonksiyonu)
s.t.  2x1+Xx2<100 (Cilalama kisitr)
X1+ X2 <80 (Marangozluk kisitr)
X1 <40 (Talep kisiti)
X1, X2 2 0 (isaret sinirlamalari)

Eger (x1,x2)'nin bir deg@eri (bir ¢6zUm) tim bu kisitlari ve isaret sinirlamalarini
saglarsa, s6z konusu ¢ozum olurlu bolgededir (feasible region).

Grafik olarak ya da hesaplayarak sorun ¢ozuldiginde olurlu bdlgedeki ¢oziimlerden
amag fonksiyon degeri en yuksek olan ¢ézimun (x1,x2) = (20,60) oldugunu ve z=180
degderini verdigini buluruz. Bu ¢6zim en iyi ¢6zimdur (optimal solution).

Rapor

Haftada 20 asker ve 60 tren Uretilmesi durumunda kar $180 olacaktir. Eldeki iscilik ve
talebe gore elde edilebilecek en buylk kar budur. Daha fazla iscilik bulunursa kar

cogalabilir.

Ornek 3.2. Reklam Ornegi
(Winston 3.2, s. 61)
Dorian sgirketi, yuksek gelirli mugterileri icin otomobil ve jeep uretmektedir.
Televizyondaki tiyatro oyunlarina ve futbol magclarina bir dakikallk spot
reklamlar vererek satislarini arttirmayi hedeflemektedir. Tiyatro oyununa verilen
reklamin maliyeti 50 bin $'dir ve hedef kitledeki 7 milyon kadin ve 2 milyon erkek
tarafindan seyredilebilir. Futbol magina verilen reklamin maliyeti ise 100 bin $'dir ve
hedef kitledeki 2 milyon kadin ve 12 milyon erkek tarafindan seyredilebilir. Dorian
yuksek gelirli 28 milyon kadin ve 24 milyon erkege en az maliyetle nasil ulagsacagini
bulmak Uzere bir DP modeli yaziniz.
Yanit
Karar degigkenleri asagidaki gibi belirlenebilir:

x1 = tiyatro oyununa verilen reklam sayisi

x2 = futbol magina verilen reklam sayisi

Sorunun modeli:
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min z = 50x1 + 100x2
oyleki 7x1 + 2x2 >28
2X1 + 12x2 224
X1, X2>0

Rapor

Model grafik yontem veya yazilim ile ¢ozulurse; en iyi cozum (x1.x2) = (3.6,1.4), z =
320 olarak bulunur. Buna goére Dorian’a tiyatro oyununa 3.6 adet, futbol magina 1.4
adet reklam verilmesi 6nerilir. Toplam maliyet 320 bin $ olacaktir.

DP’nin bolunebilirlik varsayimi geregi ¢ozim ondalikli olarak ¢ikabilir. Eger bu ¢ézim
uygulanamiyorsa, ¢6zim TP ile yapilmaldir.

Dikkat! Tam sayili programlama ¢éziumu DP ¢ézumuinde ondalikh ¢gikan degiskenleri

en yakin tam sayiya yuvarlayarak BULUNMAZ!

Ornek 3.3. Beslenme Ornegi

(Winston 3.4., s. 70)

Bayan Fidan dort gida grubu ile beslenmektedir: kek, ¢ikolatali dondurma, kola,
ananasli pasta. Bir adet kek 0,5 $'a, bir kasik dondurma 0,2 $'a, bir sise kola 0.3 $'a
ve bir dilim pasta 0.8 $'a satiimaktadir. Bayan Fidan her giin en az 500 kalori, 6 ons
cikolata, 10 ons seker ve 8 ons yag almasi gerekmektedir. Besinlerin birer
birimlerinde yer alan kalori, ¢ikolata, seker ve yag miktarlari asagidaki tabloda
verilmigtir. Bayan Fidan’in gereksinimlerini en az maliyetle karsilayabilmesine

yardimci olacak bir DP modeli kurunuz.

Kalori  Cikolata  Seker Yag
(ons) (ons) (ons)
Kek (1 adet) 400 3 2 2
Cikolatali dondurma (1 kasik) 200 2 2 4
Kola (1 sise) 150 0 4 1
Ananasli pasta (1 dilim) 500 0 4 5
Yanit

Karar degigkenleri:
xa: gunluk yenilecek kek sayisi
X2: gunluk yenilecek kagik dondurma sayisi
x3: gunluk icilecek sise kola sayisi
Xa: gunluk yenilecek dilim pasta sayisi
Bu durumda amag fonksiyonu (cent cinsinden toplam gunlik maliyet):
min Z =50 x1 + 20 x2 + 30 x3 + 80 X4
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Kisitlar:
400 xa1 + 200 x2 + 150 x3 + 500 x4 = 500 (gunluk kalori)
I3X1+ 2Xx2 = 6 (gunluk cikolata)
2xX1+ 2x2+ 4x3+ 4xa2 10 (gunluk seker)
2x1+ 4x2+ x3+ bxa=z 8 (gunluk yag)
xi20,i=1,2,3,4 (isaret sinirlamalar!)
Rapor

En iyi ¢c6zim x1 =0, x2 =3, x3 =1, xa =0 ve Z =90 olarak bulunur (¢c6ziim yontemleri
sonraki boliumlerde anlatilacaktir). Buna goére; Bayan Fidan gunde 3 kasik dondurma

ve 1 sise kola ile tim besin gereksinimlerini karsilayabilir ve 90 cent harcar.

Ornek 3.4. Postane Ornegi

(Winston 3.5., s. 74)

Bir postanede haftanin her gunu farkli sayida elemana gereksinim duymaktadir.
Asagidaki tabloda gunlik gerekli en dugslik eleman sayisi verilmistir. Sendika
kurallarina gore bir eleman 5 gun pes pese calismakta diger iki gun izin yapmaktadir.
Gunlik gereksinimleri karsilamak igin galistirlmasi gereken en az toplam eleman
sayisini bulmak tzere bir DP modeli yaziniz.

Pzt Sal Car Per Cum Cmt Paz
Gerekli eleman |17 13 15 19 14 16 11

Yanit

Karar degigkenleri:

xt: t. gun ¢caligmaya baslayan eleman sayisi (t=1,2,...,7).

Ornegin x1, Pazartesi guinii calismaya baslayan; Pazartesi, Sali, Cargsamba,
Persembe ve Cuma gunleri ¢galisip, Cumartesi ve Pazar gunleri izin yapan eleman
sayisi olacaktir.

Matematiksel olarak DP modeli asagidaki gibi olusturulabilir:

minz= X1 +X2 +X3 +X4 +X5 +Xs +X7

X1 +X4 tX5 +Xe +X7 = 17

X1 +X2 +Xs +X6 +X7 = 13

X1 +X2 +X3 +Xs +X7 = 15

X1 +X2 +X3 +Xa +X7 = 19

X1 +X2 +X3 +Xa +Xs = 14

+X2 +X3 +Xa4 +X5 +Xs = 16

+X3 +X4 +Xs5 +X6 +x7 = 11

x20, vt
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Rapor

Modelin ¢ozimu (x) = (4/3,10/3, 2, 22/3, 0,10/3, 5), z = 67/3 seklindedir. DP’nin
bolunebilirlik varsayimindan 6turt tam sayi olmayan bir ¢ozUm ¢ikmigtir. Bu ¢ozum
gercek hayatta uygulanamayabilir. Bu ylizden bu problemin modellenmesinde ve

¢ozimunde TP kullanmak daha uygun olacaktir.

Ornek 3.5. Sailco Ornegi

(Winston 3.10., s. 99)

Sailco sirketi gelecek dort mevsimde kag adet yelkenli Uretecegine karar verecektir.
Talep sirasiyla 40, 60, 75 ve 25 yelkenlidir. Sailco tium talepleri zamaninda
karsilamalidir. Baslangigta Sailco'nun stokunda 10 yelkenli vardir. Normal mesai ile bir
mevsimde 40 yelkenli Uretebilen sirket yelkenli basina $400 iscilik maliyetine maruz
kalmaktadir. Fazla mesai ile yapilan her ek yelkenli icin ise iscilik maliyeti $450'dir.
Herhangi bir mevsimde yapilan yelkenli ya talebi kargilamak icin kullanilip satilir ya da
stokta tutulur. Bir yelkenlinin bir mevsim stokta tutulmasi durumunda ise $20 stok tutma
maliyeti olusmaktadir. Sailco’nun talepleri en dusik maliyetle karsilamak igin Gretim
planlamasi yapmasini saglayacak bir DP geligtiriniz.

Yanit

Karar degdiskenleri:

xt = t. mevsimde normal mesai ile Uretilen yelkenli sayisi (t = 1,2,3,4)

yt = t. mevsimde fazla mesai ile Uretilen yelkenli sayisi (t = 1,2,3,4)

it = t. mevsimin sonunda stoktaki yelkenli sayisi (t = 1,2,3,4)
Parametreler:

di = t. donem igin yelkenli talebi (t = 1,2,3,4) d1=40, d2=60, d3=75, d4=25, i0=10;
Amac fonksiyonu:

Amac toplam maliyeti en kiicuklemektir.
Toplam maliyet = Normal mesai Uretim maliyeti + Fazla mesai Uretim maliyeti +
stokta tutma maliyeti

Min Z = 400(X1+X2+X3+X4a) + 450(y1+y2+ys+ya) + 20(i1+i2+iz+ia)

Kisitlar:
Normal mesai uretim kapasitesi: xt < 40, Vit
Taleplerin kagilanmasi ve mevsimler arasi akis: it = i1+ Xt + ye - di, Vit

isaret sinirlamalari: xi, ys, it =0, vt
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Rapor
Modelin iyi ¢6zUmu su sekilde bulunur: (x1, X2, X3, X4) = (40, 40, 40, 25), (y1, Y2, Y3, Y4)
= (0, 10, 35, 0), (i1, iz, i3, i14) = (10, 0, 0, O) ve Z = 78450.

Buna gore asagidaki Gretim plani ile en disiik maliyet olan 78450 $’a ulasilabilir.

t> | 1 2 3 4
Normal mesai (xt) 40 40 40 25
Fazla mesai (yt) 0 10 35 0
Stok (i) 10 10 O 0 0
Talep (di) 40 60 75 25

Ornek 3.6. Miigteri Hizmet Diizeyi Ornegi

(Winston 3.12, s. 108)

Bir bilgisayar sirketinde musteri hizmetleri icin deneyimli uzmana olan talep
(adam*saat/ay) asagidaki gibidir:

t | Ocak Subat Mart Nisan Mayis
dt ‘ 6000 7000 8000 9500 11000

Ocak ay! basinda sirkette 50 deneyimli uzman vardir. Her uzman ayda 160 saat
caligabilir. Yeni bir uzmani yetistirmek igin deneyimli uzmanlar 50 saat ayirmaktadir ve
s6z konusu uzmanin egitimi bir ayda tamamlanmaktadir. Her deneyimli uzmana ayda
$2000, her yeni uzmana ise ayda $1000 6denmektedir. Her ay deneyimli uzmanlarin
%5'i isten ayrilmaktadir. Sirket hem hizmet talebini en disik maliyetle kargilamak
istemektedir. Sorunu ¢6zmek igin DP modeli kurunuz.

Yanit

Karar degiskenleri:

xt = t ayinda egitilecek uzman sayisi (t=1,2,3,4,5)
yt = t. ayin baginda sirketteki deneyimli uzman sayisi (t=1,2,3,4,5)

Parametreler:

d: = t. ayin hizmet talebi (t=1,2,3,4,5) — Degerleri tabloda verilmigtir.

Amac fonksiyonu:

Amag deneyimli ve yeni uzmanlarin toplam maliyetlerini enktuguklemektir.

min z = 2000(y1+ y2+ ys+ ya+ys)+1000(X1+ X2+ X3+ Xa+Xs)

Kisitlar:
Adam/saat talepleri karsilanmalidir: 160yt —50xt = dt  t=1,..5ig¢in,
Baslangictaki deneyimli uzman sayisi: y1 =50
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Aylara gore uzman sayisi hesaplama: Yt = .95yt1+Xt-1 t=2,3,4,5i¢in.

isaret sinirlamalart: Xt,yt=0 t=1,2,34,5icin.

Ornek 3.7. Petrol Karisimi Ornegi

(Winston 3.8’den esinlenilmistir)

Sunco oktan dereceleri ve sulfir oranlari farkh Gg¢ tip ham petrolin (H1, H2, H3)
karistiriimasi ile Gg tip benzin (B1, B2, B3) Uretmektedir. Benzinlerin oktan dereceleri
ve sulfur oranlari belli standartlari saglamalidir:

e B1icin ortalama oktan derecesi en az 10, sulfur orani en fazla %2 olmalidir,

e B2 icin ortalama oktan derecesi en az 8, sulftr orani en fazla %4 olmalidir,

e B3 icin ortalama oktan derecesi en az 6, sulfur orani en fazla %3 olmalidir.
Firmanin her benzin tipi icin en fazla satabilecegi talepler sirasiyla 3000, 2000 ve 1000
varildir. Bununla birlikte firma reklam yaparak talebini arttirabilmektedir. Herhangi bir
benzinde 1 dolarlik reklam, talebi 10 varil arttirmaktadir. Hammaddelerin oktan
dereceleri, sulfur oranlari ve alis fiyatlari ile benzinlerin satis fiyatlari agsagida verilen

tablolardaki gibi ise Sunco’nun karini enblyukleyecek DP’yi kurunuz.

Ham petrol Oktan Salfar Alis fiyati Benzin  Satig fiyati
(%) ($/varil) ($/varil)
1 12 1 45 1 70
2 6 3 35 2 60
3 8 5 25 3 50
Yanit

Karar degiskenleri

Xij : I. hammaddeden j. benzine konulan miktar (varil), i = 1,2,3; j=1,2,3.
ri : j. benzin igin yapilan reklam ($), j=1,2,3.

Amac fonksiyonu (kari enblytklemek)

Kar = gelir — maliyet
Maks Z = (702ixi1 + 602ixi2 + SOZixB) - (4’52].76'1} + 352136'2] + ZSZJX3]) —ZJT:I
Kisitlar

Oktan derecesi

12x,1 + 6x5, + 8x37 = 10 (x1; + xp1 + X37) benzin 1 oktan derecesi
12x, + 6X55 + 8x35 = 8(x15 + x5, + X35) benzin 2 oktan derecesi
12x13 + 6X53 + 8x33 = 6 (X413 + X33 + X33) benzin 3 oktan derecesi
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Sulfur oranlari
(.01xy; +.03x,; +.05x31) /(%11 + X531 + x31) <.02 >

X114+ 3x51 +5x31 < 2 (X1 + X901 + Xx371) benzin 1 sulfur orani
X1z + 3%5, + 5x35 < 4 (g, + x95 + x35) benzin 2 silfir orani
X13 + 3X53 + 5x33 < 2 (13 + X33 + x33) benzin 3 sulfur orani
Talepler

Xixij <T; + 107 vj. (Tj:j. benzinin reklamsiz talebi)
isaret sinirlamalari

Xij, 1j >0, Vi,j.

3.2 DOGRUSAL OLMAYAN iFADELERIN DP iLE MODELLENMESI

DP’de amacg fonksiyonu ve kisit fonksiyonlari dogrusal olmalidir (oransallik ve
toplanabilirlik varsayimlari). Bazi problemde dogrusal olmayan amag¢ fonksiyonlari
veya kisitlar séz konusu olabilir. Ornegin bir karar degiskenin degeri mutlak degerle
ifade edilebilir veya bir maliyet pargali fonksiyonlarla gosterilebilir. Bu durumlarin bir
kisminda problemi DP ile modelleyebilmek mumkundur. Bu bolumde mutlak degerli
ifadelerin, pargali fonksiyonlarin ve dogrusal olmayan konveks maliyet fonksiyonlarinin

DP ile nasil modellenebilecegi verilmigtir.

3.2.1 Mutlak Degerli ifadelerin DP’ye Eklenmesi
Bir modelde bir fonksiyonun mutlak degeri kullaniliyorsa, bu dogrusal olmayan bir yapi
olusturur. Bir f(x1, X2,..., Xn) fonksiyonun mutlak degerini | f(x1, x2,..., Xn)|, DP’ye
ekleyebilmek icin bir yapay degisken (L) tanimlayarak modele asagidaki kisitlar
eklenir:

A = f(xa, X2,..., Xn)

A= - f(xa, X2,..., Xn)
Modelde amag fonksiyonu ve/veya kisitlarda |f(x1, X2,..., Xn)| yerine A yazilir. Bu sekilde
bir modellemenin calisabilmesi icin modelin 1’y1 kiigukleme egiminde olasi gerekir.
Aksi taktirde yukaridaki ifadeler ile A Ustten sinirlandirmadigi igin istenen mutlak deger

hesabi yapilamaz.

Dr. Y. ilker Topcu (www.ilkertopcu.info) & Dr. Ozgur Kabak (web.itu.edu.tr/kabak)

18


http://www.ilkertopcu.info/
http://web.itu.edu.tr/kabak

END331 2021-2022

Benzer yaklasim Min-Maks ve Maks-Min ifadelerinin DP’ye eklenmesinde de
kullanilabilir. { Min (Maks [f1(x), f2(x),..., fk(X)] ) } ifadesini DP’ye eklemek icin bir yapay
degisken (1) tanimlanarak modele asagidaki kisitlar eklenir:

A= fi(x), A = fa(x), ..., A = fk(x)
{ Maks (Min [f1(x), f2(x),..., fk(x)] ) } ifadesini DP’ye eklemek i¢in bir yapay degisken (1)
tanimlanarak modele asagidaki kisitlar eklenir:

A< fi(x), A < fa(x), ..., A < fk(X)

Ornek 3.8. Makine Yeri Belirleme
(Bazaraa, 2010; s.30.)

Doért makine bulunan bir dretim alanina yeni bir makinenin koyulacagi yer belirlenmek

istenmektedir. Mevcut makinelerin koordinatlari soyledir. (?)(_03)(_22) (41}) Yeni

makinenin koordinatlari: (x;) olacaktir. Yeni makine ile diger makineler arasindaki

X
mesafeyi en kiugukleyecek koordinati bulmak igin bir DP kurunuz. Makineler arasi
x 3
X

mesafeyi Manhattan uzaklidi ile belirlenecektir. Ornek: ( :) ile (1) arasindaki mesafe:

|2y — 3| + [x, — 1].

Yanit

Karar degiskenleri

X1 ve Xz, yeni makinenin koordinatlari
Jij : yeni makine ile i. mevcut makine arasindaki j. koordinata gére mesafesi, i = 1,2,3,4;
j=1,2.
Amac fonksiyonu
Min ¥y 371 A
Kisitlar (Uzaklik hesaplama)

Aij = kij—xj, Aj=—kij+x; Vij. ki i. makinenin j. koordinati
Ornegin; i =1 ve j=1,2 igin;
A11 >3 — X1 A11>-3 + X1
A12>1—X2 A12>2 -1+ X2

isaret sinirlamalari

X1, X2 serbest; Aj> 0, Vi,.
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3.2.2 Pargali dogrusal Konveks fonksiyonlarin DP’ye eklenmesi
Bir parcali dogrusal fonksiyon birden cok dogru parcasindan olusur. Ornegin asagidaki

sekilde fonksiyon dort dogru pargasinin birlesiminden olugsmaktadir.
40

fix) /
30

20

10

Sekilde ifade edilen fonksiyon agsagida verilmistir.

ve 0<x<?2

24+2(x-2) 2<x<5
f)=18+4@x-5) s5<x<7
164+8(x—7) 7<x<10

Fonksiyonun egiminin degistigi noktalara kesme noktasi denir. Sekilde 0, 2, 5, 7 ve 10
kesme noktalaridir. Eger x degeri arttikca pargali fonksiyonlarin egimi artiyorsa bu
fonksiyon bir pargali dogrusal konveks fonksiyondur. Bir matematiksel modelin
enkicuklenecek amacg fonksiyonu parcali dogrusal konveks fonksiyon ise bu amaci
DP’ye ilave etmek icin asagidaki iki yontem kullanilabilir:
f(x) bir pargali dogrusal konveks fonksiyon; di, dz, ... ,dn kesme noktalari olsun.
Yontem 1.
Modelde  f(x) yerine Y c;y; ,
x yerine Y y; yazilir,
kisittaray; < d;,; —d; i =1,..,n— 1ilave edilir.
Burada v;,i =1,...,n—1 karar degigkenleri,
¢;,i =1,...,n—1ise i'nci parcall fonksiyonun egimidir.
Ornekte verilen fonksiyon icin DP formulasyonu agagida verilmigtir.
f(x) =y, + 2y, +4y; + 8y,
X=Y1+Yy2tYy3ty,
Yy <2
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Y. <3
Y3 <2
Va3
Yontem 2.
Modelde f(x) yerine X, z;f(d,),
x yerine Y, z;d; yazilr,
kisitlara };i-, z; = 1 ilave edilir.
Burada z;, 1 =1,...,n karar degigkenleri,
f(d;) ise i'nci kesme noktasinin fonksiyon degeridir.
Ornekte verilen fonksiyon icin DP formUlasyonu agsagida verilmigtir.
f(x) =0z, + 2z, + 823 + 162, + 4025
x =0z, +2z, + 523+ 7z, + 102z;

Zl+Zz+Z3+Z4+ZS=1

3.2.3 Dogrusal Olmayan Konveks Fonksiyonlarin Donusimii

Dogrusal olmayan konveks amag fonksiyonlari pargali dogrusal konveks fonksiyona
donusturtlerek DP ile yaklasik olarak modellenebilir. Bunun icin 6ncelikle dogrusal
olmayan fonksiyon n-1 parcaya bolunur ve pargalar arasi dogrusal kabul edilerek
parcali fonksiyona donadsturilir. Elde edilen pargali fonksiyon yukarda verilen

yontemlerden biri ile DP olarak modellenir.

Ornek 3.9. Petrol Tagima

A noktasinda bulunan 10.000 varil petrol 1 ve 2 boru hatlarindan B noktasina
tasinacaktir. Tagima siresi taginan petrol miktarina baghdir. Birinci borudan taginan
petrol miktari x1 bin varil, ikinci borudan tasinan petrol miktari x2 bin varil iken birinci
borudan tasima siresi x? saat; ikinci borudan tasima siresi ise x%’s saat olarak
hesaplanabilir. iki borudan ayni anda petrol génderilmesi durumunda tagima siresini

en kigukleyecek DP modelini kurunuz.
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Yanit
Ornekte tanimlanan degiskenler kullanilarak problem dogrusal olmayan programlama
olarak asagida sekilde modellenebilir:
Min Z = Maks (x? ,x3>)
Oyle ki;
x1+x, =10
X1,%, =0
Bu modelde amagc fonksiyonundaki Min-Maks ifadesi ve karar degiskenlerin Ustlerinin
alinmasi DP varsayimlarini ihlal etmektedir.
Modeli dogrusallistirmak i¢in dncelikle tagsima suresi fonksiyonlari pargali fonksiyona
donusturulur, x1 ve x2, 0 ile 10 arasinda deger alacaklari igin 0-10 araligi 4 esit parcaya
bolunerek fonksiyonlar parcalanabilir. Asagidaki tabloda x’lere karsilik gelen fonksiyon
degerleri verilmigtir.
X f(x1)=x} f(x2)= x3>

0,0 0,000 0,000

2,5 6,250 3,953

50 25,000 11,180

7,5 56,250 20,540

10,0 | 100,000 31,623
Bu durumda sorunun DP formulasyonu:

Karar degiskenleri

Xi . i. borudan tasinan petrol miktari (*1000 varil),

fi . i. boruda tasima suresi (saat),

A enuzun tagima suresi (saat)

zij : pargali fonksiyonlar igin yardimci degiskenler, i =1,2, j=1,...,5.
Amag fonksiyonu

Min A

Kisitlar

En uzun tasima sdresi borulardan tagima sdrelerinden daha az olmamali (min-maks)
A>f1
A>f2

Birinci boru icin pargall fonksiyonun ifade edilmesi (Yéntem 2)
X1=0z11+252z12+5213+7,5214+ 10 z15
f1 = 0z11 + 6,25 z12 + 25 713 + 56,25 714 + 100 z15

211+ 212+ 7213+ Z214a+215=1
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Ikinci boru igin pargall fonksiyonun ifade edilmesi
X2=0z21+25220+52723+7,5 724+ 10 725
fo = 0z21 + 3,953 722 + 11,18 723 + 20,54 724 + 31,623 725
Z21+ 722+ 7223+ Z24+ Z225= 1

Toplam taginacak miktar 10.000 varil olmali
X1+ Xx2=10

isaret sinirlamalari

tum degiskenler > 0.

Rapor
Verilen DP ¢odziuldugunde A = f1 = f2=15,781; xa = 3,771; x2 = 6,229; olarak

bulunmustur. Cézimde elde edilen x1 ve x2 de@erlerine gore f1 ve f2 'nin gercek
degerleri (dogrusal olmayan x? ve x%‘s fonksiyonlarina gore) 14,220 ve 15,546’dir.
Ayni problemin dogrusal olmayan programlama ile ¢ézimu f1 = f2=15,112; x1 = 3,887;
X2 = 6,113 olarak elde edilir. Goruldigu gibi dogrusal olmayan fonksiyonlarin pargali
fonksiyona donudsturilmesi ile elde edilen DP sonucu ile dogrusal olmayan
programlama ¢6zUmua birbirine ¢ok yakindir. DP’nin ¢d6zimU dogrusal olmayan
programlamaya gore daha kolay oldugu igin bu seklide bir modelleme daha etkin
olabilir. Probleme DP ile daha kesin bir ¢6ziUm bulabilmek icin dogrusal olmayan

fonksiyonlar bagta daha fazla parcaya bolunebilir.
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4. DP’NiN ¢OZUMU

DP modellerini ¢ézmek icin kullanilabilecek yontemler sunlardir:

e Grafik Cozim
e Simpleks Algoritmasi
a. Buyuk M Yontemi
b. iki Asamal Simpleks
c. Duzeltilmig Simpleks
e ic Nokta Yontemleri

e Yazilim kullanarak ¢d6zim

Ders kapsaminda i¢ nokta yontemleri harig listelenen yontemler gdsterilecektir.
Yazilim olarak OpenSolver ve GAMS programlari incelenecektir. i nokta yontemleri
END332E dersi kapsamindadir.

Bu bolimde Grafik Cozum ile Simpleks Algoritmasi ve turevleri verilecektir.

Duzeltilmis simpleks yontemi ise 6. Bolumde anlatilacaktir.

Bir DP ¢ozilduginde asagidaki dort durumdan biri ile karsilasilir:

1. DP’nin bir tek en iyi gbzumu vardir.

2. DP’nin alternatif (gcok sayida) en iyi gozumleri vardir. Birden fazla (aslinda
sonsuz sayida) en iyi ¢6zUm bulunur.

3. DP olurlu degildir (infeasible). Hi¢ olurlu ¢c6ztmu yoktur (Olurlu bélgede
nokta yoktur).

4. DP sinirlh degildir (unbounded). Olurlu bdlgedeki noktalar sonsuz buytkltkte
amag fonksiyon degeri vermektedir.

Bu durumlarin nasil tespit edilecedi yontemlere gore asagida ayrintilariyla verilmigtir.
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4.1 GRAFIK ¢OzZUM

iki degiskenli herhangi bir DP’nin ¢dzimi grafiksel olarak bulunabilir.

Ornek 4.1. Giapetto
Ornek 3.1’de formiile edilen Giapetto DP’sini grafik ydntem kullanarak ¢dziiniiz.

maks z = 3x1 + 2x2

oyle ki 2x1 +x2<100 (Cilalama kisitr)
X1+ x2< 80 (Marangozluk kisitr)
X1 < 40 (Talep kisiti)
X1, X220 (isaret sinirlamalari)

Yanit

Giapetto DP’nin sadece iki karar degigkeni oldugundan grafik c6zum kullanilabilir.
Olurlu bélge tim kisitlar saglayan tim noktalarin kimesidir.

Asagidaki kisitlari saglayan noktalar kiimesi olurlu bolgedir. DP’yi saglayan noktalar
kiimesi DGFEH besgeni ile sinirlandiriimistir. Bu besgen (boyali bolge) Gizerindeki

veya icindeki herhangi bir nokta olurlu bolgededir.

finishing constraint [Feasible Region]

08

demand constraint

09

ov

carpentry constraint

0¢
s

\ \
AN \
z=60 \\ \
\
H \ \ c
10 20 80 X1
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DP icin olurlu bolgeyi belirledikten sonra en iyi ¢ozum igin aragtirma yapilabilir. En iyi
¢Ozlm, olurlu bolgede en fazla z degerini veren noktadir (enbuyukleme sorunu).

En iyi ¢dzUmu bulmak igin, z degerleri ayni olan bir dogru ¢izilir. Enblyikleme sorunu
icin bu cizgi es kar (isoprofit) dogrusu; enktgukleme sorunu iginse es maliyet
(isocost) dogrusu olarak isimlendirilir (Sekilde z = 60, z = 100 ve z = 180 igin es kar
dogrulari gériilmektedir).

Bir tek en iyi ¢6zUm varsa, es kar dogrusu olurlu bolgeyi terk ederken bir kdse (vertex
- corner) ile kesigir.

Bu DP icin en iyi ¢c6ziim z = 180 i¢in G noktasi (x1, x2) = (20,60) seklindedir.

Karar degiskenlerinin en iyi ¢d6zum degerleri kullanildiginda bir kisitin sol taraf degeri
ile sag taraf de@eri esitse o kisit aktif (siki; binding, tight) bir kisittir.

Karar degiskenlerinin en iyi ¢6zim degerleri kullanildiginda bir kisitin sol taraf degeri
ile sag taraf degeri esit degilse o kisit aktif olmayan (nonbinding) bir kisittir.
Giapetto DP’de cilalama isciligi ve marangozluk kisitlar aktiftir. Ote yandan talep
kisiti aktif olmayan bir kisittir glinkt en iyi géziimde x1 < 40 (x1 = 20).
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Ornek 4.2. Reklam
Ornek 3.2'de formile edilen Reklam érnegini grafik yontem ile ¢oziiniiz.

min z =50x1 + 100x2

oyleki 7x1+ 2x2228 (yuksek gelirli kadin)
2x1+ 12x2224 (yuksek gelirli erkek)
X1, X220

Yanit

Sekilde (sonraki sayfada) kisitlari saglayan noktalar kimesi olurlu bolgedir.

Dorian toplam reklam maliyetini enkuguklemek istedigi igin sorunun en iyi ¢ozumu
olurlu bolgede en az z degerini veren noktadir.

En az z degerli es maliyet dogrusu E noktasindan gegmektedir; bu ylizden en iyi
¢bzim x1 = 3,6, x2 = 1,4 ve z = 320 seklindedir.

Hem ylUksek gelirli kadin hem de yuksek gelirli erkek kisitlari saglandidi icin her ikisi
de aktif kisitlardir.

14 /B.//‘\ o
/////f

1 High-income women constraint

Feasible
R
s L egion
6 N
~N
~ z =600
4 F|z=320 //
N g High-income men constraint
2 ~ YE / >
D AN ]
~ \
A ~ C/‘
L h N 1 1 — 2
2 4 6 8 10 12 14 X1
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Ornek 4.3. iki Maden
Ornek 2.1°de formiile edilen DP’yi grafik yontem ile ¢6éziiniz.
min  180x + 160y
oyle ki 6x+y>=12
3x+y>=8
4x + 6y >=24
X<=5
y<=5
X,y >=0
Yanit
Modelle ilgili grafik sonraki sayfada verilmigtir.
En iyi ¢c6zUm icin maliyet 765,71°dir. 1,71 gin X madeni ve 2,86 gin Y madeni
cahistinimahdir.

o
7/
, 4
7/

4#\\\ \\

o S
TS
3_
1 iso-profit
iso-profi Ax—By—24
1 ;
] T T T T T - ‘\\\“ﬂ
9] 1 2 3 4 5 & T
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Ornek 4.4. Degistirilmis Giapetto

maks z = 4x1 + 2x2

Oyle ki; 2x1+x2<100 (Cilalama kisit)
X1+ x2< 80 (Marangozluk kisitr)
X1 < 40 (Talep kisiti)
X1, X220 (isaret sinirlamalar)

Yanit

100

80

I'I'I
>
o0

X1

G (20, 60) ve F (40, 20) noktalari arasindaki dogru Gzerindeki noktalar alternatif en
iyi cozimleri verir.
0<c<1igin
c [20 60] + (1-c) [40 20] = [40-20c, 20+40c]
en iyi ¢cozamddr.

Tam en iyi ¢dzumler igin en iyi amag fonksiyon degeri 200°dur.
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Ornek 4.5. Degistirilmis Giapetto (v. 2)

Giepetto drnegine tren talep kisiti eklenerek asagidaki gibi olusturulursa ¢ézim ne

olur?
maks z = 3x1 + 2x2
oyle ki 2x1 +x2<100 (Cilalama kisitr)
X1+ x2< 80 (Marangozluk kisitr)
X1 < 40 (Talep kisitr)
x2 =2 90 (Tren talep kisitr)
X1, X220 (isaret sinirlamalari)
Yanit

Olurlu bélge yoktur: Olurlu olmayan DP

Ornek 4.6. Sinirli olmayan DP
Asagidaki DP’yi grafik yontem ile ¢ozinuz:
maks z = 3x1 + X2
oyle ki X1+ X2 23
-3X1+X2< 6

X2 £8

X1, X220

Es kar dogrusu olurlu bdlgeyi terk edemez: Sinirli oimayan DP
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4.2 SIMPLEKS ALGORITMASI

Tam DP’lerin (ikiden fazla sayida karar degiskeni olanlarin da) en iyi ¢6zUmu olurlu
bdlgenin bir kdsesindedir. Simpleks algoritmasi bu gergegi kullanarak ¢ézime gider.
Baslangicta olurlu bolgenin bir kogesi ile igsleme baslanir ve eger s6z konusu kose en
iyi c0zUmU vermezse yeni bir adim (iterasyon) isletilerek amag fonksiyonunu iyilestiren
(veya ayni birakan) baska bir komsu kdseye gegcilir. Bu adimlar en iyi DP ¢dézimi
bulununcaya kadar surer.

DP'leri ¢dzmek igin kullanilan simpleks algoritmasi Dantzig tarafindan 1940'l yillarin
sonunda gelistiriimistir. Daha sonra algoritma gelistirilip yeni versiyonlari gelistirilmistir.
Bunlardan biri olan "revised simpleks algoritmasi" DP ¢6zumu igin kullanilan bilgisayar

paketlerinde kullaniimaktadir.

Adimlar

1. DP'’yi standart bicime ceviriniz.

2. Bir temel olurlu ¢6zim (basic feasible solution - bfs) bulunuz.

3. Mevcut bfs’nin en iyi ¢d6zim olup olmadigini arastiriniz. En iyi ise sorun
¢ozulmustir, durunuz.

a. Maksimizasyon problemleriicin tim 0. Satir (RO) degerleri 0 ya da 0’dan
blylkse (negatif deger yoksa) en iyi ¢6zim bulunmustur.

b. Minimizasyon problemleri igin tim 0. Satir (RO) deg@erleri 0 ya da 0’dan
kiicukse (pozitif deger yoksa) en iyi ¢ézim bulunmustur.

4. Mevcut bfs en iyi ¢d6zum degilse, amag fonksiyon degerini en ¢ok iyilestirmek
icin hangi temel disi degiskenin temel degisken olacagini (¢6zime girecegini)
ve hangi temel degiskenin ¢ozimden cikip temel disi degisken olacagini
saptayarak yeni bir bfs bulunuz.

a. Maksimizasyon problemleri icin 0. Satir (RO) degeri en kuguk olan
(negatif degerliler arasinda mutlak degerce en blyulk olan) ¢ézime girer.

b. Minimizasyon problemleriigin 0. Satir (RO) degeri en buylk olan ¢6zime
girer.

c. Cozumden g¢ikacak degigskeni belirlemek igin oran testi yapilr.

Maksimizasyon ve Minimizasyon problemlerinde oran testi ayni sekilde

yapilir.
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5. Adim 3’e do6nuUnuz.

ilgili kavramlar:

Standart bigim: tum kisitlar esitliktir ve sag taraf degerleri negatif olmayan
degerler alir.

bfs: tim degiskenlerin negatif olmayan degerler aldidi bir olurlu ¢ézim (temel
olurlu ¢6zim).

Temel disi degisken: bfs’de degerleri 0’a esit olan degiskenler.

Temel degisken: bfs'deki diger degiskenler, standart bicimdeki esgitliklerin

¢o6zllmesi ile 0’dan buyuk degerler alirlar.

Oran testi:

Cozumden c¢ikacak degiskeni bulmak icin yapilan analiz. 0. Satir (RO) hari¢ her satir

icin sag taraf degeri ile ¢dzime girecek degisken sutunundaki deder arasindaki oran

bulunur. Cozume girecek degisken sutunundaki deger O veya negatif ise oran

bulunmaz. Bulunan oranlar arasinda en kuglk degere sahip satir belirlenir (pivot

denklem veya pivot satir). Bu satirdaki temel degisken ¢éziimden gikar.

Dikkat!! Oran testi minimizasyon ve maksimizasyon problemlerinde ayni sekilde

yapilr!

Ornek 4.7. Dakota Mobilya
(Winston 4.3, s. 134)

Dakota mobilya sirketi sira, masa ve sandalye yapmaktadir. Her Urun igin, asagidaki

tabloda goraldugu gibi, sinirlt miktarda kullanilabilen tahta, marangozluk ve cilalama

isciligi gerekmektedir. Ayni tabloda urtnlerin satis fiyatlari da verilmistir. Haftada en

fazla 5 masa satilabilmektedir. Haftalik kari enbuyukleyecek tretim planini

olusturmak igin bir DP kurunuz ve ¢6ziunuz.

Kaynak Sira Masa Sandalye Kullanilabilen.
Tahta (m?) 8 6 1 48
Cilalama 4 2 15 20
Marangozluk 2 1.5 0.5 8
Talep (maks) - 5 -

Fiyat ($) 60 30 20
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DP Modeli:
X1, X2, X3 bir haftada Uretilen sira, masa ve sandalye sayisi olsun. z ise Dakota'nin
haftalik kar miktarini gostersin. Asagidaki DP'yi formUle edebiliriz.
maks z = 60x1+30x2+20x3
Oyle ki 8xi+ 6x2+ X3 <48
4xi1+ 2x2+1,5x3 < 20
2X1+1.5%2+0,5xs < 8
X2 <5
X1,X2,X3 = 0

Simpleks algoritmasi ile ¢6ziim
Oncelikle gevsek (slack) degiskenler kullanarak DP modelini standart bicime getiriniz

ve modeli kanonik bir sekilde yaziniz.

Ro z -60x1 -30x2 -20x3 =0
R1 8X1 + 6x2 + X3 t+8S1 =48
R2 4x1 + 2x2 +1,5x3 + s2 =20
Rs 2x1 +1,5x2 +0,5%3 + S3 =

R4 X2 +s4=5

X1,X2,X3,S1,S2,53,54=0

Bir baslangic temel olurlu ¢coziimi bulunuz.

Sorun i¢in (X1, X2, x3) = 0 ¢6zUmu olurlu oldugundan, asagida verilen nokta bir
baslangi¢ temel olurlu ¢6zimdur (basic feasible solution — bfs):
X1 =X2=X3=0,51=48,s2=20,53=8,54=5.

Bu bfs’de Ug karar degiskeni temel digi degisken (non-basic variables) ve dért gevsek
degisken ise temel degiskendir (basic variables) ve degerleri kanonik modeldeki
esitliklerden bulunur.

Dikkat! ilk modeldeki kisitlari hepsi < ve sag taraf degerlerinin hepsi pozitif veya 0 ise
eklenilen gevsek degiskenlerin temel degisken oldugu temel ¢6zim baslangi¢ temel

olurlu ¢c6zimudar.

Mevcut bfs’nin en iyi cozim olup olmadigdini kontrol ediniz

Temel disi herhangi bir degiskenin degerinin ¢ogaltiimasi (temele girmesi) ile z'nin
degerinin iyilesmesinin mumkudn olup olmadigr arastirilir.

Egder tim temel disi degiskenlerin amacg fonksiyon satirindaki (0. satir; row 0 — Ro)
katsayilari 0 ya da 0’dan buyukse (nonnegative), mevcut bfs en iyi (optimal) ¢ézimdur

(z’'nin degeri daha cok iyilestirilemez).
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Fakat 6rnekte tim temel disi degiskenlerin 0. satirdaki katsayilari negatiftir: C6zim en

iyi degildir.

Yeni bfs’nin bulunmasi

¢ Ro katsayisi en duguk olan degisken giren degisken olarak belirlenir.
Enbuyiklenmek istenen Z en ¢ok x1 sifirdan farkli yapildigi zaman gogalir: x1
giren degiskendir.

¢ Riincelendiginde x1'in en fazla 6 olabilecegi gorulir. Aksi takdirde s1 <0
olacaktir. Benzer sekilde R2 ve R3 sirasiyla 5 ve 4 sinirlarini verir. Son satirda x1
olmadigindan herhangi bir sinirlama s6z konusu degildir. Bu durumda tim
sinirlamalarin (aslinda sag taraf degerlerinin giren degisken katsayilarina
"oran"larinin — oran testi) en kugugu olan 4, x1'in alabilecedi en buyuk degerdir.
X1 = 4 oldugunda s3 = 0 olup ¢dzimden ¢ikar ve ¢tkan degisken olarak
isimlendirilir.

e R3de pivot denklem olur. x1 temel degisken oldugu i¢in birim matrise girecek
sekilde sistem yeniden dizenlenir. Bunun icin elementer satir islemleri
(Elementary row operations - ERO) uygulanir. ERO, bir satirin k skaleri
carpiimasi veya bir satirin k skaleri ile carpilip baska bir satir ilave edilmesi
seklinde uygulanir.

Yeni pivot denklem (R3) — yeni pivot denklemde giren degiskenin katsayisi 1

olmalidir.
Rs =R3 /2
Rs : X1+.75x2+.25x3+ 5s3 =4

Rs kullanilarak x1 tiim diger satirlarda yok edilir (katsayisi 0 yapilir).
Ro'=Ro+60R3’, R1’=R1-8R3’, R2'=R2-4R3’, R4'=Ras

Ro z +15x%2 -5x3 +30s3 =240 z =240
R1 -X3 +8S1 -4s3 =16 s1=16
R2 - X2 +.5x3 + S2 -2S3 =4 s2= 4
Rs X1 +.75x2  +.25x3 +.5s3 =4 X1= 4
R4 X2 +s4=5 s4= 5

Yeni bfs xo=x3=s3=0, x1=4, s1=16, s2=4, s4=5 seklindedir ve z=240 olur.

Bu ¢ozumde temel degigkenler sunlardir: s1, s2, X1, Sa.
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Mevcut bfs'in optimalligini kontrol ediniz ve en iyi cozimu bulunana kadar adimlari

tekrar ediniz.
e Ro kontrol edildiginde x3'lin katsayisinin negatif oldugu gortliir. Buna gore
verilen ¢6zim optimal degildir.
e Sadece xs 'Un katsayisi negatif oldugu i¢in gozime girecek degisken de xs
olarak secilir.

e (CoOzumden gikacak degiskeni belirlemek igin oran testi yapilir:

Oran
Ro -5x3 =240
Ry - X3 =16 --
Rz +.5%3 =4 4/0.5=8
Rz  +.25x3 =4 4/0.25 =16
R4 0 =5 ---

e Endislk oran R2 satirindadir, bu satir pivot denklem olarak belirlenir ve bu
satirdaki temel degisken s2 ¢ézimden ¢ikar.
e Pivot denklemde (R2') giren degiskenin katsayisi 1 yapilir:
R2 =  -2Xo+x3+2s2-4s3=8 (R2%2).
R2” satir iglemleri ile diger satirlarda x3 'Un katsayisi O yapilir.
Ro"=Ro'+5R2", R1"=Ri'+R2”, Rs"=R3-.5R2", R4"=R4’

Ro’ z +5x2 +10s2 +10s3 =280 z =240
Ry - 2X2 + S1 +2S2 -8s3 =24 s1=24
R2’ -2X2  +X3 +2S2 -4s3 =8 X3=8

Rs’ X1 +1.25x2 -0.5s> +1.5s3 =2 X1= 2
R4’ X2 +s4=5 ss= 5

Yeni bfs: x2=s2=53=0, X1=2, X3=8, s1=24, s4=5; z = 280.

Bu ¢6zimde temel degiskenler sunlardir: s1, X3, X1, Sa4.

Mevcut bfs'in optimalligini kontrol ediniz ve en iyi cozimu bulunana kadar adimlari

tekrar ediniz.
Sifirinci satirdaki tum temel digi degiskenlerin katsayisi pozitiftir (5x2, 10s2, 10s3).
MEVCUT COZUM EN iYi COZUMDUR (OPTIMAL SONUC)

Rapor: Dakota mobilya sirketi haftalik karini enblyutklemek igin 2 sira ve 8 sandalye

Uretmelidir. Bu durumda 280% kar eder.
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Simpleks algoritmasi tablolarla gosterimi

(Siz de tiim odev ve sinavlarda her islem icin tablo kullanin!!!)

Tablo gosteriminde tum adimlar, islemler ayni sekilde uygulanir. Sadece denklem

olarak gosterilen katsayilar tablo Uzerine yazilir. Tabloda her dedisken igin bir sttun,

her kisit ve amag fonksiyonu igin bir satir yer alir.

Ornek 4.8. Dakota Mobilya — Tablo gdsterimi
maks z = 60x1+30x2+20x3
Oyle ki 8x1+ 6x2+ X3 <48
4x1 + 2x2+1,5x3 <20
2x1 +1,5x2+0,5x3 < 8
X2 <5
X1,X2,X3 2 0

Model standart bicime donustaralar:

Ro z -60x1 -30x2 -20x3 =0
R1 8X1 + 6Xx2 + X3 +8S1 =48
R2 4x1 + 2X2 +1,5x3 +s2 =20
R3 2x1 +1,5x2 +0,5x3 + S3 =

Ra X2 +s4=5

X1,X2,X3,51,52,53,54=0

Standart bicime gore asagidaki tablo olusturulur (Baslangig¢ tablosu)

Z X1 X2 X3 S1 S2 S3 Sa ST TD Oran
RO 1 -60 | -30 | -20 0 0 0 0 0 Z=0
R1 0 8 6 1 1 0 0 0 48 | s1=48 6
R2 0 4 2 15 0 1 0 0 20 | s2=20 5
R3 0 2 15 | 05 0 0 1 0 8 S3=8 4*
R4 0 0 1 0 0 0 0 1 5 S4a=5 -

R0O’da negatif degerler oldugu icin ¢dézim optimal degildir.
x1 en dusuk RO katsayisina sahip oldugu i¢in ¢dzume girer.

Oran testine gore en duslk orana sahip olan satir R3’tur. R3 satirinda temel
degisken olan ss ¢ozumden cikar.
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ik tablo:
Z X1 X2 X3 S1 S2 S3 Sa ST D Oran
RO 1 0 15 -5 0 0 30 0 240 | Z=240
R1 0 0 0 -1 1 0 -4 0 16 | s1=16 -
R2 0 0 -1 0,5 0 1 -2 0 4 S2=4 8*
R3 0 1 0,75 | 0,25 0 0 0,5 0 4 x1=4 16
R4 0 0 1 0 0 0 0 1 5 s4=5 -

RO’da negatif degerler oldugu igin ¢6zim optimal degildir.

x3 en dusuk RO katsayisina sahip oldugu i¢in ¢ézume girer.

Oran testine gore en dusUk orana sahip olan satir R2'dir. R2 satirinda temel

degdisken olan sz ¢6zUmden cikar.

]

x3'Un sUtununu |1

9]

[0
0

ikinci ve en iyi tablo:

yapmak icin ERO’lar uygulanir:

Z X1 X2 X3 S1 S2 S3 Sa ST D
RO 1 0 5 0 0 10 10 0 280 | Z=280
R1 0 0 -2 0 1 2 -8 0 24 | s1=24
R2 0 0 -2 1 0 2 -4 0 8 X3=8
R3 0 1 1,25 0 0 -05 ]| 15 0 2 X1=2
R4 0 0 1 0 0 0 0 1 5 s4a=5

RO’da negatif deger olmadigi icin ¢ézim optimaldir.

Cozumde karar degiskenlerinin degerleri soyledir:

Xx1=2,%X2=0,x3=8 ve Z=280.
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Ornek 4.9. Degistirilmis Dakota Mobilya
Dakota 6rneginde masa satis fiyatini $35/masa olarak degistirelim.

Yeni mag fonksiyonu soyle olacaktir: z = 60 x1 + 35 x2 + 20 X3

Baslangi¢ tablosu:

Z X1 X2 X3 S1 S2 S3 Sa ST TD Oran
RO 1 -60 | -35 | -20 0 0 0 0 0 Z=0
R1 0 8 6 1 1 0 0 0 48 | s1=48 6
R2 0 4 2 15 0 1 0 0 20 | s2=20 5
R3 0 2 15 | 05 0 0 1 0 8 s3=8 4*
R4 0 0 1 0 0 0 0 1 5 s4a=5 -
Optimal degildir; x1 ¢dzime girer, sz gézimden gikar.
ilk tablo:
Z X1 X2 X3 S1 S2 S3 S4 ST TD Oran
RO 1 0 10 -5 0 0 30 0 240 | Z=240
R1 0 0 0 -1 1 0 -4 0 16 | s1=16 -
R2 0 0 -1 0,5 0 1 -2 0 4 s2=4 8*
R3 0 1 0,75 | 0,25 0 0 0,5 0 4 X1=4 16
R4 0 0 1 0 0 0 0 1 5 S4=5 -
Optimal dedgildir; x3s ¢cdztme girer, s2 gdzumden ¢ikar.
ikinci tablo:
Z X1 X2 X3 S1 S2 S3 S4 ST TD Oran
RO| 1 0 0 0 0 10 10 0 280 | Z=280
R1| O 0 -2 0 1 2 -8 0 24 | s1=24 -
R2| O 0 -2 1 0 2 -4 0 8 X3 =8 -
R3| O 1 |1125| O 0 -05 |15 0 2 x1=2 |2/1,25=1,6*
R4| O 0 1 0 0 0 0 1 5 S4=5 5/1=5

R0O’da negatif deger olmadigi i¢in bu ¢ézim optimaldir.

Diger yandan, temel digi degisken olan x2’nin RO katsayisi 0’dir. Bu su anlama gelir:
x2’nin ¢dzime girmesi (temel degisken olmasi) Z'i iyilestirmez ama kétiulestirmez de!!
x2'yi cozume sokarak Z degeri ayni olan baska bir temel olurlu ¢6zim (kdse noktasi)
elde edilebilir.

X2 ¢OzUime girerse, oran testine gore xi ¢dzumden c¢ikmalidir. Gerekli ERO’lar

uygulanirsa asagidaki tablo elde edilir.
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ERO’lar: (R3' = R3/1,25; RO’ = R0, R1'=R1+2 R3, R2’ = R2+2 R3’, R4’ = R4-R3’)

Z X1 X2 X3 S1 S2 S3 Sa ST TD
RO 1 0 0 0 0 10 10 0 280 Z=280
R1 0 1,6 0 0 1 12 | -56 0 272 | s1=27,6
R2 0 1,6 0 1 0 12 | -1,6 0 112 | x3=11.2
R3 0 0,8 1 0 0 -04 | 1.2 0 1,6 X2=1,6
R4 0 -0,8 0 0 0 04 | -12 1 3,4 s4=3/4

Goraldagu gibi bu temel olurlu ¢éziimde de Z = 280°dir. Bdylece, ayni optimal ¢ézimu
veren iki kogse noktasi tespit edilmistir. Bu iki kdse noktasi ve bu noktalari birlestiren
dogru Uzerindeki tim noktalar en iyi ¢6zimdur. Tam ¢ozimler asagidaki gibi ifade
edilebilir:

z=280ve 0 =c = 1ligin;

X1 2 0 2¢
[xz =CO+(1—c)[1,6]=[1,6—1,6c]
X3 8 11,2 11,2 — 3,2¢

KURAL: Optimal ¢b6zim tablosunda bir temel disi degiskenin RO katsayisi O ise
Alternatif C6zum vardir. Bu degiskeni temel degisken yaparak alternatif bir kdse

noktasi ve iki kdse noktasini kullanarak alternatif cézim noktalari bulunabilir.

Ornek 4.10. Sinirl Olmayan DP’ler
Asagidaki DP’yi Simpleks Yontem kullanarak ¢ézunuz:
maks z = 3X1+2X2+X3 - X4
oyle ki X1+ X2+ -X4 <6
2X1 +X3-3Xa < 4
X1,X2,X3,Xa = 0
Yanit
Model standart bicime donusturalur:
maks Z = 3X1+2X2+X3 - X4
oyle ki X1+Xet -Xa +S1 =6
2X1 +X3-3Xxa +S2=4
X1,X2,X3,X4, S1, S2 = 0
Amagc fonksiyonunda karar degiskenleri sol tarafa atilir:

Z - 3X1-2X2-X3 + X4
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Z X1 X2 X3 X4 S1 S2 ST D Oran
RO | 1 -3 -2 -1 1 0 0 0 Z=0
R1 0 1 1 0 -1 1 0 6 S1=6 6/1=6
R2| 0 2 0 1 -3 0 1 4 s2=4 4/2=2*
RO’da negatif degerler oldugu igin ¢6zim optimal degildir.
RO katsayisi en kuglk olan xi1 ¢bziime girer.
Oran testine goére R2 satiri pivot satir olarak belirlenir. s2 ¢ézimden cikar.
x1'i R2 satirindan ¢6zime sokmak icin ERO’lar uygulanir:
R2'=R2/2, R0O’'=R0+3R2', R1 =R1-R2
ik tablo:
Z X1 X2 X3 Xa S1 S2 ST D Oran
RO | 1 0 -2 05 | -3,5 0 15 6 Z=6
R1| O 0 1 -05]1 0,5 1 -0,5 4 s1=4 4/0,5=8*
R2| 0 1 0 05 | -15 0 0,5 2 X1=2 -
RO’da negatif degerler oldugu igin ¢6zim optimal dedgildir.
RO katsayisi en kiiguk olan x4 ¢c6ziime girer.
Oran testine gore R1 satiri pivot satir olarak belirlenir. s1 ¢dzumden gikar.
x4’ R1 satirindan ¢ézime sokmak icin ERO’lar uygulanir:
R1=R1/0,5, RO’=R0 + 3,5R1’, R2'=R2+ 1,5RY’
ikinci tablo:
Z X1 X2 X3 X4 S1 S2 ST TD Oran
RO | 1 0 5 -3 0 7 -2 34 Z=34
R1| O 0 2 -1 1 2 -1 8 Xa=8 -
R2| 0 1 3 -1 0 3 -1 14 x1=14 -

RO’da negatif degerler oldugu igin ¢6zim optimal degildir.

RO katsayisi en kuguk olan xs ¢bziime girer.

Fakat x3'Un sUtunundaki tim degerler negatiftir. Oran testi yapilabilecek herhangi bir

satir mevcut degildir. Bu, xs’'un ¢o6zume girdiginde bu degiskeni sinirlandiracak

herhangi bir kisit olmadigini gésterir. Yani x3 sonsuza kadar arttirilabilir ve her artigi

Z'yi de arttiracagindan Z de sonsuza kadar artacaktir. Sonug¢ olarak Z’nin sinirli

olmadigdi1 sonucuna varilir.

Cozulmek istenen DP sinirli degildir.

Dr. Y. ilker Topcu (www.ilkertopcu.info) & Dr. Ozgur Kabak (web.itu.edu.tr/kabak)

40



http://www.ilkertopcu.info/
http://web.itu.edu.tr/kabak

END331 2021-2022

KURAL: Optimal olmayan bir Simpleks tablosunda ¢6zime girecek degiskenin
sutununda tim degerler (RO harig) sifir veya negatif ise, bir bagka deyisle, oran testi

yapacak satir yok ise verilen DP sinirli degildir.

4.3 BUYUK M YONTEMi

Eger bir DP'de > veya = kisitlar varsa, dogrudan bir baglangi¢ temel olurlu ¢6zUmu
(bfs) olusturulamaz. Bu durumda Biyiik M (Big M) ydntemi veya iki Asamali (Two
Phase) Simpleks yéntemi kullaniimaldir.

Buylk M yontemi Simpleks Algoritmasinin bir turadar: Soruna yapay (artificial)

degiskenler de eklenerek bir bfs bulunur. DP'nin amag fonksiyonu da sonucta yapay

degiskenlerin katsayilari 0 olacak sekilde yeniden dizenlenir.

Adimlar

1. Oncelikle tim kisitlar sag taraf (ST; Right Hand Side - RHS) degerleri negatif
olmayacak sekilde dizenlenir (ST degeri negatif olan kisitlar -1 ile ¢arpilir. Bu
carpim sonucu esitsizligin yonunun degisecegini unutmayiniz!). Dizenlemelerden
sonra her kisit <, > veya = kisit olarak siniflandirilir

2. Tdm kisitlar standart bigime gevrilir. Eger kisit < ise, sol tarafa simpleks
yonteminde oldugu gibi gevsek degisken si eklenir. Eger kisit > ise, sol taraftan bir
gevsek degdisken (excess variable) ei ¢ikarilir. Eklenen gevsek degiskenler igin
isaret sinirlamasi eklenir (si> 0, ei > 0).

3. Tum >veya = kisitlarin sol tarafina bir yapay degisken ai eklenir. Ayni zamanda
yapay degiskenler icin isaret sinirlamasi (ai > 0) da eklenir.

4. M ¢ok buyuk bir sayi olsun. Eger DP enkucikleme sorunu ise, amag
fonksiyonuna (her yapay degisken igin) Mai eklenir. Eger DP enblylkleme sorunu
ise, amag fonksiyonuna (her yapay degisken icin) -Mai eklenir.

5. Baslangig tablosunda, > kisitlarina karsilik gelen satirlarda si gevsek degiskeni, <
ve = kisitlarina karsilik gelen satirlarda ai yapay degigkenleri temel degigken olur.

6. Her yapay degisken baglangi¢ temel ¢oziUmunde olacagi igin amag
fonksiyonundan (0. satir) elenir (katsayilari sifir olacak sekilde ERO’lar uygulanir).

7. Daha sonra simpleks algoritmasinin adimlari kullanilarak (M'nin blyuk bir sayi
oldugu unutulmadan!) ¢ézume gidilir.

Yukaridaki 7 adimla duzenlenen yeni DP'nin en iyi cozUmunde tum yapay

degiskenler 0'a esit ¢ikarsa, esas sorunun en iyi ¢ozimu bulunmustur.
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Eger yeni DP'nin en iyi c6ziminde en az bir yapay degisken pozitif bir deder alirsa,

esas sorun ¢ozumsuzdur (infeasible)!!!

Ornek 4.11. Oranj Meyve Suyu

(Winston 4.10., s. 164)

Bevco sirketi, portakal gazozu ile portakal suyunu karistirarak Oranj ismiyle portakalli
meyve sulari uretmektedir. Portakal gazozunun bir onsunda 0,5 oz. seker ve 1 mg C
vitamini vardir. Portakal suyunun bir onsunda ise 0,25 oz. seker ve 3 mg C vitamini
vardir. Bevco bir oz. portakal gazozu Uretmek icin 2¢, bir oz. portakal suyu Uretmek
igin ise 3¢ harcamaktadir. Sirketin pazarlama bolumu Oranj'i 10 oz.luk siselerde
satmak istemektedir. Her bir sisede en az 20 mg C vitamini bulunmasi ve en ¢ok 4 oz.
seker olmasi gerekmektedir. Bevco’nun en az maliyetle Oranj’i Uretmesi igin gerekli

DP modelini kurunuz ve Bluyuk M yontemiyle ¢ozunuz.

Yanit:
Karar degigkenleri:
X1 : bir sise Oranj'da bulunmasi gereken portakal gazozu miktari

X2 : bir sise Oranj'da bulunmasi gereken portakal suyu miktari

DP Modeli:
minz=2x1+ 3 x2
0,5x1+0,25x2 < 4 (seker kisitr)
X1+ 3 x2>20 (C vit. kisitr)
X1+ x2 =10 (10 oZ'luk sise kisitr)
X1,X2 > 0

Buyuk M ydntemi ile ¢6zim:

Adim 1. Tum kisitlari ST degerleri negatif olmayacak sekilde diizenlenir:

Tum kisitlarin ST degeri pozitiftir.

Adim 2. Tum kisitlar standart bicime cevrilir:

z— 2x1— 3x2 =0
0,5 x1+ 0,25 x2 + s1 = 4
X1+ 3 X2 -e2 =20
X1+ X2 =10

tum degiskenler >0
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Adim 3. > ve = kisitlarina ai yapay degdiskenini eklenir:

Z— 2Xx1— 3X2 =0 Ro
0,5x1+ 0,25 x2 + s1 = 4 R1
X1+ 3 X2 -extaz =20 R2

X1+ X2 +as =10 R3

tum degiskenler > 0

Adim 4. Amac fonksiyonuna Mai eklenir (min. sorunu icin)

mnz=2xi1+3x2+Maz+Mas
Sifirinci satir (RO) asagidaki gibi olacaktir:
z— 2x1— 3x2—-Ma-Mazs=0

Adim 5. Baslangic tablosundaki temel degiskenler belirlenir:

Baslangi¢ tablosunda; R1’de s1, R2'de a2, R3’te as temel degisken olacaktir.
Adim 6. Yapay dediskenleri Ro'dan eleyecek sekilde yeni Ro olusturulur:
YeniRo=Ro+MR2+ M R3 =
Z + (2M=2) x1 + (4M=3) x2 — M e2 = 30M Yeni Ro

Adim 7. Simpleks ydntem uyqulanir:

Baslangig tablosu:

Z X1 X2 S1 e2 az as ST TD Oran
RO |1 | 2M-2 | 4M-3 0 -M 0 0 | 30Mm z
R1|0 0,5 0,25 1 0 0 0 4 S1 16
R2 |0 1 3 0 -1 1 0 20 az 20/3 *
R3]0 1 1 0 0 0 1 10 as 10

RO’da pozitif degerler oldugu icin ¢6zim optimal degildir.
RO katsayisi en bilytk olan x2 ¢6zime girer.
Oran testine gore R2 satiri pivot satir olarak belirlenir. a2 ¢é6ziimden c¢ikar.
x2'yi R2 satirindan ¢6zume sokmak i¢cin ERO’lar uygulanir:
R2'=R2/3, R0’=R0 - (4M-3)R2’, R1'=R1-0,25R2’, R3 =R3-R2
Ik tablo:

Z X1 X2 | S1 e az as ST TD Oran
RO|1| 2M-3)/3 | 0 | 0| (M-3)/3 |(3-4M)/3| O 20+10M/3 z
R1|0 5/12 0 |1 1/12 -1/12 0 713 S1 28/5
R2 |0 1/3 110 -1/3 1/3 0 20/3 X2 20
R3 |0 2/3 0|0 1/3 -1/3 1 10/3 as 5*

RO’da pozitif degerler oldugu igin ¢6zum optimal degildir.

RO katsayisi en buyuk olan x1 ¢6zime girer.
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Oran testine gbre R3 satiri pivot satir olarak belirlenir. as ¢d6ziimden ¢ikar.

x1'i R3 satirindan ¢6zime sokmak icin ERO’lar uygulanir:
R3’ = R3/(2/3),

RO’ = RO — ((2M-3)/3)R3’, R1’ = R1—(5/12)R3", R2’ = R2 — (1/3)R3’

ikinci tablo:

Z| X1 | X2 S1 €2 az as ST TD
RO|1| 0 0 0 -1/2 | (1-2M)/2 | (3-2M)/2 25 ya
R1|0]| O 0 1 -1/8 1/8 -5/8 1/4 S1
R2 (0] 0O 1 0 -1/2 1/2 -1/2 5 X2
R3|0| 1 0 0 1/2 -1/2 3/2 5 X1

RO’da pozitif degerler olmadigi icin ¢bézim optimaldir.
Cozumde yapay degiskenlerin degerleri 0 oldugu igin (a2 = as = 0), bu ¢6zim ilk
modelin ¢6zUmunu verir.

Rapor:
G6zimde karar degiskenlerinin degeri x1= 5, x2=5 ve s1 = 1/4’tlr, Z= 25'tir (diger
degdiskenlerin degerleri 0’dir). Buna gore bir sise Oranj'da, 5 oz. portakal gazozu ve 5

oz. portakal suyu olmalidir. Toplam maliyet 25¢ olacaktir.

Ornek 4.12. Degistirilmis Oranj Meyve Suyu
Bevco sorununda diger kosullar ayni kalmak kaydiyla 36 mg. C vitamini gerektigi goz
onutne alinirsa ilgili DP modeli asagidaki gibi olusturulur.

mnz=2x1+3x2

0.5x1+0.25x2 < 4 (seker kisitr)
X1+ 3 X2 > 36 (C vit. kisitr)
X1+ X2 =10 (10 oZ’luk sise kisitr)
X1,X2 >0

Buyuk M ydntemi ile ¢ozim:
ik altr adim, ilk érnekle benzer sekilde uygulanacaktir.

Baslangi¢ tablosu:

Z X1 X2 S1 e az as ST TD Oran
RO |[1] 2M-2 | 4M-3 0 -M 0 0 | 46M z
R1|0 0,5 0,25 1 0 0 0 4 S1 16
R2 |0 1 3 0 -1 1 0 36 az 36/3=12
R3]0 1 1 0 0 0 1 10 as 10*

RO’da pozitif degerler oldugu igin ¢6zim optimal degildir.
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RO katsayisi en buyuk olan x2 ¢c6ziime girer.
Oran testine gore R3 satiri pivot satir olarak belirlenir. as ¢dzimden ¢ikar.
x2'yi R3 satirindan ¢6ziime sokmak icin ERO’lar uygulanir:
R3 =R3, R0’ =R0-(4M-3)R3, R1'=R1-0,25R3’, R2 =R3-3R3
ilk tablo:

Z X1 X2 S1 e az as ST TD
RO|1] 1-2M 0 0 -M 0 3-4M 30+6M z
R1|0 1/4 0 1 0 0 -1/4 3/2 S1
R2 |0 -2 0 0 -1 1 -3 6 az
R3 |0 1 1 0 0 0 1 10 X2

RO’da pozitif degerler olmadigi igin ¢ézim optimaldir.

Fakat cozumde yapay degiskenlerden az2’'nin degeri 6'dir, bu yizden Z degeri de M’e
bagl olarak ¢ikmigtir. Bu, orjinal problemin olurlu olmadigini gosterir.

Rapor:

Belirtilen sartlarda Oranj Uretimi yapmak mumkin degildir.

4.4 iKi ASAMALI SIMPLEKS

Temel olurlu ¢ézimin (bfs) hazir olmadigi durumlarda iki asamali simpleks yontemi

biiyiik M yontemine alternatif olarak kullanilabilir. iigili kisitlara biyiik M yéntemine

benzer sekilde yapay degiskenler eklenir. Daha sonra Agsama | DP ¢ozUulerek orijinal

DP’ye bir bfs bulunur. Asama | DP’de amag fonksiyonu yapay degiskenlerin

toplaminin en ki¢lklenmesidir. Asama | sonucunda, orijinal DP’nin amag fonksiyonu

eklenerek DP’nin en iyi ¢ozumu belirlenir.

Adimlar

1. Oncelikle tim kisitlar sag taraf (ST; Right Hand Side - RHS) degerleri negatif
olmayacak sekilde dizenlenir (ST degeri negatif olan kisitlar -1 ile ¢arpilir. Bu
carpim sonucu esitsizligin yonunun degisecegini unutmayiniz!). Dizenlemelerden
sonra her kisit <, > veya = kisit olarak siniflandinlir

2. Tdm kisitlar standart bigime cevrilir. Eger kisit < ise, sol tarafa simpleks
yonteminde oldugu gibi gevsek degisken si eklenir. Eger kisit > ise, sol taraftan bir
gevsek degisken (excess variable) ei ¢ikarilir. EkKlenen gevsek degiskenler igin

isaret sinirlamasi eklenir (si> 0, ei > 0).
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3. Tum >veya = kisitlarin sol tarafina bir yapay degisken ai eklenir. Ayni zamanda
yapay degiskenler icin isaret sinirlamasi (ai > 0) da eklenir.

4. Asama I'de orijinal amag fonksiyonu, tum yapay degiskenlerin toplamini (w = Zai)
en kugukleyecek bir amag fonksiyonu ile degistirilerek orijinal DP ¢oziltr. Boylece
Asama | DP’nin ¢6zUmu yapay degiskenleri 0 olmaya zorlayacaktir.

Dikkat!! Orijinal problem ne olursa olsun, Asama 1 problemi minimizasyondur.

5. Her yapay degisken baslangi¢ temel ¢6zimunde olacagi igin simplekse
baslamadan 6nce bu degiskenler 0. satirdan elenmelidir. Daha sonra simpleks ile
degistirilmis sorun ¢dzulur.

Asama | DP ¢ozimunde Ug farkli durum ile karsilasilabilir:

[.  Durum 1. w > 0 ise orijinal DP’nin ¢6zumu olurlu degildir. (Asama Il'ye
gecilmez!)
[I.  Durum 2. w = 0 ve higbir yapay dedisken temel degisken dedgil ise;

i. Asama | DP’nin en iyi tablosunda yer alan amag fonksiyonu satiri ve
yapay degiskenler ile ilgili sGtunlar atilir.

ii.  Orijinal amag fonksiyonu ile Asama | DP’den gelen tablo birlestirilerek
Asama Il DP olusturulur. Eger Asama | DP’nin en iyi tablosundaki bazi
temel degiskenlerin orijinal amag fonksiyonu katsayilari sifirdan farkl
ise bu degiskenlerin amag fonksiyonunun elenmesi igin satir igslemleri
yapilmalisina dikkat edilmelidir.

iii. Asama Il DP simpleks algoritmasinin adimlar kullanilarak ¢ézulur.
Asama Il DP’nin ¢6zumda orijinal problemin ¢ézUmudur.
[ll.  Durum 3. w =0 ve en az bir yapay degisken temel degisken ise;

I. Asama | DP’nin en iyi tablosunda yer alan amag fonksiyonu satiri ile
temel digi yapay degdiskenler ve sifirinci satirdaki katsayisi negatif olan
degiskenlere ait sttunlar atilir.

ii.  Orijinal amac fonksiyonu ile Asama | DP’den gelen tablo birlestirilerek
Asama Il DP olusturulur. Eger Asama | DP’nin en iyi tablosundaki bazi
temel degiskenlerin orijinal amacg fonksiyonu katsayilari sifirdan farkl
ise bu degiskenlerin amag fonksiyonunun elenmesi igin satir islemleri
yapilmasina dikkat edilmelidir.

iii. Asama Il DP simpleks algoritmasinin adimlari kullanilarak ¢ézular.

Asama Il DP’nin ¢6zUmu orijinal problemin ¢ozumudur.
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Ornek 4.13. Oranj Meyve Suyu
Oranj meyve suyu 6rnegini iki agsamali simpleks ile ¢ozunlz.

mnz=2x1+3x2

0.5x1+0.25x2 < 4 (seker kisitr)
X1+ 3 x22>20 (C vit. kisitr)
X1+ X2 =10 (10 oZ’luk sise kisitr)
X1,X2 >0

iki agamali simpleks yontemi ile ¢oziim:

Adim 1. Tum kisitlari ST dederleri negatif olmayacak sekilde diizenlenir.

Tum kisitlarin ST degeri pozitiftir

Adim 2. Tum kisitlari standart bicime cevrilir.

z— 2x1— 3x2 =0

0.5x1+0.25 x2 + s1 = 4
X1+ 3 X2 -e2 =20
X1+ X2 =10

tim degiskenler > 0

Adim 3. > veya = kisitlara ai yapay dediskenini eklenir.

Z— 2X1— 3X2 =0 Ro
0.5x1+0.25 x2 + s1 = 4 R1
X1+ 3 X2 -ezxtaz =20 R2

X1+ X2 +as =10 R3

tim degiskenler > 0

Adim 4. Tum yapay dediskenlerin toplami en kiiciklenecek amac olarak belirlenir.

Minw=az +as
Sifirinci satir (RO) agsagidaki gibi olacaktir:
W—- azx— as =0

Adim 5. Yapay degiskenleri Ro'dan eleyecek sekilde yeni Ro olusturulur.

YeniRo=Ro+R2+ Rz =

W+ (1+1) X1 + (3+1) X2 — €2 = 30 YeniRo

Asama | DP - Baslangig tablosu:

Asama 1 - Baslangi¢ tablosu:

W X1 X2 S1 e az as ST TD Oran
RO | 1 2 4 0 -1 0 0 30 w
R1 |0 0,5 0,25 1 0 0 0 4 S1 16
R2 | 0 1 3 0 -1 1 0 20 az 20/3 *
R3 |0 1 1 0 0 0 1 10 as 10
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RO’da pozitif degerler oldugu i¢in ¢6zum optimal degildir.
RO katsayisi en buyuk olan x2 ¢6zime girer.
Oran testine gore R2 satiri pivot satir olarak belirlenir. a2 ¢ozimden ¢ikar.

x2'yi R2 satirindan ¢6zime sokmak icin ERO’lar uygulanir:

R2’'=R2/3, RO'=R0-4R2’, R17 =R1-0,25R2’, R3 =R3-R2
Asama 1 - ilk tablo:
w X1 X2 | S1 ez az as ST TD Oran
RO | 1 2/3 0O |0 1/3 -4/3 0 10/3 W
R1|0 5/12 0 |1 1/12 -1/12 0 713 S1 28/5
R2 1|0 1/3 110 -1/3 1/3 0 20/3 X2 20
R3 |0 2/3 O |0 1/3 -1/3 1 10/3 as 5*

RO’da pozitif degerler oldugu icin ¢bzim optimal degildir.

RO katsayisi en buyuk olan x1 ¢6zime girer.

Oran testine gore R3 satiri pivot satir olarak belirlenir. as ¢d6zimden ¢ikar.
x1'i R3 satirindan ¢ozime sokmak icin ERO’lar uygulanir:

R3’ = R3/(2/3),

Asama 1 - ikinci tablo:

RO’ = RO — (2/3)R3, R1’ = R1—(5/12)R3’, R2' = R2 — (1/3)R3’

W | X1 X2 S1 e az as ST TD
RO|1] 0 0 0 0 -1 -1 0 w
R1|0] O 0 1 -1/8 1/8 -5/8 1/4 S1
R2|10| O 1 0 -1/2 1/2 -1/2 5 X2
R3|0] 1 0 0 1/2 -1/2 3/2 5 X1

RO’da pozitif degerler olmadigi igin ¢ézim optimaldir.

Asama | DP cozimiinde uc farkli durum ile karsilasilabilir:

Asama | DP en iyi tablosunda w = 0 ve a2 ile as temel digi degisken oldugu igin

Durum 2 ile karsilasiimistir.
i. Birinci asama tablosundaki yapay degiskenler ile ilgili sttunlari ve amag
fonksiyonu satiri atilir, oriinal amag fonksiyonu tabloya R0’a eklenir:
Z-2X%X1-3x%x2=0
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Asama 2 - Ara tablo:

Z | X1 | X S1 e2 ST TD
RO|1] -2 | -3 0 0 0
R1|0] O 0 1 -1/8 1/4 S1
R2 | 0 1 0 -1/2 5 X2
R3|0] 1 0 0 1/2 5 X1

Bu tabloda temel degisken olan x1 ve x2’nin RO katsayilari 0’dan farkhidir. Bunlari 0’a
esitlemek icin ERO’lar uygulanir:
yeni RO = RO + 2R3 + 3R2

Asama 2 — Baslangig tablosu:

Z | X1 | X S1 e2 ST TD
RO|[1]| O 0 0 -1/2 25 Z=25
R1|0] O 0 1 -1/8 1/4 S1
R2 1 0] 0 1 0 -1/2 5 X2
R3|0] 1 0 0 1/2 5 X1

ii. Asama Il DP simpleks algoritmasinin adimlari kullanilarak ¢ozulir. Asama I
DP’nin ¢6zumu orijinal problemin ¢ozumudur.

Baslangig tablosunda ilk satirda pozitif katsayi olmadigi igin bu tablo en iyi ¢ozUmdur.

Bu ¢OzUme gore x1 = x2 = 5; z = 25 ‘tir.

Rapor:

Bir sise Oranj'da, 5 oz. portakal gazozu ve 5 oz. portakal suyu olmalidir.

Bu durumda toplam maliyet 25¢ olacaktir.

Ornek 4.14. Degistirilmis Oranj Meyve Suyu
Oranj meyve suyu érnegini C vitamini gereksinimin 36 mg. oldugu durum igin ¢6zinlz.

mnz=2x1+3x2

0.5x1+0.25x2 < 4 (seker kisiti)
X1+ 3 X2 > 36 (C vit. kisitr)
X1+ x2=10 (10 oZ’luk sise kisitr)
X1,X2 >0

iki agamali simpleks yontemi ile ¢oziim:

Adim 1. Tum kisitlari ST dederleri negatif olmayacak sekilde diizenleyiniz

Tum kisitlarin ST degeri pozitiftir
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Adim 2. Tim kisitlar standart bicime ceviriniz

z— 2Xx1— 3x2 =0

0.5x1+0.25 x2 + s1 = 4
X1+ 3x2 -e2 =36
X1+ X2 =10

tum degigkenler > 0

Adim 3. > vevya = kisitlara ai yapay dediskenini ekleyiniz

Z— 2X1— 3X2 =0 Ro
0.5x1+0.25x2 + s1 = 4 R1
X1+ 3 X2 -ex+taz =36 R2

X1+ X2 +as =10 R3

tum degiskenler > 0

Adim 4. Tum yvapay dediskenlerin toplami en kicuklenecek amac olarak belirlenir.

Minw=a2 +as
Sifirinci satir (RO) asagidaki gibi olacaktir:
W—- azx— as =0

Adim 5. Yapay degiskenleri Ro'dan eleyecek sekilde yeni Ro olusturunuz

YeniRo=Ro+R2+R3 =

w+ (1+1) x1 + (3+1) x2 — ez = 46 YeniRo
Asama | DP - Baslangig tablosu:
w X1 X2 S1 e az as ST TD Oran
RO |1 2 4 0 -1 0 0 46 w
R1|0 0,5 0,25 1 0 0 0 4 S1 16
R2 |0 1 3 0 -1 1 0 36 az 12
R3 |0 1 1 0 0 0 1 10 as 10*

RO’da pozitif degerler oldugu igin ¢ozum optimal degildir.
RO katsayisi en buyuk olan x2 ¢6zime girer.
Oran testine gore R3 satiri pivot satir olarak belirlenir. as ¢ozumden ¢ikar.
x2'yi R3 satirindan ¢6ziime sokmak icin ERO’lar uygulanir:

R3 =R3, R0O'=R0-4R3, R1 =R1-0,25R3, R2 =R3-3R3
ilk tablo:

w X1 X2 S1 e2 az as ST TD
RO |1 -2 0 0 -1 0 -4 6 w
R1|0 1/4 0 1 0 0 -1/4 3/2 S1
R2 |0 -2 0 0 -1 1 -3 6 az
R3 |0 1 1 0 0 0 1 10 X2

RO’da pozitif degerler olmadigi igin ¢ézim optimaldir.
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Asama | DP co6zimiinde Uc farkli durum ile karsilasilabilir:

Asama | DP en iyi tablosunda w > 0 oldugu i¢in Durum 1 ile karsilagiimistir. Buna
gore orijinal DP olurlu degildir.
Rapor:

Belirtilen sartlarda Oranj Uretimi yapmak mumkin degildir.

Ornek 4.15. (Winston, 4.13)

Asagidaki DP Modelini iki agamali simpleks ile ¢ozinuz.

maks z = 40x1 + 10x2 +7%5 + 14Xs
Oyle ki; X1 - X2 +2Xs =0
-2X1 + X2 -2Xs5 =0
X1 + X3 +Xs - X6 =3

2X2+ X3+ Xa+2Xs + X6 =4

iki asamali simpleks ydntemi ile ¢éziim:

Adim 1. Tum kisitlar1 ST dederleri negatif oilmayacak sekilde duzenleyiniz

Tum kisitlarin ST degeri pozitiftir

Adim 2. Tim kisitlar standart bicime ceviriniz

Tam kisitlar esittir kisiti oldugu i¢in problem standart bicimdedir.

Adim 3. > veva = kisitlara ai yapay degdiskenini ekleyiniz

Z-40x1 - 10x2 -7Xs - 14x%s =0
X1 - X2 +2Xs + a1 =0

-2X1 + X2 -2Xs + az =0

X1 + X3 + X5 - Xe +a3 =3

2X2 + X3+ X4 + 2X5 + Xe =4

(Not: son kisitta x4 temel degisken olabilecegi igin yapay degisken eklenmemistir.)

Adim 4. Tium yapay dediskenlerin toplami en kiiciklenecek amac olarak belirlenir.

minw =ai + az + as
Sifirinci satir (R0) asagidaki gibi olacaktir:

w—ar—az—az=0

Adim 5. Yapay degiskenleri Ro'dan eleyecek sekilde yeni Ro olusturulur
YeniRo=Ro+R1+R2+R3 =

W+ X3+ X5 — X6 =3 YenRo
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Asama | DP - Baslangig tablosu:

W X1 X2 X3 X4 Xs X6 a1 a2 a3 | ST TD Oran
RO 1 0 0 1 0 1 -1 0 0 0 3 =3
R1 O 1 -1 0 0 2 0 1 0 0 0 a=0 -
R2 0 -2 1 0 O -2 O 0 1 0 0 ax=0 -
R3 O 1 0 1 0 1 -1 0 0 1 3 ax=3 3
R4 O 0 2 1 1 2 1 0 0 0 4 x4=4 4

RO’da pozitif degerler oldugu igin ¢6zim optimal degildir.
RO katsayisi en buyuk olan x3 veya xs ¢oziime girer. x3’U segelim.
Oran testine gore R3 satiri pivot satir olarak belirlenir. as ¢d6zimden ¢ikar.
x3'l R3 satirindan ¢éziime sokmak igin ERO’lar uygulanir:

R3 =R3, R0O'=R0-R3, R1"=R1,R2'=R2, R4’'=R4-R¥
Asama | DP — ilk tablo (optimal):

W X1 X2 X3 X4 X5 Xe a1 a2 as | ST TD
RO 1 -1 0 0 0 0 0 0 o -1 0 =0
R1 O 1 -1 0 0 2 0 1 0 0 0 ai=0
R2 0 -2 1 0 O -2 O 0 1 0 0 ax=0
R3 O 1 0 1 0 1 -1 0 0 1 3 x3=3
R4 0 -1 2 0 1 1 2 0 o -1 1 xs=1

RO’da pozitif degerler olmadigi igin ¢ézim optimaldir.

Asama | DP cozuimiinde uc farkli durum ile karsilasilabilir:

w = 0 ama a1 ve az temel degisken oldugu i¢in Durum 3 ile karsilasiimistir.
I. Asama | DP’nin en iyi tablosunda yer alan temel disi yapay degiskenler ve ilk
satirdaki katsayisi negatif olan degiskenler ile ilgili sttunlar ve amag fonksiyonu

satiri atilir. x1’in ve az’in sutunlari ile RO atilir.

ii.  Orijinal amac fonksiyonu (z) ile Asama | DP’den gelen tablo birlestirilerek

Asama Il DP olusturulur.

Z - 40xa - 10x2 -7x5- 14x6 =0
Asama 2 - Ara tablo ve Baglangig tablosu:

Z X2 X3 X4 Xs X a1 a2 | ST TD
RO 1 10 0 O -7 -14 0 0| 0 z=0
RL o0 1 0 0 2 0 1 0| 0 a=0 -
R2 0 1 o o0 -2 0 0 1 0 a=0 -
R3 0 O 1 0 1 1 0 0| 3 x3=3 -
R4 0 2 O 1 1 2 0O O 1 xa=1 1/2
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Orijinal amag fonksiyonunda katsayisi sifirdan farkl olan degiskenlerin timu temel

digi de@iskendir; bu yluzden satir islemi yapmadan Asama Il DP olusturulur.

iii. Asama Il DP simpleks algoritmasinin adimlari kullanilarak ¢oézilir. Asama |l

DP’nin ¢6zuma orijinal problemin ¢éozumuddar.

Tabloda RO’da negatif degerler oldugu igin ¢ézim optimal degildir (Dikkat!! orijinal
problem maksimizasyondur)

RO degeri en kiguk olan xs ¢c6zlUme girer.

Oran testine gore R4 satiri pivot satir olarak belirlenir. x4 ¢ézumden gikar.

x6'yI R4 satirindan ¢d6zime sokmak igin ERO’lar uygulanir:

Asama 2 — ilk tablo (optimal)

Z X2 X3 X4 X5 X6 a1 a2 |ST TD
RO 1 4 0 7 0 0 0 0 7 z=7
R1 O -1 0 0 2 0 1 0 0 a1=0
R2 0 1 0 O -2 O 0 1 0 ax2=0
R3 0 1 1 1/2 3/2 0 0 0 |7/2 x3=7/2
R4 O 1 0O 1/2 1/2 1 0 0 | 1/2 xe=1/2

Tabloda RO’da negatif degerler olmadigi igin ¢ozim optimaldir.
Rapor:

2=7,X3=35:x%6=0,5;X1=X2=X5=x4=0

4.5 ISARETI SINIRLANDIRILMAMIS DEGISKENLER

Kurulan DP modelinde isareti sinirlandiriimamis degiskenler olabilir (serbest;
unrestricted in sign - urs). Serbest (urs) dediskenleri olan bir DP’nin simpleks
yontemiyle c¢ozilebilmesi icin, problem negatif degerler almayan degdiskenlerden
olusan bir DP’ye donusturtlmelidir. Standart bigcimde tim degiskenlerin xi > 0 olmalidir.
isareti serbest degiskenler asagidaki gibi negatif olmayan degiskenlere donusturilir:
Her xi serbest degiskeni igin;

o ikiyenix’ and xi” deg@iskeni tanimlanir,

e tUm kisitlardaki ve amag fonksiyonundaki xi icin xi’ - xi”’ degisimi yapilir

Xi =X — X"

e X >0and x>0 isaret sinirlari eklenir.

Doénudsim yapildiktan sonra problem Simpleks, Bayuk M veya iki agsamali simpleks

yontemleri ile ¢ozilebilir.
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Ornek 4.16. Firinci

Bir firncinin 30 kg. unu ve 8 paket mayasi vardir. Firinci 3 TL'ye sattigi bir ekmek icin
0.5 kg. un ve 0.2 paket maya kullanmaktadir. Firinci piyasadan 4 TL/kg. maliyetle ek
un alabilir ya da elinde kalan un olursa ayni fiyata satabilir. Firincinin karini

enbuyikleyecek bir DP modeli kurunuz ve modeli ¢dzintz.

Yanit
Karar degigkenleri:
e Xu: pigirilecek ekmek sayisi
e Xx2: Unun aligveris sonucunda kag kg. artacagi
Bdylece, eger firinci x2 kg. un satin alirsa x2 > 0; x2 kg. un satarsa x2 < 0; un satin
almazsa veya satmazsa x2 = 0 olur.
DP modeli:
Maks Z = 3x; — 4x,
Oyle ki;
0,5x; <30+ x,
0.2x,; <8

x1 =0, x, urs

X2 = X2' — x2” donusumu kullanildiginda DP asagidaki gibi yazilir:
Maks Z = 3x; — 4x5 + 4x3
Oyle ki;
0,5x; <30+ x5 — x5
0.2x; <8
X1,X%5,x5 =0
Simpleks ile ¢c6zim
DP, standart bigime donusturalur:
Maks Z = 3x; — 4x5 + 4x4
0,5x; — x5 + x5 + s, =30
0.2x; +s, =8
X1,X5,X5,51,52 =0
Amagc fonksiyonunda degdiskenler sag tarafa gegirilir:

Z —3xy+4x5; —4x;, =0
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Baslangig tablosu olusturulur. Tum kisitlar < oldugu igin yapay degisken ilave etmeye
gerek yoktur.
Baglangi¢ Tablosu:

z x1_x2 x’ s1 s2 |ST TD Oran
RO 1 -3 4 4 0 0|0 Z=0
RTL 0 05 -1 1 1 0 |30 s1=30 30
R2 0 02 0 O O 1| 8 s2=8 -

RO’da negatif degerler oldugu igin ¢ézim optimal degildir.
RO katsayisi en kiiguk olan x2” ¢éztime girer.
Oran testine gore R1 satiri pivot satir olarak belirlenir. a1 ¢6zimden ¢ikar.
x2” degiskenini R1 satirindan ¢é6zime sokmak i¢cin ERO’lar uygulanir:
R1 =R1, R0O'=R0+4R1, R2 =R2

ilk tablo:
z x1 x2 x2" st s2 | ST TD Oran
RO 1 -1 0 0 4 0 | 120 Z=120
RT 0 05 -1 1 1 0 30 x2"=30 60
R2 0 02 O 0 0 1 8 $2=8 40*

R0O’da negatif deger oldugu icin ¢6zim optimal degildir.

RO katsayisi negatif olan xi1 ¢6ziime girer.

Oran testine gore R2 satiri pivot satir olarak belirlenir. s2 ¢ozumden cgikar.

x1 degiskenini R2 satirindan ¢ézime sokmak i¢cin ERO’lar uygulanir:
R2’=R2/0,2, R0O’'=R0+R2, R1 =R1-0,5R?

Z X1 X2 x2"  s1 s2 | ST TD
RO 1 0 0 0 4 5 160 Z=160
R1 O o -1 1 1 -2,5 10 x2"=10
R2 O 1 0 0 0 5 40 x1=40

RO’da negatif deger olmadigi i¢in ¢ozum optimaldir.
Optimal ¢oziimde x1 = 40; x2'= 0 ve x2"= 10> x2 = -5; z = 160

X2 = X2’ — X2" oldugu igin, x2 = 0 — 10 = -10.
Rapor

Firinci 40 ekmek pisirip satmalidir, ayrica elindeki unun 10 kg.'imini satmahdir.
Sonugcta 160 TL kar elde edebilir.
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5. DUYARLILIK ANALIZi VE DUALITE

Bu bolimde duyarlilik analizi ve dualite konulari islenecektir.

5.1 DUYARLILIK ANALizi

Duyarlihk analizi, DP’deki parametrelerdeki degisimin DP’nin en iyi ¢6zUmunu nasil
etkileyeceg@ini arastirmak igin yapilan analizlerdir. DP c¢o6zuldukten sonra
gergeklestirilir. DP’nin parametreleri amag fonksiyonu katsayilari, sag taraf degerleri
ve teknoloji katsayilaridir. Duyarhlik analizleri gogunlukla amag fonksiyonu katsayilari
ve sag taraf degerlerindeki degisimler ilgili yapilir.

Bu bolumde oncelikle DP duyarlilik analizinde kullanilan temel kavramlar verilecek
sonrasinda grafik Uzerinde ve Lindo ¢iktisi kullanilarak duyarlilik analizi nasil yapilir
aciklanacaktir. Duyarlilik analizi Simpleks yontem kullanilarak da yapilabilir. Bu konu

6. Bolumde incelenecektir.

5.1.1 indirgenmis Maliyet

Herhangi bir temel disi degiskenin indirgenmis maliyeti (reduced cost), degiskenin
temel degisken olmasi (DP'nin en iyi ¢6zimine girmesi) icin amag¢ fonksiyon
katsayisinda yapilacak iyilestirme miktaridir.

Eger bir xk temel digi dediskeninin amag fonksiyon katsayisi indirgenmis maliyet kadar
iyilestirilirse, DP'nin bir tek en iyi ¢o6zUmuU olmaz: alternatif gozumler vardir. xk, sz
konusu ¢ozumlerden en az birinde temel degisken; en az birinde ise temel digi
degisken konumundadir.

Eger xk temel disi degiskeninin amag fonksiyon katsayisi indirgenmis maliyetten daha
fazla iyilestirilirse, yeni DP'nin tek bir en iyi ¢cozimune ulagilir ve bu ¢ézimde xk temel
degisken olur (xx>0).

Temel degiskenin indirgenmis maliyeti sifirdir (tanima bakiniz)!

5.1.2 Golge Fiyat

DP modelinin i. kisitinin golge fiyati (shadow price), s6z konusu kisitin sag taraf (ST,
Right Hand Side - RHS) degerinin 1 birim c¢ogaltiimasi durumunda, en iyi amag
fonksiyon deg@erinin ne kadar iyilestigini (enblytkleme sorununda ne kadar arttigini,

enklgUkleme sorununda ne kadar azaldigini) gosterir.
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Bu tanim sadece degisimden onceki ¢cozUmun degisimden sonra da ayni kalmasi
durumunda gegerlidir!
Bir > kisitin golge fiyati her zaman 0 ya da 0'dan klguk (nonpositive); bir < kisitin gélge

fiyati ise her zaman 0 ya da 0'dan buyuk (nonnnegative) olacaktir.

5.1.3 Kavramsallastirma

maks z = 6 X1 + x2 + 10 X3
X1 +x3 <100
X2 < 1
Tum degigkenler = 0

Bu c¢ok kolay bir DP modelidir ve simpleks kullaniimadan elle de ¢c6zulebilir:

x2 = 1 (Bu degigken ilk kisitta yoktur, bu durumda sorun enbuytkleme oldugundan
ikinci kisitin sol taraf degeri 1'e esit olur)

x1 =0, x3 = 100 (Bu iki degigsken ise salt ilk kisitta kullaniimiglardir ve xs'tiin amag
fonksiyon degeri x1'inkinden buyulk oldugu icin x3'in en iyi degeri birinci kisit ST
degerine esit olur).

Bu durumda en iyi ¢ozum asagidaki gibidir:

z = 1001, [xa, X2, x3] = [0, 1, 100]

Ayni zamanda duyarlik analizi de elle hesaplanabilir:

indirgenmis Maliyet

X2 ve x3 temel degisken (en iyi cozimde) olduklarindan, indirgenmis maliyetleri 0'dir.
x1'l temel degisken yapabilmek igin amag fonksiyon katsayisini en az xs'iin amag
fonksiyon katsayisi kadar yapmak diger bir deyisle 4 (10-6) birim ¢ogaltmak gerekir.
Yeni amag fonksiyonu (maks z = 10 x1 + X2 + 10 x3) olacak ve [x1, X2, X3] i¢in en az iki
en iyi ¢6zum bulunacaktir: [0, 1, 100] ve [100, 1, O].

Bu durumda xa'in indirgenmis maliyeti 4'tur.

Eger x1'in amag fonksiyon katsayisini indirgenmis maliyet dederinden daha fazla
cogaltirsak en iyi ¢cozUm bir tane olacaktir: [100, 1, O].

Golge Fiyat

Eger birinci kisitin ST degeri 1 birim arttirilirsa, xs'n yeni en iyi ¢6zim degeri 100
yerine 101 olacaktir. Bu durumda da z'nin yeni degeri 1011 olacaktir.

Tanimdan faydalanip tersten gidersek: 1011 - 1001 = 10, birinci kisitin golge fiyat
degeridir.

Benzer sekilde ikinci kisitin golge fiyati 1 olarak hesaplanir (litfen hesaplayiniz).
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inceledigimiz problemin Lindo giktisi asagida verilmigtir.

MAX 6 X1 + X2 + 10 X3
SUBJECT TO
2) X1 + X3 <= 100
3) X2 <= 1
END
LP OPTIMUM FOUND AT STEP 0
OBJECTIVE FUNCTION VALUE
1) 1001.000
VARIABLE VALUE REDUCED COST
X1 0.000000 4.000000
X2 1.000000 0.000000
X3 100.000000 0.000000
ROW SLACK OR SURPLUS DUAL PRICES
2) 0.000000 10.000000
3) 0.000000 1.000000

5.1.4 Grafik Coziim Kullanarak Duyarlilik
Grafik ¢ozimden faydalanarak iki farkli duyarlilik analizi yapabiliriz:
e Amac Fonksiyon Katsayisinda Degisim

e Sag Tarafta Degisim

Amac Fonksiyon Katsayisinda Degisim

Burada yapilacak analizler Giapetto Ornegi lizerinde yapilacaktir.
Karar degigkenleri:
x1 = bir haftada Uretilen asker sayisi
X2 = bir haftada Uretilen tren sayisi
DP modeli:
maks z = 3x1 + 2x2 (Amag fonksiyonu)
Oyle ki 2x1+x2<100 (Cilalama kisiti)
X1+ X2< 80 (
X1 < 40 (Talep kisitr)
(

isaret sinirlamalari)

Marangozluk kisiti)

X1, X220
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Bu modelin grafik ¢ézimundeki es kar dogrulari “3x1 + 2x2 = sabit” oldugu igin:
X2 = (sabit - 3x1)/2 - Es kar dogrulari egimi: -3/2
Kisitlar igin ise:
Cilalama kisiti egimi: -2
Marangozluk kisiti egimi: -1
Grafikten de gorilecegi gibi es kar dogrusu marangozluk kisitindan daha yatay
olursa en iyi ¢ozUm G yerine D noktasi olur. Es kar dogrusu cilalama kisitindan daha
dik olursa en iyi ¢6zUm G yerine F noktasi olur.
Ornek 5.1.
Askerden elde edilen karin (c1) hangi degerleri icin mevcut ¢bzim optimalligini korur?
Bu degerler arasinda olma kosuluyla, c1’in degeri A kadar degisirse yeni en iyi ¢ozim
ne olur?
Yanit
Es kar dogrusu egimi: -c1/2
G noktasinin en iyi ¢ozUmu vermesi igin egim -1’den buyuk ve -2’den kuguk
olmamali. Bu durumda mevcut ¢ozumun optimalliginin korunmasi igin:
-2<-c1/2<-1>2<c1<4
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c1 bu araliklarda A kadar degistiginde G noktasi hala en iyi ¢ozumu verdigi igin
Giapetto yine 20 asker ve 60 tren tdretmelidir.
Bu durumda kar 180 + 20A olacaktir.

Ornek 5.2.

Trenden elde edilen karin (cz2) hangi de@erleri icin mevcut ¢6zUm optimalligini korur?

Bu degerler arasinda olma kosuluyla, c2'in degeri A kadar degisirse yeni en iyi gozum

ne olur?

Yanit

Es kar dogrusu egimi: -3/c2

G noktasinin en iyi ¢ozUmu vermesi igin egim -1’den buyuk ve -2’den kiguk

olmamali. Bu durumda mevcut ¢ozumun optimalliginin korunmasi igin:
-2<-3/c2£-1>15<¢c2<3

c2 bu araliklarda A kadar degistiginde G noktasi hala en iyi ¢6zUmu verdigi igin

Giapetto yine 20 asker ve 60 tren tdretmelidir.

Bu durumda kar 180 + 60A olacaktir.

Saq Tarafta Degisim

Bu modelin mevcut en iyi ¢6zumu olan G noktasi marangozluk ve cilalama
kisitlarinin kesigimindedir. Bu kisitlar mevcut ¢ozumde aktiftir. Kisit sag taraf degeri
degistirildiginde iki kisitin kesistigi nokta olurlu bélgede kalmaya devam ederse

mevcut ¢ozum optimalligini korur.

Ornek 5.3.

Eldeki cilalama saatinin (b1) hangi degerleri igin mevcut ¢ézim optimalligini korur?
Bu degerler arasinda olma kosuluyla, b1’'in degeri A kadar degigirse yeni en iyi ¢ozum
ne olur?

Yanit

b1 degistiginde cilalama ve marangozluk kisitlarinin kesigsimi DJ dogru parcasi
Uzerinde oldugu surece mevcut temel ¢ozum olurlu olarak kalir. Bunun igin

80 < b1 <120 olmaldir.

b1 120’den biylk olursa yeni cilalama kisiti gereksiz olur ve aktifligini yitirir,

talep kisiti (4) aktif olur:
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Yeni olurlu bolge: H-E-J-D

En iyi ¢ozUm: J noktasi (40, 40)
b1 80’den kliglk olursa marangozluk kisiti gereksiz olur ve aktifligini yitirir, x1=0 aktif
olur:

En iyi cozim: (0, b1)
80 < b1 <120 ise mevcut ¢ozum optimalligini korur.
b1 bu araliklarda A kadar degistiginde marangozluk ve cilalama kisitlari aktif olmaya
devam edecektir.

2x1 + x2 =100 + A (Cilalama kisitr)

X1+ X2= 80 (Marangozluk kisiti)
Xx1=20+ A, x2=60-A;yenikar=3(20+A)+2(60-A) =180+ A

Bu durumda cilalama kisitinin golge fiyati 1’dir.

Ornek 5.4.
Eldeki marangozluk saatinin (b2) hangi degerleri icin mevcut ¢ézum optimalligini
korur? Bu degerler arasinda olma kosuluyla, b1’'in degeri A kadar degisirse yeni en iyi

¢6zum ne olur?

Yanit
b2 degistiginde cilalama ve marangozluk kisitlarinin kesisimi BF dogru parcgasi
Uzerinde oldugu surece mevcut temel ¢ozim olurlu olarak kalir. Bunun igin
60 < b2 <100 olmaldir.
b2 bu araliklarda A kadar degistiginde marangozluk ve cilalama kisitlari aktif olmaya
devam edecektir.

2x1 + x2 =100 (Cilalama kisitr)

X1+Xx2= 80+A (Marangozluk kisiti)
X1 =20-A, x2=60 + 2A; yenikar =3 (20 - A) + 2 (60 + 2A) =180 + A

Bu durumda marangozluk kisitinin golge fiyati 1’dir.

Ornek 5.5.
Askere olan talebin (bs) hangi degerleri icin mevcut ¢6zum optimalligini korur?
Bu degerler arasinda olma kosuluyla, bs’tn degeri A kadar degisirse yeni en iyi

¢6zlm ne olur?
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Yanit

Talep kisiti mevcut optimal ¢ézimde aktif bir kisit degildir. G noktasi olurlu kaldigi
stirece mevcut ¢6zim optimal kalacaktir. Bunun icin 20 < bz ise mevcut ¢6zim
optimalligini korur.

bs bu araliklarda A kadar degdistiginde marangozluk ve cilalama kisitlari aktif olmaya
devam edecektir. Bu degisimin optimal ¢6zime etkisi olmayacaktir. Bu ylzden talep
kisitinin gélge fiyati O’dir.

Kural: C6zumde aktif olmayan kisitlarin golge fiyati her zaman 0’dir.

Fikir vermesi agisindan yukarida grafik yontem kullanilarak yapilan analizlerin

sonuglari Lindo ¢iktisi Uzerinde incelenebilir.

max 3x1 + 2x2
s.t.

2x1 + x2 <= 100
x1l + x2 <= 80

x1 <= 40
end
LP OPTIMUM FOUND AT STEP 2
OBJECTIVE FUNCTION VALUE
1) 180.0000
VARIABLE VALUE REDUCED COST
X1 20.000000 0.000000
X2 60.000000 0.000000
ROW SLACK OR SURPLUS DUAL PRICES
2) 0.000000 1.000000
3) 0.000000 1.000000
4) 20.000000 0.000000
NO. ITERATIONS= 2

RANGES IN WHICH THE BASIS IS UNCHANGED:
OBJ COEFFICIENT RANGES

VARIABLE CURRENT ALLOWABLE ALLOWABLE

COEF INCREASE DECREASE

X1 3.000000 1.000000 1.000000

X2 2.000000 1.000000 0.500000
RIGHTHAND SIDE RANGES

ROW CURRENT ALLOWABLE ALLOWABLE

RHS INCREASE DECREASE

2 100.000000 20.000000 20.000000

3 80.000000 20.000000 20.000000

4 40.000000 INFINITY 20.000000
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5.1.5 Duyarlilik i¢in Lindo Ciktisinin Kullanilmasi
Lindo ile ¢ézulmus bir problemin ¢ikti raporu kullanilarak iki tip duyarhlik analizi
yapilabilir:

e Amagc fonksiyonu katsayisinda degisim.

e Kisit ST degerinde degisim.
Her iki analizde de 6ncelikle dnerilen degisimin izin verilen araliklarda olup
omadiklari kontrol edilir. Eger onerilen degisim izin verilen aralikta ise mevcut temel
¢6zUm optimal olarak kalacaktir. Yeni Z degerini hesaplamak mimkun olacaktir.
Eger onerilen degisim izin verilen aralikta degil ise mevcut temel ¢6zun optimal
olarak kalmayacagi sonucuna varilabilir. Bu durumda yeni ¢6zim Lindo ¢iktisindaki
bilgiler kullanilarak bulunamaz.
Eger bir karar degiskenin amag¢ fonksiyonu katsayisi degistirildiginde katsayi izin
verilen araliklarinda (allowable RHS range) ise asagidaki denklem kullanilarak yeni
amac fonksiyon degeri hesaplanabilir (Enbuyukleme ve enkugukleme problemlerinde
ayni sekilde):

e yeni Z=eski Z + (yeni katsayl — eski katsayi) x degiskenin ¢oziimdeki degeri

Eger bir kisitin ST degerindeki bir degisim en iyi cozumun degigsmeyecedi izin verilen
ST araliklarinda (allowable RHS range) ise asagidaki denklemler kullanilarak yeni
amag fonksiyon degeri hesaplanabilir:
Enbuydkleme sorunu igin:

e YyeniZ=-eskiZ+ (yeni ST — eski ST) x golge fiyat
Enkucikleme sorunu igin:

e Yyeni Z=-eski Z- (yeni ST — eski ST) x golge fiyat

Analizlerle ilgili drnekler Dakota Mobilya érnegi Uzerinde yapilacaktir.

Dakota Mobilya

(Winston 4.3, s. 134)

Dakota mobilya sirketi sira, masa ve sandalye yapmaktadir. Her Urln icin, asagidaki
tabloda goruldagu gibi, sinirh miktarda kullanilabilen tahta, marangozluk ve cilalama
isciligi gerekmektedir. Ayni tabloda Urunlerin satis fiyatlari da verilmistir. Haftada en
fazla 5 masa satilabilmektedir. Haftalik kari enbuyikleyecek Uretim planini

olusturmak igin bir DP kurunuz ve ¢6zUunUz.
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Kaynak Sira Masa Sandalye Kullanilabilen.
Tahta (m?) 8 6 1 48
Cilalama 4 2 1,5 20
Marangozluk 2 1,5 0,5 8
Talep (maks) - 5 -

Fiyat ($) 60 30 20

DP Modeli:
X1, X2, X3 bir haftada Uretilen sira, masa ve sandalye sayisi olsun. z ise Dakota'nin
haftalik kar miktarini gostersin. Asagidaki DP'yi formule edebiliriz.

maks z = 60x1+30x2+20x3

Oyle ki 8xa+ 6x2+ x3 <48
4x1+ 2x2+1,5x3 < 20
2x1+1,5x2+0,5x3 < 8

X2 <5
X1,X2,X3 = 0
Lindo ¢iktisi
LP OPTIMUM FOUND AT STEP 2
OBJECTIVE FUNCTION VALUE
1) 280.0000
VARIABLE VALUE REDUCED COST
X1 2.000000 0.000000
X2 0.000000 5.000000
X3 8.000000 0.000000
ROW  SLACK OR SURPLUS DUAL PRICES
TAHTA ) 24.000000 0.000000
MONTAJ) 0.000000 10.000000
MARNGZ) 0.000000 10.000000
TALEP ) 5.000000 0.000000
NO. ITERATIONS= 2
RANGES IN WHICH THE BASIS IS UNCHANGED:
OBJ COEFFICIENT RANGES
VARIABLE CURRENT ALLOWABLE ALLOWABLE
COEF INCREASE DECREASE
X1 ©60.000000 20.000000 4.000000
X2 30.000000 5.000000 INFINITY
X3 20.000000 2.500000 5.000000
RIGHTHAND SIDE RANGES
ROW CURRENT ALLOWABLE ALLOWABLE
RHS INCREASE DECREASE
TAHTA 48.000000 INFINITY 24.000000
MONTAJ 20.000000 4.000000 4.000000
MARNGZ 8.000000 2.000000 1.333333
TALEP 5.000000 INFINITY 5.000000
Ornek 5.6.

Eger siranin (x1) birim fiyati 70$ olursa, mevcut temel ¢6zim optimal olarak kalir mi?

Kalirsa yeni en blytk toplam kar ne olur?
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Yanit
Siranin birim fiyatinin 70$ olmasi, x1'in amag fonksiyonu katsayisinin 70 olmasi ve 10
birim artmasi1 demektir. Bu degisken igin izin verilen artis (allowable increase) 20

oldugu igin, bu artista mevcut temel olurlu ¢6zUm en iyi olarak kalir.
OBJ COEFFICIENT RANGES

VARIABLE CURRENT ALLOWABLE ALLOWABLE
COEF INCREASE DECREASE
X1 60.000000 20.000000 4.000000

Yeni durumdaki toplam kar asagidaki gibi hesaplanir:
yeni Z = eski Z + (yeni katsayi — eski katsayi) x degiskenin ¢ozimdeki degeri
yeni Z =280 + (70 — 60) x 2 = 300.

Ornek 5.7.

Eger masanin (x2) birim fiyati 25$ olursa, mevcut temel ¢6ziim optimal olarak kalr
mi? Kalirsa yeni en buyuk toplam kar ne olur?

Yanit

Masanin birim fiyatinin 25$ olmasi, x2'nin amag fonksiyonu katsayisinin 25 olmasi ve
5 birim azalmasi demektir. Bu degisken icin izin verilen azalis (allowable decrease)

sonsuz (INFINITY) oldugu icin, bu azalmada mevcut temel olurlu ¢6zim en iyi olarak

kalir.
OBJ COEFFICIENT RANGES
VARIABLE CURRENT ALLOWABLE ALLOWABLE
COEF INCREASE DECREASE
X1 60.000000 20.000000 4.000000
X2 30.000000 5.000000 INFINITY

Yeni durumdaki toplam kar asagidaki gibi hesaplanir:
yeni Z = 280 + (25 — 30) x 0 = 280.
Dikkat! Eger onerilen degisim bir temel disi degiskende ve izin verilen araliktaysa Z

degeri degismez.
Ornek 5.8.

Eger sandalyenin (x2) birim fiyati 10$ olursa, mevcut temel ¢dziim optimal olarak kalir

mi? Kalirsa yeni en buyuk toplam kar ne olur?
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Yanit

Sandalyenin birim fiyatinin 10$ olmasi, x3’lin amag fonksiyonu katsayisinin 10 olmasi
ve 10 birim azalmasi demektir. Bu dedisken igin izin verilen azalis (allowable
decrease) 5'tir. Onerilen degisim izin verilen aralik disinda oldugdu igin mevcut temel
olurlu ¢6ziim en iyi olarak kalmayacaktir. Lindo ¢iktisini kullanarak yeni Z degerini

tespit etmek mumkuin degildir.

RANGES IN WHICH THE BASIS IS UNCHANGED:
OBJ COEFFICIENT RANGES

VARTABLE CURRENT ALLOWABLE ALLOWABLE
COEF INCREASE DECREASE
X3 20.000000 2.500000 5.000000
Ornek 5.9.

Eger kullanilabilen tahta miktari 30 birim olursa, mevcut temel ¢6zim optimal olarak
kalir mi? Kalirsa yeni en blyuk toplam kar ne olur?

Yanit

Kullanilabilen tahta miktarinin 30 birim olmasi, ilk kisitin sag taraf degerini 30
yapacaktir. Bu, orjinal duruma goére 18 birim azalmadir. Bu kisit sag taraf degeri i¢in
izin verilen azalma 24'tiir. Onerilen degisim izin verilen aralikta oldugu icin mevcut

temel olurlu ¢ozum en iyi olarak kalir.

RANGES IN WHICH THE BASIS IS UNCHANGED:
RIGHTHAND SIDE RANGES

ROW CURRENT ALLOWABLE ALLOWABLE
RHS INCREASE DECREASE
TAHTA 48.000000 INFINITY 24.000000

Yeni durumdaki toplam kar asagidaki gibi hesaplanir:
Yeni Z = eski Z + (yeni ST — eski ST) x golge fiyat
Yeni Z =280+ (30 —48) x 0 =280.
Dikkat! Eger 6nerilen degisim aktif olmayan bir kisitta ve izin verilen araliktaysa Z

degeri degismez.

Ornek 5.10.

Eger kullanilabilen montaj miktari 22 saat olursa, mevcut temel ¢ozum optimal olarak
kalir mi? Kalirsa yeni en buyuk toplam kar ne olur?

Yanit

Kullanilabilen montaj miktarinin 22 saat olmasi, ikinci kisitin sag taraf degerini 22

yapacaktir. Bu, orjinal duruma gore 2 birim artistir. Bu kisit sag taraf degeri igin izin
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verilen artis 4’tir. Onerilen degisim izin verilen aralikta oldugu icin mevcut temel

olurlu ¢6zum en iyi olarak kalir.

RANGES IN WHICH THE BASIS IS UNCHANGED:
RIGHTHAND SIDE RANGES

ROW CURRENT ALLOWABLE ALLOWABLE
RHS INCREASE DECREASE
MONTAJ 20.000000 4.000000 4.000000

Yeni durumdaki toplam kar agagidaki gibi hesaplanir:
Yeni Z = eski Z + (yeni ST — eski ST) x gdlge fiyat
Yeni Z =280 + (22 — 20) x 10 = 300.

ROW SLACK OR SURPLUS DUAL PRICES
MONTAJ) 0.000000 10.000000
Ornek 5.11.

Eger kullanilabilen marangozluk miktar1 6 saat olursa, mevcut temel ¢c6ziim optimal
olarak kalir mi? Kalirsa yeni en buyuk toplam kar ne olur?

Yanit

Kullanilabilen marangozluk miktarinin 6 saat olmasi, Gguncu kisitin sag taraf degerini
6 yapacaktir. Bu, orjinal duruma gore 2 birim azalmadir. Bu kisit sa§ taraf degeri igin
izin verilen azalma 1.333'tiir. Onerilen degisim izin verilen aralikta olmadigi igin
mevcut temel olurlu ¢6zim en iyi olarak kalmayacaktir. Lindo ¢iktisini kullanarak
yeni Z degerini tespit etmek mumkun degildir.

RANGES IN WHICH THE BASIS IS UNCHANGED:
RIGHTHAND SIDE RANGES

ROW CURRENT ALLOWABLE ALLOWABLE
RHS INCREASE DECREASE
MARNGZ 8.000000 2.000000 1.333333

5.1.6 %100 Kurah

Modelde birden fazla parametrenin degeri degdisirse %100 kurali kullanilir. S6z
konusu degigimler iki baslik altinda incelenecektir:

e Amac Fonksiyon Katsayisinda Degisim

e Sag Tarafta Degisim

%100 Kurali ile ilgili 5rnekler Beslenme Ornegi lizerinden verilmistir.
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Beslenme Ornegi

(Winston 3.4., s. 70)

Bayan Fidan dort gida grubu ile beslenmektedir: kek, ¢ikolatali dondurma, kola,
ananasl pasta. Bir adet kek 0,5 $'a, bir kasik dondurma 0,2 $'a, bir sise kola 0.3 $'a
ve bir dilim pasta 0.8 $'a satiimaktadir. Bayan Fidan her giin en az 500 kalori, 6 ons
cikolata, 10 ons seker ve 8 ons yag almasi gerekmektedir. Besinlerin birer

birimlerinde yer alan kalori, ¢ikolata, seker ve yag miktarlari asagidaki tabloda

verilmigtir.
Kalori  Cikolata  Seker Yag
(ons) (ons) (ons)
Kek (1 adet) 400 3 2 2
Cikolatali dondurma (1 kasik) 200 2 2 4
Kola (1 sise) 150 0 4 1
Ananasli pasta (1 dilim) 500 0 4 5

Bayan Fidan’in gereksimlerini en az maliyetle kargilayabilmesine yardimci olacak bir
DP modeli agagidaki gibi kurulmustur.
Karar degigkenleri:
x1: gunluk yenilecek kek sayisi
X2: gunluk yenilecek kagik dondurma sayisi
x3: gunluk icilecek sise kola sayisi
Xa: gunluk yenilecek dilim pasta sayisi
Bu durumda amag fonksiyonu (cent cinsinden toplam gunlik maliyet):
min Z =50 x1 + 20 x2 + 30 x3 + 80 X4

Kisitlar:
400 xa1 + 200 x2 + 150 x3 + 500 x4 2 500 (gunluk kalori)
3Xx1+ 2x =z 6 (gunluk cikolata)
2X1+ 2x2+ 4x3+ 4xa2 10 (gunluk seker)
2x1+ 4x2+ x3+ bxa=z 8 (gunluk yag)
xi20,i=1,2,3,4 (isaret sinirlamalari!)

Besleme Ornegi — Lindo Ciktisi

MIN 50 X1 + 20 X2 + 30 X3 + 80 X4

SUBJECT TO

Kalori) 400 X1 + 200 X2 + 150 X3 + 500 X4 >= 500
Ciko) 3 X1 + 2 X2 >= 6

Seker) 2 X1 + 2 X2 + 4 X3 + 4 X4 >= 10

Yag) 2 X1 + 4 X2 + X3 + 5 X4 >= 8

END
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2

1) 90.00000
VARIABLE VALUE REDUCED COST
X1 0.000000 27.500000
X2 3.000000 0.000000
X3 1.000000 0.000000
X4 0.000000 50.000000
ROW SLACK OR SURPLUS DUAL PRICES
KALORTI) 250.000000 0.000000
CIKO) 0.000000 -2.500000
SEKER) 0.000000 -7.500000
YAG) 5.000000 0.000000

NO. ITERATIONS= 2

RANGES IN WHICH THE BASIS IS UNCHANGED:

OBJ COEFFICIENT RANGES

VARIABLE CURRENT ALLOWABLE ALLOWABLE
COEF INCREASE DECREASE

X1 50.000000 INFINITY 27.500000

X2 20.000000 18.333334 5.000000

X3 30.000000 10.000000 30.000000

X4 80.000000 INFINITY 50.000000

RIGHTHAND SIDE RANGES

ROW CURRENT ALLOWABLE ALLOWABLE
RHS INCREASE DECREASE

KALORI 500.000000 250.000000 INFINITY
CIKO 6.000000 4.000000 2.857143
SEKER 10.000000 INFINITY 4.000000

YAG 8.000000 5.000000 INFINITY

5.1.6.1 Amag Fonksiyonu Katsayilarinda Degisim

DURUM 1: Modelde Ama¢ Fonksiyon Katsayisi degisen tum degiskenlerin

indirgenmis maliyeti sifirdan farkli ise;

e Degigkenlerin amag fonksiyon katsayisindaki degisimleri izin verilen araliklarda
ise mevcut ¢ozum optimalligini korur.

e En az bir degisim izin verilen aralikta degilse mevcut ¢ézimun optimalligi bozulur.

DURUM 2: Amag¢ Fonksiyon Katsayisi degisen en az bir de@iskenin indirgenmisg
maliyeti sifir ise %100 kurali uygulanir:
G

) A
Ac]- >0iser; = -

i ,- I;: izin verilen artig

Dr. Y. ilker Topcu (www.ilkertopcu.info) & Dr. Ozgur Kabak (web.itu.edu.tr/kabak)

69


http://www.ilkertopcu.info/
http://web.itu.edu.tr/kabak

END331 2021-2022

. —Ac; . .
Acj < 0Oise rj = —= Dj:izin verilen azalig
]

e Xr; <1 ise mevcut ¢6zim optimalligini korur.
e Xr; >1 ise mevcut ¢6zimun optimalligini korumasi hakkinda emin olamayiz.
Mevcut cozumun optimalligini korunmasi durumunda yeni Z degeri hesaplanabilir:

e Yeni Z=eski Z + Zj[(yeni katsay|; — eski katsayij) x ¢ozimdeki deger;]

Ornek 5.12.

Kekin (x1) satis fiyati 50¢ yerine 60¢ olursa ve pastanin (x4) satis fiyati 80¢ yerine
50¢ olursa mevcut ¢dzimun optimalligi korunur mu?

Degisim sonrasi yeni ¢gozum ne olur?

Yanit

Amag fonksiyonu katsayisi degisen her iki karar degisken de temel digi degisken

oldugu igcin DURUM 1 s6z konusudur.
OBJ COEFFICIENT RANGES

VARIABLE CURRENT ALLOWABLE ALLOWABLE
COEF INCREASE DECREASE

X1 50.000000 INFINITY 27.500000

X4 80.000000 INFINITY 50.000000

Degisimler izin verilen araliklardadir: mevcut ¢c6zum optimal kalir.

En iyi cozumdeki karar degiskeni ve amag fonksiyon degerleri dedismez.

Ornek 5.13.

Kekin (x1) satis fiyati 50¢ yerine 40¢ olursa ve pastanin (x4) satis fiyati 80¢ yerine
25¢ olursa mevcut ¢ozumun optimalligi korunur mu?

Degisim sonrasi yeni ¢ézim ne olur?

Yanit

Amac fonksiyonu katsayisi degisen her iki karar degiskeni de temel disi degisken

oldugu igcin DURUM 1 s6z konusudur.
OBJ COEFFICIENT RANGES

VARIABLE CURRENT ALLOWABLE ALLOWABLE
COEF INCREASE DECREASE

X1 50.000000 INFINITY 27.500000

X4 80.000000 INFINITY 50.000000

Pastanin satig fiyati izin verilen aralikta degildir: mevcut c6zumun optimalligi bozulur.

En iyi ¢c6zumu bulmak icin problem yeniden ¢c6zilmelidir.
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Ornek 5.14.

Siranin (x1) satis fiyati 60¢ yerine 70¢ olursa ve sandalyenin (xs) satis fiyati 20¢
yerine 18¢ olursa mevcut ¢ozumun optimalligi korunur mu?

Degisim sonrasi yeni ¢ézim ne olur?

Yanit

X1 ve x3 temel deg@iskendir. Amag fonksiyonu katsayisi degisen en az bir karar

degiskeni temel degisken oldugu icin DURUM 2 s6z konusudur. %100 kurall

uygulanir.
OBJ COEFFICIENT RANGES
VARIABLE  CURRENT ALLOWABLE ALLOWABLE
COEF INCREASE DECREASE
X1 60.000000 20.000000 4.000000
X3 20.000000 2.500000 5.000000
A 10, I, = 20 10 0,5
C = , = ) r —_ — )
1 1 1 20

2
AC3:_2, D3:5, T'3=§=0,4

r, +r3 =09 <1 — Mevcut ¢cdzum optimal kalir.

En iyi cozUmdeki karar degiskeni degerleri degismez.
Yeni amag fonksiyonu degeri = 280 + 2 (10) + 8 (-2) = 284

Ornek 5.16.
Siranin (x1) satis fiyati 60¢ yerine 58¢ olursa ve masanin (x2) satis fiyati 30¢ yerine
33¢ olursa mevcut ¢ozumun optimalligi korunur mu?

Degisim sonrasi yeni ¢ézim ne olur?

Yanit
VARIABLE VALUE REDUCED COST
X1 2.000000 0.000000
X2 0.000000 5.000000

x1 temel degiskendir. Amag fonksiyonu katsayisi degisen en az bir karar degiskeni

temel degisken oldugu icin DURUM 2 s6z konusudur. %100 kurali uygulanir.
OBJ COEFFICIENT RANGES

VARIABLE CURRENT ALLOWABLE ALLOWABLE
COEF INCREASE DECREASE

X1 60.000000 20.000000 4.000000

X2 30.000000 5.000000 INFINITY
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2

AC1=_2, D1=4, r1=Z:0,5
3

A62:3, 12:5, T'3=§=0,6

r +1r;=11>1 — Mevcut c6zumun optimalligi hakkinda bilgimiz yok.

5.1.6.2 Sag Taraf degerlerinde Degisim

DURUM 1: Modelde Sag Tarafi degistirilen tim kisitlar aktif (siki) olmayan kisitlarsa;

e Tek tek bakildigjnda, sag taraflarin deg@isimleri izin verilen araliklarda ise mevcut
¢6zum optimalligini korur.

e En az bir kisitla ilgili degisim izin verilen aralikta degilse mevcut ¢ozimun

optimalligi bozulur.

DURUM 2: Modelde Sag Tarafi degistirilen kisitlardan en az biri aktif (siki) kisitsa
%100 kurali uygulanir:

. Ab; o ,
Ab; = 0ise r; = I—‘ I;: izin verilen artig
i
. —Ab; s ,
Ab; <0ise r; = > D;: izin verilen azalis
i

e Y1, <1 ise mevcut ¢dzim optimalligini korur.
e Y1, >1 ise mevcut ¢dzimiin optimalligini korumasi hakkinda emin olamayiz.
Mevcut cozumun optimalligini korunmasi durumunda yeni Z degeri hesaplanabilir:
Enbuylkleme sorunu igin:

e Yeni Z=-eskiZ+ Zj(yeni ST;— eski ST)) x golge fiyatj]
Enkucikleme sorunu icin:

e Yeni Z=eskiZ- Zj[(yeni STj— eski STj) x golge fiyatj]

Ornek 5.17
Kalori gereksinimi 500 yerine 400 olursa ve yag gereksinimi 8 oz. yerine 10 oz.
olursa mevcut ¢6zumun optimalligi korunur mu?

Degisim sonrasi yeni ¢ézim ne olur?

Yanit
Kalori ve yag kisitlarinin her ikisi de aktif degildir: DURUM 1 s6z konusudur.
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RIGHTHAND SIDE RANGES

ROW CURRENT ALLOWABLE ALLOWABLE

RHS INCREASE DECREASE
KALORI 500.000000 250.000000 INFINITY
YAG 8.000000 5.000000 INFINITY

Degisimler izin verilen araliklarda: mevcut ¢c6zim optimal kalir.

En iyi cdzUmdeki karar degiskeni ve amag fonksiyon degerleri dedismez.

Ornek 5.18.

Kalori gereksinimi 500 cal. yerine 400 cal. olursa ve yag gereksinimi 8 oz. yerine 15
0z. olursa mevcut ¢éztimun optimalligi korunur mu?

Degisim sonrasi yeni ¢ozum ne olur?

Yanit

Kalori ve yag kisitlarinin her ikisi de aktif degildir: DURUM 1 s6z konusudur.
RIGHTHAND SIDE RANGES

ROW CURRENT ALLOWABLE ALLOWABLE

RHS INCREASE DECREASE
KALORI 500.000000 250.000000 INFINITY
YAG 8.000000 5.000000 INFINITY

Yag kisitinin sag taraf degisimi izin verilen aralikta degdil: mevcut ¢c6zumun optimalligi

bozulur. En iyi ¢6zimi bulmak icin problem yeniden ¢ozilmelidir.

Ornek 5.19.

Cikolata gereksinimi 6 oz. yerine 8 oz. olursa ve seker gereksinimi 10 oz. yerine 7 oz.
olursa mevcut ¢co6zimun optimalligi korunur mu?

Degisim sonrasi yeni ¢gozum ne olur?

Yanit

Cikolata ve seker kisitlarinin her ikisi de aktif kisitlardir. Sag tarafi degisen en az bir

kisit aktif oldugu icin DURUM 2 s6z konusudur. %100 kurali uygulanir.
RIGHTHAND SIDE RANGES

ROW CURRENT ALLOWABLE ALLOWABLE
RHS INCREASE DECREASE

COKO 6.000000 4.000000 2.857143
SEKER 10.000000 INFINITY 4.000000

Ab, =2, I, =4, 1, ==>=0,5;

3
Abg = _3, D3 = 4,1"3 = Z = 0,75

r, + r3 = 1,25 >1 — Mevcut cozumun optimalligi hakkinda bilgimiz yok
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Ornek 5.20.

Kalori gereksinimi 500 yerine 600 ve cikolota gereksinimi 6 oz. yerine 8 0z. olursa
mevcut ¢ozumun optimalligi korunur mu?

Degisim sonrasi yeni ¢ézim ne olur?

Yanit

Cikolata kisiti aktiftir. Sag tarafi degisen en az bir kisit aktif oldugu icin DURUM 2 s6z

konusudur. %100 kurali uygulanir.

ROW CURRENT ALLOWABLE ALLOWABLE
RHS INCREASE DECREASE
KALORTI 500.000000 250.000000 INFINITY
CIKO 6.000000 4.000000 2.857143
100
Abl = 100, 11 = 250, T'l = ﬁ = 0141

2
Abz :2, 12 =4,T'2 :Z:O,S

r+1r, =09 <1 — Mevcut ¢6z optimal olarak kalir.

ilgili kisitlarin gélge fiyatlar kullanilarak yeni amag fonksiyonu degeri hesaplanabilir.
Yeni Z =280 — (100 (0) + 2 (-2)) = 284

ROW  SLACK OR SURPLUS DUAL PRICES
KALORT) 250.000000 0.000000
CIKO) 0.000000 -2.500000

5.2 DUALITE

5.2.1 Primal — Dual

Herhangi bir DP ile iliskisi olan bir diger DP dual (esters) olarak isimlendirilir. Dual
bilgisi ekonomik ve duyarlilik analizi ile ilgili ilging agiklamalar saglar. Duali alinan DP
primal olarak isimlendirilir. Primal model enbiytikleme sorunu ise dual enktcikleme
sorunu olur. Bu kuralin tam tersi de dogrudur.

Dualitede temel prensip; Primal modeldeki kisitlarin Dual modeldeki karar

degiskenleri ile; Primal modeldeki karar degiskenlerinin Dual modeldeki kisitlarla

iliskili olmasidir.
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5.2.2 Bir DP’nin Dualini Bulma
Normal enbuyikleme sorununun duali normal enkuc¢ikleme sorunudur.
Normal enbliylikleme sorunu: tiim degiskenler = O; tiim kisitlar < .
Normal enkiiglikleme sorunu: tim degiskenler = O; tiim kisitlar = .
Benzer sekilde, normal enkugukleme sorununun duali de normal enbuyukleme
sorunudur.

Normal Enbiytkleme Sorununun Dualini Bulma

PRIMAL
maks z = CiX1+ C2X2 +...+ CnXn
oyle ki aixy +axz + ... +ammxn < b1
a21X1 + azXz + ... +axxn < b2
amiXi + am2X2 + ... + amnXn < bm
xi20(=1,2,...,n)
DUAL
minw = biyi+ bayz +...+ bmym
oyle ki ailyi1 +azy2 + ... + amiym = C1
aizy1 + azy2 + ... + am2ym 2 C2

ainy1 + azny2 + ...+ @mnym =2 Cn
yi20(i=1,2 ...m)

Normal Enkigukleme Sorununun Dualini Bulma

PRIMAL
min w = biyi+ bay2 +...+ bmym
oyle ki auyi +azyz + ... + amiym = C1
azy1 + azy2 + ... + am2ym 2 C2
ainy1 + azny2 + ...+ @mnym =2 Cn
yi20(=1,2,....,m)
DUAL
maks z = C1X1+ C2X2 +...+ CnXn
oyle ki aixy +axz + ... +amnxn < b
axixi1 +azxz+ ...+ axnxn < b2

amiX1 + am2X2 + ... + amnXn < bm
xiz20(j=1,2,...,n)
Normal olmayan modellerin dualini bulma
Temel prensip;
¢ Primal modelde bir kisit normalse; Dual modelde ilgili karar degiskeni

normaldir.
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Primal modelde bir kisit normal degil ise; Dual modelde ilgili karar

degiskeni normal degildir.

Primal modelde bir karar degiskeni normalse; Dual modelde ilgili kisit

normaldir.

Primal modelde bir karar degiskeni normal degil ise; Dual modelde ilgili

kisit normal deqildir.

Dikkat! Kisitlar i¢cin normal olup olmama problem tipine gore degisir!

Normal Olmayan Enbiyidkleme Sorununun Dualini Bulma

Eger i. primal kisit = kisitsa, ilgili dual degisken yi < 0 seklinde olmalidir.

Eger i. primal kisit esitlikse, ilgili dual degisken yi "isareti

sinirlandirilmamis” (serbest; unrestricted in sign - urs) degiskendir.

Eger i. primal degisken urs ise, i. dual kisit egitliktir.

Normal Olmayan Enkucikleme Sorununun Dualini Bulma

Eger i. primal kisit < kisitsa, ilgili dual degisken xi < 0 seklinde olmalidir

Eger i. primal kisit esitlikse, ilgili dual degisken xi "isareti

sinirlandiriimamig" (urs) degiskendir.

Eger i. primal degisken urs ise, i. dual kisit egitliktir

Asagida Primal ve ilgili dual model drnekleri verilmistir.

PRIMAL

DUAL

Maks z = 60x1+ 30x2+ 20x3

Oyle ki; 8xa+ 6x2+ X3 <48
4Ax1+ 22+ 5x3 <20
X1, X2, X320

Minw =48y1 + 20 y2
Oyle ki; 8 y1 + 4 y2>60
6yi+2y2>30
y1+5y2>20
y1,y2>0

Min z = 4x1 -5x2 + 3X3

Oyle ki;  x1- X2+ 2x3>20
15x1 +6x2 - 7x3 > 50

X1, X2, X3 >0

Maxw =20y1+50y2
Oyleki;y1+15y2 <4

-yi1+ 6y2 <-5
2y1- 7y2 <3
y1,y2>0

Maks z = X1 +2x2 - 3x3
Oyle ki; 4x1+ x2 >2
5x1-6X2 - x3<18
X1+ X2+ X3=9
X1, X3>0 X2 urs.

Minw =2y1 + 18 y2 + 9y3
Oyleki;4y1 +5y2+y3>1
y1 -6y2+y3=2
- y2+y32>-3

y1<0, y2>0, ysurs
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Min z = x1 Maks w = - 5y1+ 3y2+ 25y3
Oyle ki; X1 -4 x2> -5 oyle ki; yi- Y2 <1
-X1+2X2=3 -4y1 + 2y2+ 5y3<0
5x2<25 y120,y2urs, y3<0
X1> 0, X2 urs

5.2.3 Dual Teoremi
Primal ve dual DP problemleri ile ilgili asagidaki kosullardan bir tanesi

gecerlidir:

o Her ikisinin de en iyi ¢6zUmuU vardir ve birbirine esittir: z* = w*.
o Bir problemde ¢6zim sinirsiz iken diger problem olurlu degildir.

o Her iki problem de olurlu degildir.

Zayf dualiteye gore; dual i¢in herhangi bir olurlu ¢6zimiun w-degeri en az primal i¢in
herhangi bir olurlu ¢6zimun z-dederi kadar olabilir > z < w.
e Dual igin herhangi bir olurlu ¢6zim primal amag¢ fonksiyon degeri i¢in sinir
olarak kullanilabilir.
Ayrica dual ¢6zum en iyi ¢cozumle ilgili yorum yapabilmemizi saglar.
Dual modelin ¢ozumu primal modeldeki karar degigkenlerinin indirgenmis

maliyetleri ve kisitlarin golge fiyatlarini verir.

Primal modelin en iyi ¢6zum tablosundan dual modelin sonucu elde edilebilir.
e Primal model enbiuylkleme sorunu ise;

‘vi dual deg@iskeninin en iyi degeri’

= ‘en iyi Ro'da sinin katsayisr’ (kisiti <ise)

= —'en iyi Ro'da ei’nin katsayisr’ (kisiti = ise)

= ‘en iyi Ro’da ai'nin katsayis’’ — M (kisiti = ise)
e Primal enkuc¢ukleme sorunu ise en iyi tablonun sifirinci satirindan en iyi

dual ¢6zim nasil okunur?

‘xi dual degiskeninin en iyi degeri’

= ‘en iyi Ro'da sinin katsayisr’ (kisiti <ise)
= —'en iyi Ro'da ei’nin katsayisr’ (kisiti 2 ise)
= ‘en iyi Ro’da ai’nin katsayisi’ + M (kisiti =ise)
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Ornek 5.21. Primal model optimal tablosundan dual model sonucunu elde etme
Asagida DP modeli ve en iyi tablosu verilen problemi dikkate alarak dual modeli
bulunuz ve en iyi ¢c6zimde dual degiskenlerin degerlerini belirleyiniz.

Primal DP:

Minz=2x1+3x2

Oyle ki; 0,5 x1 + 0,25 x2 < 4 (Seker Kisiti)
x1+ 3x22>20 (C vit. Kisid)
X1+ x2=10 (10 oZ’luk sise kisidi)

X1,%X2>0 (isaret kisitlamalarr)

Z| xa X2 S1 ez a as ST TD
RO|[1| O 0 0 -1/2 | (1-2M)/2 | (3-2M)/2 25 z
R1|0]| O 0 1 -1/8 1/8 -5/8 1/4 S1
R2|0| O 1 0 -1/2 1/2 -1/2 5 X2
R3|0]| 1 0 0 1/2 -1/2 3/2 5 X1
Yanit
Dual model:

Maksw:4y1+20yz+10ys
Oyle ki; 05y1+y2+ y3<2

0,25y1+3y2+ y3<3

y1<0,y22>0,ysurs

Dual modelde y1 degiskeni primal modeldeki seker kisiti ile ilgilidir. Seker kisitinin
gevsek degiskeni s1’in en iyi tabloda RO’daki degeri y1’in optimal ¢cbézimdeki degerini
verir: y1 = 0.
Dual modelde y2 degiskeni primal modeldeki C vitamini kisiti ile ilgilidir. Bu kisitin
gevsek degisleni e2'in en iyi tabloda RO’daki degerini -1 carparak y2'in optimal
¢6zUimdeki degerini bulunur: y2 = -(-1/2) = 1/2.
Dual modelde ys degiskeni primal modeldeki sise kisiti ile ilgilidir. Bu kisitin yapay
degisleni e3’in en iyi tabloda RO’daki degerine +M eklenerek ys’tin optimal ¢6zimdeki
degderini bulunur: y3 = (3-2M)/2+M = 3/2.
Bdylece dual modelin optimal ¢6zimu (y1, y2, y3) = (0, 1/2, 3/2) olarak bulunur. Amag

fonksiyonunda yerine konursa; w = 25 bulunur. Bu da primal modelin ¢gozUmune esittir.
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5.2.4 Ekonomik Yorum
Primal normal enblyukleme sorunu oldugunda, dual degiskenler karar vericiye
saglanabilecek kaynaklarin degeri ile ilgili olur. Bu yuzden dual degiskenlerden ¢ogu

kez kaynak gélge fiyatlari olarak soz edilir.

Ornek 5.22.
Dakota Mobilya 6rnegini dikkate aliniz.
PRIMAL
X1, X2, X3 Uretilen sira, masa ve sandalye sayisini gostermektedir.
Haftalik kar $z iken DP modeli:

maks z = 60x1+30x2+20x3

8x1+ 6x2+ X3 < 48 (Tahta kisitr)

4x1+ 2x2+1.5x3 < 20 (Cilalama kisitr)

2X1+1.5x2+0.5x3 < 8 (Marangozluk kisiti)

X1,X2,X3 = 0
DUAL
Farzedelim ki; bir girisimci Dakota'nin tum kaynaklarini (hammadde) satin almak
istiyor. Dual sorunda y1, y2, y3 sirasiyla bir m? tahta, bir saat cilalama isciligi ve bir saat
marangozluk icin denmesi gereken Ucreti gosterir.
$w de kaynak satin alma toplam maliyetini gdsterir.
Kaynak Ucretleri Dakota'yr satisa tesvik edecek kadar vyuksek; girisimciyi
vazgecirmeyecek kadar az olmalidir. Bu durumda da toplam satin alma maliyeti toplam
kar kadar olur.

min w = 48y1+ 20y2+ 8ys

8yi1+ 4y2+ 2y3 =60 (Sirakisiti)

6y1+ 2y2+1.5y3 =230 (Masa kisiti)

y1+ 1.5y2 + 0.5y3 = 20 (Sandalye kisiti)
y1,y2,y3 = 0

Dakota 6rnegi en iyi tablosundan ve Lindo sonug¢ raporundan Primal — Dual model

iligkisi inceleyiniz.
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Dakota 6rnegi - En iyi Tablo.

X1 X2 X3 S1 S2 S3 S4 ST TD
RO 1 0 5 0 0 10 10 0 280 | Z=280
R1 0 0 -2 0 1 2 -8 0 24 | s1=24
R2 0 0 -2 1 0 2 -4 0 8 X3=8
R3 0 1 1,25 0 0 -05| 15 0 2 X1=2
R4 0 0 1 0 0 0 0 1 5 S4=5
Dakota 6rnedi - Lindo Sonuc¢ Raporu
OBJECTIVE FUNCTION VALUE
1) 280.0000
VARIABLE VALUE REDUCED COST
X1 2.000000 0.000000
X2 0.000000 5.000000
X3 8.000000 0.000000
ROW  SLACK OR SURPLUS DUAL PRICES
TAHTA) 24.000000 0.000000
MONTAJ) 0.000000 10.000000
MARANGOZ) 0.000000 10.000000
TALEP) 5.000000 0.000000
NO. ITERATIONS= 2
RANGES IN WHICH THE BASIS IS UNCHANGED:
OBJ COEFFICIENT RANGES
VARIABLE CURRENT ALLOWABLE ALLOWABLE
COEF INCREASE DECREASE
X1 60.000000 20.000000 4.000000
X2 30.000000 5.000000 INFINITY
X3 20.000000 2.500000 5.000000
RIGHTHAND SIDE RANGES
ROW CURRENT ALLOWABLE ALLOWABLE
RHS INCREASE DECREASE
TAHTA 48.000000 INFINITY 24.000000
MONTAJ 20.000000 4.000000 4.000000
MARANGOZ 8.000000 2.000000 1.333333
TALEP 5.000000 INFINITY 5.000000

5.3 DUALITE VE DUYARLILIK

Dual teoremine gore; herhangi bir temel olurlu ¢6zimuin en iyi olabilmesi igin ilgili

dual ¢ozimun dual olurlu olmasi gerekir. Bu sonug¢ yardimiyla asagidaki duyarlilik

analizleri yapilabilir:

e Bir temel disi1 degiskenin amag fonksiyonu katsayisinin degistiriimesi

e Temel disI degiskenin sutununun degistiriimesi

e Yeni bir faaliyet ilave edilmesi
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Ornek 5.23.

Dakota 6rneginde dual modelin en iyi ¢ozUmUunU dikkate alarak asagidaki sorulari

cevaplayiniz.
PRIMAL DUAL
maks z = 60x1+30x2+20x3 Min w = 48y1+20y2+8y3
oyle ki; oyle ki
8X1+ 6x2+ x3 < 48 (Tahta) 8yi+ 4dy+ 2y3>60 (Sira)
4x1+ 2x2+  1,5x3 <20 (Montaj) 6y1+ 2y2+1,5y3>30 (Masa)
2x1+1,5x2+ 0,5x3 < 8 (Marangozluk) y1 + 1,5y2+ 0,5y3 > 20 (Sandalye)

X1,X2,X3 2 0 y1,Y2,Y3 >0

COzum: Cozim:
Z=280, x1=2,x2=0x3=8 w= 280, y1= 0, y2 =10, ys = 10,
S1=24,s2=53=0, e1=0,e2=5,e3=0

e Masanin fiyati (x2’nin amag fonksiyonu katsayisi) hangi aralikta degisirse
mevcut temel en iyi olarak kalir?

Yanit

x2 gozumde temel digi degigkendir. Bu degiskenin indirgenmis maliyeti mevcut

¢6zUmun degismemesi igin en fazla ne kadar arttirilabilecegini verir. x2

degdiskeni dual modeldeki 2. kisitla ve ez ile ilgilidir. e2’nin ¢dzUmdeki degeri

x2'nin indirgenmis maliyetini verir. Oyleyse c2 < 30 +5 oldugu siirece mevcut

¢6zUm en iyi olarak kalacaktir.

e Masanin fiyati 43$ olarak degistirilir, kullandigi tahta 5, montaj isciligi 2 ve
marangozluk saati 2 olursa mevcut temel en iyi olarak kalir mi?
Yanit
Burada degisiklikler masa ile ilgili x2 degigkenin katsayilarinda yapilmaktadir.
Bu degiskenle ilgili dual modeldeki ikinci kisitin yeni katsayilara gore olurlu
olup olmadigi kontrol edilmelidir. Dual modeldeki 2. Kisit:
5y1+ 2y2+ 2y3 > 43 (Masa)
Bu kisitta y1 = 0, y2 = 10, y3 = 10 degerleri yerine konursa;
40 = 43
Oyleyse dual model olurlu degildir, primal model ise optimal degildir. Bu

durumda masa uretilerek firmanin kari arttirilabilir.
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e Dakota sehpa lretmeyi diisinmektedir. Fiyati 15$, — Birer birim
marangozluk, montaj ve tahta kullanacaktir. Bu Grlnu tretmek karli midir?
Yanit
Burada yeni bir kara degiskeni olarak x4 modele eklenecektir. Dual modelde
ise yeni bir kisit olacaktir:
y1+Yy2+ys>15
Bu kisitta y1 = 0, y2 = 10, ys = 10 degerleri yerine konursa;
20>15
Kisitin saglandigi goraltr. Dual model olurludur, primal model de optimal olarak kalir.

Yani yeni Urunu Uretmek kari arttirmayacaktir.

5.4 TUMLER GEVSEKLIK TEOREMI

Primal ve Dual ¢ozimleri birbiriyle iliskilendiren bir teoremdir. Bu teorem ile en iyi
¢6zimde primal modeldeki kisitlar ile dual modeldeki degiskenlerin ve primal
modeldeki degiskenler ile dual modeldeki kisitlarin iligkileri ortaya konmaktadir.
Karar degiskenleri x1, X2,..., Xn 0lan m tane < kisiti ve bu kisitlarla ilgili s1, sz,..., Sm
gevsek degdiskenlerini iceren bir normal en buyukleme probleminin (PRIMAL) duali
karar degiskenleri y1, y2,..., ym; n tane > kisiti ve bu kisitlarla ilgili e, ez,..., en fazlalhk
degiskenlerini iceren bir normal en kigukleme problemi (DUAL) olacaktir.

Bu problemler igin x = [x1, X2, ... Xn] bir primal olurlu ¢6ziim; y = [y1, y2, ... Ym] ise bir
dual olurlu ¢6zim olsun. x ve y en iyi ¢6zUm olabilmeleri i¢in yalniz ve yalniz
asagidaki kosullar saglanmalidir:

s;yi=0(=1,2,...,m)
gx=0(=12,...,n)
Diger bir deyigsle, en iyi ¢dzimde, bir modeldeki degisken (yi veya xj) pozitif ise diger

modelde bu degiskenle iligkili kisit aktiftir (si veya ej = 0). Bir modeldeki kisit aktif
degil ise (si veya ej > 0) diger modelde bu kisitla iligkili degisken (yi veya x;) O degerini
alir.

Tumler gevseklik teoreminden faydalanarak dual modelinin ¢ézimuanden primal
modelin ¢bzimtune veya primal modelin ¢ozimunden dual modelin ¢oziimiine

ulasilabilir. Bu 6zellik asagidaki 6rnek ile gosterilmistir.
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Ornek 5.24.
Asagidaki verilen DP modelini gz 6nune aliniz.

min z = 3x1 +2x2 + 4X3
Oyle ki; 2x1+ X2+ 3x3=60
3X1 +3X2 + 5x3> 120
X1+ X2 - 3x3 <150
X1, X2, X3>0
Bu DP modelinin en iyi ¢6zimi Z= 90, x1 = 0, x2 = 15, x3 = 15 olarak verilsin. Buna

gore dual modelin ¢ozumunu, primal model igin golge fiyatlari ve indirgenmisg
maliyetleri bulunuz.
Yanit

Primal modelin standart bicimi:

min z = 3X1 +2X2 + 4x3

Oyle ki; 2x1+ X2 + 3x3 =60
3X1 +3%X2 + bxz — ez =120
X1+ X2 - 3X3 +s3= 150

tim degiskenler > 0
Dual modelin standart bicimi:

Maks w =60 y1 + 120 y2 + 150 y3

Oyleki; 2yi1+3y2+ y3+di =3
y1+3y2+ y3 + d2 =2
3y1+5y2-3ys3 +d3=4

y1urs,y2>0,y3<0, di, d2, d3>0.
Dual modeldeki yi, y2, y3 primal modelin golge fiyatlarini; di, dz, ds ise primal modelin

indirgenmig maliyetlerini verecektir.
Tuamler gevseklik teoremine gore en iyi gozumde asagidaki kosullar saglanmalidir:
X1*d1=0; X2*d2=0; x3*d3=0
y2*e2=0,;y3*s3=0
z =90, x1 =0, x2 =15, x3 = 15 olduguna gore e2 = 0 ve sz = 180°dir.
Kosullarin saglanmasi igin d2 = 0, d3 = 0; y3 = 0 olmalidir. Bunlar dual modelde yerine
kondugunda Gg bilinmeyenli G¢ denklem elde edilir:

2y1+3y2+d1=3
y1+3Yy2 =2
3y1+5Yy2 =4
Buradan yi1 = 1/2; y2 = 1/2; d1 = 1/2 olarak hesaplanir.

Rapor: Dual DP modelinin ¢ozimi: w=0; y1 = 1/2; y2 = 1/2; y3 = 0; d1 = 1/2; d2 = 0; d3
= 0. Buna gore primal model icin; birinci ve ikinci kisitlarin golge fiyatlari -1/2; G¢tncu
kisitin golge fiyati 0’dir. Ikinci ve Gglncu karar degiskenlerinin indirgenmis maliyetleri

0’dir. Birinci karar degiskenin indirgenmis maliyeti 1/2'ye esittir.
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.5 DUAL SIMPLEKS YONTEMI

Dual simpleks yontemi ug farkli amagla kullanilabilir:

DP’ye bir kisit eklenmesi durumunda yeni en iyi c6zimu bulma,
DP’deki kisitlardan birinin sag taraf degerinin degistiriimesi durumunda yeni en iyi
¢6zUmu bulma,

Baslangicta optimallik kosullarini saglayan problemlerin ¢ézimda.

Dikkat! Dual simpleks yonteminin uygulanabilmesi i¢in 0. satirin en iyilik (optimallik)

kosullarini saglamasi gerekir!

5

1.
2.
3.

5.1 Dual simpleks adimlari

En negatif ST segilir (C6zimden ¢ikacak temel degisken belirlenir)

Bu pivot satirin temel degiskeni gozumden ¢ikar,

Pivot satirdaki negatif katsayili dediskenler icin oranlar hesaplanir ( |sifirinci
satirdaki katsayi / pivot satirdaki katsayi| ),

Mutlak degerce en klguk oranli degisken ¢dzime girer.

Dikkat! Pivot satirdaki her degisken negatif olmayan katsayilara sahipse, DP’nin olurlu

¢6zumui yoktur.
Ornek 5.25.
Asagida Simpleks tablosunda verilen maksimizasyon problemini Dual Simpleks ile
¢Ozunuz.
Z X1 X2 S1 S2 S3 ST TD
RO 1 0 0 2 0 40 Z
R1 0 0 1 3 1 0 6 X2
R2 0 1 0 -1 0 -1 X1
R3 0 0 0 -1 -2 1 -2 S3
Oran [2/-1|=2 |5/--2|=2,5
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Yanit
Problemde RO’da negatif deger yoktur, optimallik kosullari saglanmaktadir. ST
degerlerinde ise negatif degerler var, ¢ézum olurlu degildir. Dual Simpleks ile ¢bzim

bulunabilir.

s3 en kucuk negatif ST degerine sahip oldugu igin ¢béziimden ¢ikar. R3 pivot satir olur.

Pivot satirdaki negatif katsayili degiskenler igin oran testi yapilir. En kiguk orana sahip

olan s1 ¢6zume girer. s1’i R3 satirinda temel dedisken yapmak icin ERO’lar uygulanir:

R3'=R3/(-1), R0O'=R0-2R3’, R1T=R1-3R3, R2’=R2+R3’

ik tablo:
Z X1 X2 S1 S2 S3 ST TD
RO 1 0 0 0 1 2 36 Z
R1 0 0 1 0 -5 3 0 X2
R2 0 1 0 0 2 -1 1 X1
R3 0 0 0 1 2 -1 2 S1

ST deg@erlerinin timu 0 veya pozitif oldugu igin (ST'de negatif deger yok) en iyi gozime
ulasiimigtir.

Eniyi ¢6zim: z=36,x1=1,x2=0,s1=2,s2=53=0.

5.5.2 Yeni Bir Kisit Ekleme

En iyi ¢6zum0 bulunmus bir problemde yeni bir kisit eklenirse; oncelikle mevcut
¢ozumun kisiti saglayip saglamadigi kontrol edilir. EGer mevcut ¢ozim kisiti sagliyor
ise ¢6zUm en iyi olarak kalir (neden?). Eger saglamiyor ise mevcut ¢ézim olurlu

degildir ve yeni bir ¢ozum bulmak i¢in dual simpleks kullaniimalidir.

Dual simpleks uygulamak igin kisit standart bigime dénusturilerek tabloya eklenir. Yeni
eklenen kisitin satirinda temel degigkenlerin katsayilarini O yapacak ve kisitla ilgili
gevsek degiskeni temel degisken yapacak elementer satir iglemleri yapilir. Dual

simpleks ile yeni ¢oztum bulunur.
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Ornek 5.26.

Dakota drneginde pazarlama faaliyetleri icin en az 1 masa uretmek zorunlu olursa yeni

¢6zUmuU bulunuz.

Yanit

x2 2 1 eklenir.

Mevcut en iyi ¢c6zim (z = 280, x1 = 2, X2 = 0, x3 = 8) yeni kisiti saglamadig i¢in artik

olurlu degildir. Yeni en iyi ¢cozumuU bulmak igin en iyi tabloya yeni bir satir eklenir:
X2—es=1

es'i TD olarak kullanabilmek i¢in bu denklemi -1 ile ¢arpilir:

—X2+es=-1
Yeni tablo:

Z X1 X2 X3 S1 S2 S3 S4 es ST TD
RO 1 0 5 0 0 10 10 0 0 280 Z
R1 0 0 -2 0 1 2 -8 0 0 24 S1
R2 0 0 -2 1 0 2 -4 0 0 8 X3
R3 0 1 1,25 0 0 -05 ] 15 0 0 2 X1
R4 | O 0 1 0 0 0 0 1 0 5 S4
R5 0 0 -1 0 0 0 0 0 1 -1 es

R5 satirinda temel degiskenlerin (s1, x3, x1, s4) katsayilari 0’a esit oldugu igin satir
islemi yapmaya gerek yoktur.
CzUm igin dual simpleks uygulanirsa;

es ¢cozumden ¢ikar ve x2 ¢bzlime girer.

Gerekli ERO’lar uygulanirsa asagidaki tablo elde edilir.

Z X1 X2 X3 S1 S2 S3 Sa es ST TD
RO| 1 0 0 0 0 10 10 0 5 275 Z
R1| O 0 0 0 1 2 -8 0 -2 26 S1
R2| 0 0 0 1 0 2 -4 0 -2 10 X3
R3| 0 1 0 0 0O |[-05]15 ] 0 |1,25]|0,75 X1
R4 | O 0 0 0 0 0 0 1 1 4 S4
R5| 0 0 1 0 0 0 0 0 -1 1 X2

STD’de negatif deger olmadidi icin en iyi ¢ézime ulasiimistir.

En iyi c6zimde; z = 275, s1 =26, x3 = 10,x1=0,75,s4 =4, x2 =1
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Ornek 5.27.
Dakota 6rnegine x1 + x2 = 12 kisitininin eklendigini varsayarak yeni ¢6zumu bulunuz.

Yanit
Mevcut en iyi ¢c6zim (z = 280, x1 = 2, X2 = 0, x3 = 8) yeni kisiti saglamadig i¢in artik
olurlu degildir.
Yeni en iyi ¢g6zUmu bulmak igin en iyi tabloya yeni bir satir eklenir:
X1+ X2—e5=12
es'i TD olarak kullanabilmek igin bu denklemi -1 ile ¢arpilir:

—X1—X2+es=-12

Ara tablo:

Z X1 X2 X3 S1 S2 S3 Sa es ST TD
RO 1 0 5 0 0 10 10 0 0 280 Z
R1 0 0 -2 0 1 2 -8 0 0 24 S1
R2 0 0 -2 1 0 2 -4 0 0 8 X3
R3 0 1 1,25 0 0 -05 | 15 0 0 2 X1
R4 0 0 1 0 0 0 0 1 0 5 Sa
R5 0 -1 -1 0 0 0 0 0 1 -12 es

Dikkat! Bu tabloda temel degisken olan x1’in yeni eklenen satirdaki katsayisi 0 degildir.
x1'i TD olarak kullanabilmek igin satir islemi yapilir ( R5’ = R5 + R3):
Baslangig tablosu:

Z X1 X2 X3 S1 S2 S3 S4 €5 ST TD
RO 1 0 5 0 0 10 10 0 0 280 Z
R1 0 0 -2 0 1 2 -8 0 0 24 S1
R2 0 0 -2 1 0 2 -4 0 0 8 X3
R3 0 1 1,25 0 0 -05 ] 15 0 0 2 X1
R4 0 0 1 0 0 0 0 1 0 5 Sa
R5 0 0 0,25 0 0 -05 ] 15 0 1 -10 es

STD’de negatif deger oldugu igin dual simpleks uygulanir.
es ¢ozumden ¢ikar ve s2 ¢cbzlime girer.

Gerekli ERO’lar uygulanirsa asagidaki tablo elde edilir.
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Z X1 X2 X3 S1 S2 S3 S4 es ST TD
RO| 1 0 10 0 0 0 40 0 | 20 | 80 Z
R1| O 0 -1 0 1 0 -2 0 4 | -16 S1
R2| 0 0 -1 1 0 0 2 0 4 | -32 X3
R3| 0 1 1 0 0 0 0 0 -1 12 X1
R4| O 0 1 0 0 0 0 1 0 5 S4
R5| 0 0O |-05] 0 0 1 -3 0 -2 | 20 S2
STD’de negatif degerler oldugu icin devam edilir.
x3 ¢ozimden ¢ikar ve x2 ¢6zlUme girer.
Gerekli ERO’lar uygulanirsa asagidaki tablo elde edilir.
Z X1 X2 X3 S1 S2 S3 S4 | es | ST TD
RO| 1 0 0 10 0 0 60 0 | 60 |-240 Z
R1| O 0 0 -1 1 0 -4 0 0 16 S1
R2| 0 0 1 -1 0 0 -2 0 -4 | 32 X2
R3| 0 1 0 1 0 0 2 0 3 | -20 X1
R4| O 0 0 1 0 0 2 1 4 | -27 S4
R5| 0 0 0 |-05] O 1 -4 0 -4 | 36 S2

STD’de negatif degerler oldugu i¢in devam edilir.
En kiicuk STD R4’tedir. Fakat bu satirda oran testi yapmak Uzere negatif katsayilh

deger yoktur. Bu durumda DP’nin olurlu ¢6zim yoktur.

KURAL: Dual Simpleks STD’de negatif deger varken, segilen pivot satirda

degiskenlerin sltunlarinda negatif katsayi yoksa verilen model olurlu degildir.

5.5.3 Baslangigta optimallik kosullarini saglayan problemlerin ¢ozimu

Baslangigta optimallik (en iyilik) kosullarini saglayan problemlerin ¢ézimunde dual
simpleks kullanilabilir:
Min probleminde tum amag fonksiyonu katsayilari pozitif veya sifir olmalidir,

Maks probleminde tim amag fonksiyonu katsayilari negatif veya sifir oimalidir.
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Ornek 5.28.
Asagidaki DP’yi ¢ozunuz:

min z = X1 + 2x2
Oyle ki x1—2x2+x324
2X1+ X2—X326
X1+ X2+x3<5

X1, X2, X320

Yanit

Bu en kugukleme probleminde amag fonksiyonu katsayilari pozitiftir. Simpleks tablosu
olusturuldugunda RO’daki tum katsayilar 0 veya negatiftir. Bu ylzden problem
baslangigta optimallik kosullarini saglamaktadir. Dual Simpleks asagidaki gibi

uygulanabilir.

Problem standart bigime donusturulur:

min z = X1 + 2x2

Oyle ki x1—2x2+x3—e€1 =4
2X1+ X2 —X3 —e2 =
X1+ X2+ X3 +s3=5

tim degiskenler = 0
Birinci ikinci kisitlarda e1 ve ez gevsek degiskenlerini temel degisken yapabilmek igin
bu kisitlar -1 ile carpilir. Uglincii kisitta s3 gevsek degiskeni temel degisken olabilir,
ek bir igleme gerek yoktur.
min z = X1 + 2x2
Oyle ki —x1+2x2—Xx3+e1 = -4
—2X1— X2+ X3 +e2 =—
X1+ X2+ X3 +s3= 5
tiim degiskenler = 0

Amagc fonksiyonunda degiskenler sag tarafa gegcirilerek asagidaki baslangi¢ tablosu

olusturulur:
X1 X2 X3 e1 €2 S3 ST TD
RO 1 -1 -2 0 0 0 0 0 Z
R1 0 -1 2 -1 1 0 0 -4 e1
R2 0 -2 -1 1 0 1 0 -6 ez
R3 0 1 1 1 0 0 1 5 S3
Oran 1/2 2 -
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ST’ta negatif degerler var, en ylksegi segilir.
R2 pivot satir olacaktir. e2 cozimden ¢ikar.

R2’de negatif katsayisi olan x1 ve x2 sutunlarinda oran testi yapilir, en kiigik orana

sahip olan x1 ¢ozume girer. Gerekli ERO’lar uygulanirsa asagidaki tablo elde edilir.

ERO’lar: R2’=R2/(-2), RO’=R0+R2’, R1 =R1+R2, R3 =R3-R2

Z X1 X2 X3 el e S3 ST D

RO| 1 O |-15|-05] 0 |-05] O 3 Y4

R1| O 0 25 |-15] 1 |[-05] O -1 e1

R2| 0 1 05 |-05] 0 |[-05] O 3 X1

R3| O 0 05 | 15 0 0,5 1 2 S3
Oran - 1/3 1

ST'ta tek bir negatif deger var. R1 pivot satir olacaktir. e1 ¢dzimden ¢ikar.

R1’de negatif katsayisi olan xs ve ez sutunlarinda oran testi yapilir, en kiicik orana

sahip olan x3 ¢6zime girer. Gerekli ERO’lar uygulanirsa asagidaki tablo elde edilir.

ERCO’lar: R1"=R1/(-1,5), R0O’=R0+0,5R1, R2’=R2+0,5R1’, R3'=R3-1,5R2’

Z X1 X2 X3 e1 e S3 ST TD
RO| 1 0 233 | 0 |]-033]-033| 0 |3,33 Z
R1| O 0 -1,67 1 |-0,67 ] 0,33 0 |0,67 X3
R2| 0 1 -033| 0 |-033]-033| 0 |3,33 X1
R3| 0 0 3 0 1 0 1 1 S3

ST’de negatif deger yoktur. Optimal ¢6zime ulasiimistir.
En iyi c6zim: z =3,33; x1=3,33,x2=0, x3 =0,67

Dual Simpleks, bir DP probleminde sag taraf degeri degistiginde mevcut temel

¢6zumin olurlu olmadigr dururumlarda yeni ¢oziim bulmak icin de kullanilabilir.

Bu konu 6.2. bolimde duyarlilik analizinde incelenecektir.
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6. DUZELTILMIS SIMPLEKS VE DUYARLILIK ANALIZi

6.1 DUZELTILMi$ SIMPLEKS YONTEMI

Klasik simpleks ydontemi bilgisayarlar igin en etkin yontem degildir. Clinkd mevcut
adimda veya sonraki adimlarda gerekli olmayan veriler hesaplanir ve depolanir.
Duzeltiimis simpleks, Simpleks yontemi adimlarinin daha az hesaplama ile
uygulanmasini saglayan sistematik bir prosedurdir. Ozellikle bilgisayar
programlarinin daha az veri saklamasini saglar.
Simpleks yontemde her bir iterasyonda gerekli olan bilgiler sunlardir:

e Temel olmayan degiskenlerin Satir 0 (R0)'daki katsayilari,

e (CoOzume girecek degiskenin diger denklemlerdeki katsayilari,

e Sag taraf degerleri.
Simpleks yonteminde tim tablodaki degerler hesaplanirken dizeltilmis simpleks
yonteminde sadece yukarida verilen bilgiler hesaplanarak etkin bir algoritma

olusturulur.

6.1.1 Simpleks yonteminin matris bigiminde gosterimi
Degisken sayisi=n, kisit sayisi=m olmak Uzere,

Maks Z = cx

Oyle ki; Ax =b , x >0.

Burada x karar degiskenleri vektorl, ¢ amag fonksiyonu katsayilari vektort, A

teknoloji katsayilari matrisi, b sag taraf degerleridir.

Ornegin asagida verilen Dakota Mobilya DP’si igin;

maks z = 60x1+30x2+20x3

Oyle ki 8xa+ 6x2+ Xx3 <48
4x1+ 2x2+1.5x3 < 20
2x1+1.5%x2+ 5xz3 < 8

X2 <5
X1,X2,X3 = 0
N 8 6 1 48
! 4 2 15 20
" iz’c:[w’ 30,20, A=, 45 (5| b=|g|Olur
3 0 1 0 5
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Notasyon tablosu

c 1 x n satir vektort, amacg fonksiyonu katsayilari

X n x 1 sutun vektoru, karar degiskenleri

A m x n matrisi; teknoloji katsayilari

b sag taraf degerleri vektoru

BV temel degiskenler kimesi (BV'nin ilk element ilk kisittaki temel degisken,

BV’nin ikinci elemeni ikinci kisittaki temel degisken, ....,
BV;j jinci kisittaki temel degisken
NBV temel olmayan degdiskenlerin kimesi

a orijinal problemde kisitlarin xj stitunu

B m x m matrisi; jinci sdtunu orijinal kisitlarda BVjicin olan situnlardan
olusur

N m x (n - m) matrisi; sttunlari orijinal kisitlarda temel olmayan degiskenler
igin olan sutunlardan olusur

Cj amac fonksiyonunda xj nin katsayilari

Cs 1 xm satir vektory; j'inci elemani BVjnin amag fonksiyonu katsayisi

CN 1 x (n-m) satir vektort; j'inci elemani NBV’nin jinci elemanina kargilik
gelen amag fonksiyonu katsayisi

XB m x 1 sUtun vektoru, temel degiskenler

XN n-m x 1 sutun vektoru, temel digi degiskenler

Simpleks yontemde herhangi bir temel olurlu ¢6zim igerdigi temel degiskenler ile
ifade edilebilir. Bunun icin BV temel degiskenler kimesinin tanimlanmasi gerekir.
Herhangi bir BV icin A, x ve c temel ve temel digi degiskenlere karsi gelen sutunlara

gore iki kisma ayrilirsa;

A =[B, N]
X = [XB, XN]
c =[cs, CN]

elde edilir. Bunlara gore ilgilenilen DP asagidaki gibi dizenlenebilir:
Maks Z = cgXg + cyXp
Oyle ki; Bxg +Nxyg=b
XBv, XNBY >0
buradaki sembollerin tanimlari notasyon tablosunda verilmistir.
Bu modelde B matrisi dogrusal bagimsiz vektorlerden olustugu igin tersi alinabilirdir.
Temel degdiskenlerin ilgili temel olurlu ¢ézimdeki degerlerini bulabilmek igin kisitlarin

her iki tarafi B ile carpilir:
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B~ 1Bx; + B"!Nxy =B~ 'b

xg + B"!Nxy =B~!b
Burada BN temel digi degiskenlerin simpleks tablosundaki katsayilarini, B-b ise
sag taraf degerlerini verir.
Simpleks tablosundaki sifirinci satiri bulabilmek i¢cin Z = cgxg + cyxy denkleminde xg
yerine B~'b — B~ 1Nxy yazilirsa;

Z = cg(B7'b — B"INxy) + cyXy

Z+ (cgB™IN — cy)xy = cgB~'b
Burada (cgB~ !N — cy) temel disi de@iskenlerin sifirinci satirdaki katsayilari, cgB~'b
ise sifirinci satirin sag taraf degeridir. Bir temel disi degiskenin sifirinci satirdaki
katsayisi indirgenmig maliyet olarak adlandirilir ve z; — ¢; = cBVB‘laj — ¢ seklinde
ifade edilebilir.
Verilen formulere goére herhangi bir temel olurlu ¢c6ziimdeki BV icin simpleks tablosu

asagidaki gibi oturusturulabilir.

z Xp Xy ST

z 1 0 czgBIN—cy | cgB'b | Satir 0 (Ro)

Xp 0 I B~IN B~'b | Satir 1 —m (R:-Rm)

Bu tablo izerinden en iyilik kosulu (maks problemi igin) cgB™N — ¢, = 0'dir. Eger
herhangi bir j temel digI degiskeni igin z; — ¢; = cBVB_laj —¢;j < 0 ise mevcut tablo en
iyi degildir. Hangi temel digi degigkenin temel; hangi temel degiskenin temel disi
olacagina karar verilerek sonraki iterasyona gegilir.

Yukarida verilen tabloda ¢ozime girmeyecek olan temel digi degiskenler igin
hesaplanan B~1N degerleri simpleks yontemde kullaniimaz. Kullaniimayacak verilerin
hesaplanmasi ve depolanmasi buyuk problemlerde etkinligi dugirmektedir. Bu

yuzden asagida adimlari verilen duzeltilmis simpleks yontemi gelistirilmigtir.

6.1.2 Duzeltilmis Simpleks Yontemi Adimlari

(Maks problemi icin)

Adim 0: B in okunacagi situnlarin belirlenmesi. Baslangigta, B = 1.

Adim 1: Mevcut tablo icin w = cgB~! hesaplanir, (w simpleks ¢arpani veya dual/

golge fiyat olarak adlandirilir)
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Adim 2: Tum temel olmayan degiskenler igin RO'daki katsayilari (z; — ¢; =
cgyB™'a; — ¢; = wa; — ¢;) hesaplanir.
e TUm katsayilar negatif olmayan degerler almis ise, mevcut ¢cézim en iyidir.
e Mevcut ¢6zum en iyi degil ise en negatif katsayili degisken ¢ézime girecek
degisken olarak belirlenir. Bu degiskene xk denir.
Adim 3: xk ‘nin hangi satirdan temel degisken olarak girecegini belirlemek igin,
*Xi’nin mevcut tablodaki siitunu hesaplanir (y; = B *a; )
e Mevcut tablonun sag taraf degeri hesaplanir (b = B~'b)
¢ Oran testi ile hangi degiskenin temel disi olacagi belirlenir.
e Yeni BV kimesi bulunmus olur.
Adim 4: Mevcut tablodaki xk nin temele girmesi i¢in gerekli ERO’lar belirlenir. Bu

ERO’lar mevcut B'’e uygulanirsa yeni B! elde edilir. Adim 1’e dondldr.

Duzeltilmis Simplekste kullanilan formiiller

Formual Aciklama

yj = B 1a; BV tablosundaki x; suttinu

w = cgB! Simpleks garpanlari — golge fiyat

zj—¢j = cBB‘laj —¢j xj nin RO’daki katsayilari — indirgenmis maliyet
= wa; — ¢;

b=B"1b BV tablosundaki kisit sad taraf degerleri — temel

degisken degerleri

Z = cgB™'b = cgb =wb BV tablosunda RO’daki sag taraf degeri - Amag
fonksiyonu degeri

Ornek 6.1. Asagidaki DP’yi dlizeltiimis simpleks ile ¢bzin(iz.

Maks Z = X1 + 2X2 — X3 + X4 + 4X5 — 2X6
Oyleki; X1+ X2+ Xs+X4s+Xs+ X6<6
2X1— X2 — 2X3 + Xa <4
X3 + X4 + 2X5 + X6 < 4
Tum degigkenler > 0

Yanit
Oncelikle problem standart bigime déntstirGlir:

Maks Z = X1 + 2X2 — X3 + X4 + 4X5 — 2Xe

Oyle Ki; X1 + X2+ X3+ Xa+Xs+ Xs+ S1 =6
2X1 — X2 — 2X3 + X4 + S2 =4
X3 + X4 + 2X5 + X6 +s3=4

Tum degiskenler > 0
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Baslangigta gevsek degiskenler temel degiskendir. BV = {s1, s2, S3 }

1 0 O
Adim0: B =[a7r,as,a9]=1,B1=B=1=(0 1 0

0 0 1
1. Iterasyon

Adim 1: BV ={s1, s2,s3},B1=1, ¢z =[0,0,0]
w = cgB~1; w = [0,0,0]I = [0,0,0]

Adim 2: (z; — ¢; = cgyB™'a; — ¢; = wa; — ¢;) hesaplanrr.

1 1

z; —¢; =[0,0,0] 2]—1=—1; Zz—c2=[0,00[ 1] 2=-2
L0 0
-1 1

25 — ¢3 = [0,0,0] —2]—(—1)=1; z,—c, =[0,0,0]]1]-1=-1
[ 1 1
1 1

Zs — ¢s = [0,0,0] 0]—4=—4; Zg — Cq = [0,0,0] [0 — (—2) =2
(2 1]

Indirgenmis maliyeti negatif olan degiskenler var, bu ylizden ¢6ziim en iyi degildir. En
negatif indirgenmis maliyet dederine sahip olan xs ¢cbziime girer.

Adim 3: gikan degiskenin belirlenmesi;

1
Xs in mevcut tablodaki situnu: ys = B‘1a5:l[0] = 0];

6 6
Mevcut tablonun sag taraf degeri: b = B~'b = l[4 = [4]
4]

Oran testi: [ ] [ ]
2 x sz cOoziimden gikar

Yeni BV={s1, s2, x5 }

0
0| haline getirmek icin gerekli ERO’lar B’ye
1

Adim 4: Yeni BV igin B! hesaplanir. ys'i

0
>

1

1
uygulanir. [O
2

icin R’ =R3/2; R1"=R1-R3; R2’ = R2.

1 0 0
Bu islemler B~ = [0 1 0] e uygulanirsa yeni B~ =
0 0 1

1 0 —1/2
0 1 0 ]olarakbulunur.
0 0 1/2
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2. iterasyon
1 0 —1/2
Adim 1: BV={s1,S2, x5}, B~ = [0 1 0 ] g = [0,0,4]
00 1/2
1 0 —-1/2
w=cgB1;w=1004] [O 1 0 ] =1[0,0,2]
00 1/2
Adim 2: (zj — ¢; = = cgyB™? a; —¢; = wa; — ¢;) hesaplanir.
1 1
z; — ¢, =[0,0,2] 2] —-1=-1; z, — ¢, = [0,0,2] \—1] —2=-=2
10 0
[ 1 1
z3 —c3 =[0,0,2][-2|— (1) =3; Z,—c, =[0,02]|1]—-1=1
[ 1 1
1 0
Zg — cg = [0,0,2] o] —(=2) = 4; Z — Co = [0,0,2] H —0=2;
|1 1

indirgenmis maliyeti negatif olan degiskenler var, bu yiizden ¢éziim en iyi degildir. En
negatif indirgenmis maliyet degerine sahip olan x2 ¢cbziime girer.

Adim 3: Cikan degiskenin belirlenmesi;

10 —1/2 1
X2 nin mevcut tablodaki sUtunu:yzzB‘laZ:[O 1 ” = —1];
0 0 1/2

) 1 0 —1/2 4
Mevcut tablonun sag taraf degeri: b = B~1b = [ ] [ = 4]
0 0 1/2

4 x s, ¢oziimden ¢ikar
Oran testi:

Yeni BV= {XZ, S2, X5 }

1
Adim 4: Yeni BV i¢in B! hesaplanir. y,’yi |0] haline getirmek icin gerekli ERO’lar B’ye
0
uygulanir. [ [ ‘ icin R1”=R1; R2’=R2 + R1’; R3’ = R3.
1 0 -1/2 1 0 -1/2
Bu islemler B~ = [0 1 0 ]euygulanlrsa yeniB~1=|1 1 —1/2] olarak
0 0 1/2 0 0 1/2
bulunur.
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3. iterasyon
1 0 —-1/2
Adim 1: BV={x2, sz, X5 }, B‘lz[l 1 —1/2], cg =[2,04],
00 1/2
1 0 -1/2
w=czBl;w=[204] [1 1 —1/2] =[2,0,1]
00 1/2

Adim 2: (z; — ¢; = cgyB™'a; — ¢; = wa; — ¢;) hesaplanrr.

1 1

zi—c =[201][2|-1=1;  z3—c3=1[20,1] —2] —(=1) =4;
10 [ 1
[1] [1

Z4_ - C4 = [2,0,1] 1 —-1= 2, Z6 - C6 = [210;1] 0] - (_2) = 57
1] L1

1 0
Z7 - C7 = [2,0,1] [0] - O = 2 ; Zg - Cg = [2,0,1] [O] - 0 = 1 ;
0 1

indirgenmis maliyeti negatif olan degisken yok, bu ylizden ¢6ziim en iyidir.

Temel degiskenlerin degeri xz; = b = B~ b formili ile hesaplanirsa;

X1 1 0 —1/21716 4
Sy |= [1 1 —1/2] [4] = [8] olarak bulunur. Temel digi degigkenlerin degeri O’dir.
Xs] 10 0 1/2114 2

Amac fonksiyon degeri Z = cgB~'b = cgyb = wb formiiliine gore;

6
Z=wb=[2,01] H = 16 olur.
4

6.1.3 Duzeltilmis Simpleks Yontemi Tablo Gosterimi

Duzeltiimis simpleks yontemi ile elle gézmek icin tablo gésteriminden faydalanilabilir.
Bunun icin tabloda simpleks yonteminden farkl olarak sag taraf degerleri, simpleks
carpanlari w ve temel matrisin tersi degerleri saklanir. Gerekli oldugunda ¢c6ziime
girecek degigkenin katsayilari tabloya ek olarak ilave edilir.

Baglatma adimi

B! ile bir temel olurlu ¢bziim bul. w = ¢zB™%, b = B~'b hesaplayarak asagidaki

duzeltilmis simpleks tablosunu olustur:

Temel tersi ST
w czb
B! b
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Ana adim

Her temel digI degisken igin z; = wa; — ¢; hesapla.
Zy — Cp = mei]n{zj — ¢} belirle. Eger z, — ¢, = 0 ise dur! Mevcut ¢6ziim en iyi
]
¢cO6zumdar.
Degil ise y, = B 'a, hesapla. Eger y, < 0 ise en iyi ¢6ziim sinirsizdir. Eger y, < 0

ise [ ] sutununu tablonun sagina ekle.

Temel tersi ST X,
W CBB Zk - Ck
B! b Vi

r indisini standart oran testi ile belirle: 2= = min {— Vi > 0}

Yrk 1<ism

yrk'ya gore pivot islemler yaparak tabloyu guncelle, ana adimi tekrar et.

Ornek 6.2. Asagidaki DP’yi dlizeltiimis simpleks ile ¢dzln(z.

maks z = 60x1+30x2+20x3
Oyle ki; 8x1+ 6x2+ x3<48
4x1+ 2X2+ 1,5x3<20
2x1+1,5x2+ 0,5x3<8
X1, X2, X320

Yanit
Oncelikle problem standart bicime dénUstiralir:

maks z = 60x1+30x2+20x3

Oyle ki; 8x1+ 6x2+ X3 + S1 =48
4x1+ 2%2+ 1,5%3 +s2 =20
2X1 + 1,5%x2 + 0,5%3 +s3=8

Tum degigkenler > 0
Baslatma adimi

Baslangicta gevsek degiskenler temel dediskendir. BV = {s1, s2, s3},

1 0 0
B'1=B:I:[O 1 o]; w = czB~1 =[0,0,0]1=[0,0,0]
0 0 1
48 48
B=B—1b=l[20]=[20] czb 000[ ]_0
8 8
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Duzeltilmis simpleks tablosunu olustur:

Temel Tersi ST
Y4 0 0 0 0
S1 1 0 0 48
S2 0 1 0 20
S3 0 0 1 8

Ana adim — 1. iterasyon

Her temel digi degisken igin z; — ¢; = wa; — ¢; hesapla.

8
Zl _Cl :Wal —Cl = [0,0,0] 4‘ _60 = _60
2
6
ZZ_CZZWaZ_CZZ[O,O,O] 2 _30:_30
[1,5)
T 11
Z3 —c3 =waz — ¢z =[0,0,0]|1,5[—20 =-20
0,5

Z,—C = mei]n{zj — ¢;} = min{—60,—30,—20} = —60 < 0 ; mevcut temel olurlu
j

¢6zUm en iyi degildir.

8] [8
X1 ¢ozUme girer; k=1.y, =B 1a, = 1[4‘: 41: [ﬂ] sutununu tablonun sagina ekle.
5] |2 Yk
Temel Tersi ST X1 Oran

z 0 0 0 0 -60

S1 1 0 0 48 8 48/8 =6

S2 0 1 0 20 4 20/4=5

S3 0 0 1 8 2 8/2=4**

Oran testi ile gikan degisken sz olarak belirlenir. Yeni tabloyu elde etmek igin

—-60 0
duzeltilmis simpleks tablosuna eklenen sutuna gore pivot islem yapilir 2 - 8 .
2 1
R3’=R3/2; R2’=R2-4R3, R1=R1-8R3, R0 =R0+60R3
Temel Tersi ST
z 0 0 30 240
S1 1 0 -4 16
S2 0 1 -2 4
X1 0 0 0,5 4

Ana adim — 2. iterasyon

Her temel digI degisken igin z; — ¢; = wa; — ¢; hesapla. w vektorinl duzeltiimis
simpleks tablosu RO’dan al!
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-6
Z,—c, =wa, — ¢, =[0,0,30]| 2 |=30=15
1,5
1
Zg—C3zwa3_C3:[0,0,30] 1,5 —20=-5
0,5
[0
Z¢ — ¢ = wag — ¢ = [0,0,30] 0]—0=30
[1

Z,—Cp = mei]n{z]- — ¢;} = min{15,-5,30} = —5 < 0 ; mevcut ¢6zim en iyi degildir.
j

1 0 —-43r11 -1
X3 cozlime girecek; k = 3. y; = B la; = [0 1 —2] [1,5]:[ 0,5 ] [M] stitununu
o o o5llosl loz2s] ~ 7%

tablonun sagina ekle.

Temel Tersi ST X3 Oran
z 0 0 30 240 -5
S1 1 0 -4 16 -1 --
S2 0 1 -2 4 0,5 4/0,5=8**
X1 0 0 0,5 4 0,25 4/0,25=16

Oran testi ile ¢cikan degisken sz olarak belirlenir. Yeni tabloyu elde etmek igin

-5 0
duzeltilimis simpleks tablosuna eklenen sutuna gore pivot islem yapilir I 5113 ‘ - l(l) .
0

0,25
R2'=R2/0,5; R1 =R1 + R2, R3 =R3-0,25R2, RO’ = R0 + 5R2’
Temel Tersi ST
z 0 10 10 280
S1 1 2 -8 24
X3 0 2 -4 8
X1 0 -0,5 1,5 2

Ana adim — 3. iterasyon

Her temel digI degisken igin z; — ¢; = wa; — ¢; hesapla. w vektorinl duzeltiimis
simpleks tablosu RO’dan al!

[ 6

Z, —Cc; =wa, — ¢, =[0,10,10]| 2 | -30=5
1,5
0’

Zg — Cg = Wdg — Cg = [0,10,10] 11—-0=10
()]
0

Zg — Cg = Wag — Cg = [0,10,10]|0| — 0 =10
1]
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Zp—Cp = mei]n{z]- — ¢;} = min{5,10,10} = 5 > 0 ; mevcut temel olurlu ¢ozim en iyidir.
j
Degiskenlerin ¢ozumdeki degerleri tablodan gorulebilir:

X1=2,%2=0, x3=8, z=280.

Ornek 6.3. Asagidaki DP’yi dlizeltiimis simpleks ile ¢bzln(iz.

Maks Z= X1 — X2 — X3 + X4 + X5 — 2Xs

Oyle ki;
X1+ X2 + X3+ X6 > 6
2X1 + X2 + 2X3 + X4 + X5 <9

X3 + Xs+ X6 =3
xi20,i=1.2,...,6.
Dikkat! Bu DP’de baslangi¢ temel olurlu ¢6ziim bulabilmek icin Buyik M yontemi
kullanilr.
Yanit
Oncelikle problem Bilyiik M ile ¢cozilebilecek hale getirilecektir. Bunun igin problem
standart bicime donusturalar:

Maks Z = X1 — X2 — X3 + Xa + X5 — 2X6

Oyle ki;
X1+ X2 + X3+ X6 - €1 =6
2X1+ X2 + 2X3 + X4 + X5 +s52=9

X3 + X5 + X6 =3
tum degigkenler =2 0

> ve = kisitlarina ve amag fonksiyonuna yapay degiskenler ilave edilir:

Maks Z = X1 — X2 — X3 + X4 + X5 — 2X6 —Mai1 — Mas
Oyle ki;
X1+ X2 + X3 + X6 -€e1+ a1 =
2X1 + X2 + 2X3 + X4 + X5 +S2 =
X3 + X5 + X6 taz =
tum degigkenler = 0

Baslangigta BV = {a1, s2, as} temel ¢6zim olacaktir. Baslangi¢ tablosu asagidaki gibi

olusturulur.
Temel Tersi ST
-M 0 -M -OM
ai 1 0 0 6
S2 0 1 0 9
as 0 0 1 3
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Bu tablodan baslayarak en iyi cozUmu buluncaya kadar duzeltilmis simpleks

uygulanir.

Ornek 6.4. Asagidaki DP igin BV= {x1, X2, X3} ¢6zumunin temel olurlu ¢6zim
oldugunu gosteriniz. Bu ¢6zimden baslayarak en iyi ¢6zumu bulunuz.

Maks X1 — X2 — X3 + X4 + X5 — 2Xs

Oyle ki;
X1+ X2 + X3+ X6 =6
2X1 + X2 + 2X3 + Xa + X5 <9

X3 + Xs+ X6 =3
xi20,i=1.2,...,6.
Dikkat! Bu DPyi ¢cdzmek igin BV= {x1, x2, x3} ile ilgili B matrisinin belirlenmesi ve B!
matrisinin hesaplanmasi gerekmektedir.
Yanit
Oncelikle problem standart bicime dénUstirGlur.

Maks Z = x1 — X2 — X3 + Xa + X5 — 2X6

Oyle ki;
X1+ X2 + X3+ X6 - €1 =6
2X1+ X2 + 2X3 + Xa + X5 +s2=9

X3 + X5+ X6 =3
tum degigkenler = 0

Verilmig bir temel ¢6zimden baslanacagi icin yapay degisken ilave etmeye gerek
yoktur.

Duzeltilmis simpleks tablosu olusturmak icin, B, w, Z ve b hesaplanmalidir.
Verilen temel ¢6zum (BV= {x1, X2, X3})’e gére B matrisi temel degiskenlerinin

problemdeki sutunlarina gore belirlenir:

1 1 1
B=|2 1 2
0 0 1

Buna gore matris tersi alinarak B!, hesaplanir (Bir matrisin tersi nasil alinir,

6greniniz!!)

w = cgB~?! formiliine gére hesaplanir:

-1 1 -1
w=cBt=[1 -1 —-1]|2 -1 o0|=[-32 -2]
o 0 1

b = B~'b formiiliine gdre hesaplanir:
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-1 1 -1]J6 0
2 =1 0[[9]1=13
0 0 1113 3

Z = cgB1b formiliine gbre hesaplanir:

b=B'b=

-1 1 -17[6
Z=cBb=[1 -1 —-1][2 -1 o0 [|9]|=-6
0 O 1113
Elde edilen degerlere gore dlzeltilmis simpleks tablosu asagidaki gibi olusturulur:

Temel Tersi ST

-3 2 -2 -6

X1 -1 1 -1 0

X2 2 -1 0 3

X3 0 0 1 3
0

Tablodan goriilebilecegi gibi b = |3| > 0 oldugu igin bu temel ¢dziim olurludur.

3

Bu tablodan baglayarak duzeltiimis simpleks ile problem ¢ozulebilir.

6.2 SIMPLEKS KULLANARAK DUYARLILIK

Simpleks kullanarak yapilabilecek duyarlilik analizleri Dakota mobilya érneginde
incelenecektir. Dakota mobilya probleminde xa, X2, X3 sirasiyla Uretilen sira, masa ve
sandalye miktari olarak tanimlanmistir.

Kari enblyuklemek icin kurulan DP:

maks z=  60x1 + 30x2 + 20xs
8Xx1 + 6x2 + X3 t+S1 =48 Tahta
4x1 + 2x2 +1.5x3 +S2 =20 Montaj
2x1 +1.5x2 + .5x3 + S3 = 8 Marangozluk

Bu problemin en iyi ¢c6zumu (Simpleks tablosu):

z +5x%2 +10s2 +10s3 =280
-2X2 +S1 +2s2 -8s3 = 24

-2X2  +X3 +2s2 -433 =

+X1 +1.25x2 -.5s2 +1.5s3 =

En iyi ¢c6zimde BV: {s1, X3, x1} , NBV:{x2,s2,s3}, w = c8B-1=[0,10,10] ve
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1 2 -8
B™1= lO 2 —4] :

0 -05 1,5
Duzeltilmis simpleks tablosu:
Temel Tersi ST
Z 0 10 10 280
S1 1 2 -8 24
X3 0 2 -4 8
X1 0 -0,5 1,5 2

6.2.1 Analiz 1: Temel digi1 degiskenin amag fonksiyonu katsayisinin degigsmesi

xj temel digi degiskenin amag fonksiyonu katsayisi ¢ olursa; bu degiskenin en iyi
tablodaki indirgenmis maliyeti [z; — c¢; = csBa; - ¢j ] kontrol edilir.

Eger z; — ¢; = 0 ise (Maks problemi igin) mevcut temel en iyi kalir ve mevcut ¢oziim
degismez.

Eger z; — ¢; < 0 ise (Maks problemi igin) mevcut temel en iyi degildir, x; cozlime girer
ve oran testi ile hangi degiskenin ¢ozumden ¢ikacagi belirlenerek yeni ¢ozum
simpleks yontem ile elde edilir.

xj temel digi degiskenin amag fonksiyonu katsayisi icin mevcut temel ¢ézimun en iyi
kalacagi araligi bulunmak igin; ¢j = ¢j +6 kabul edilerek 6’'nin z; — ¢; = 0 (Maks

problemi igin) esitsizligini saglayan degerleri bulunur.

Ornek 6.5. Dakota Mobilya problemi igin x2'nin amag fonksiyonu katsayisi hangi
araliklarda degisirse mevcut temel ¢ézim en iyi kalir?
Yanit

6
c2 =30+8 = z,—c, = [0,10,10][ 2 ]— (30 +8) >0
1,5

5-020 = 0<5

veya c2 < 35 iken mevcut temel degismez.
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Ornek 6.6. Dakota Mobilya probleminde masanin satis fiyati 40 birim olursa yeni

¢6zum ne olur?

Yanit
Masanin satis fiyati x2'nin amag fonksiyonu katsayisidir. 40 olursa Ornek 1’den
6
gorulebilecegdi gibi mevcut temel en iyi degildir. z, — ¢, = [0,10,10][ 2 ]— (40)=-5
1,5

olarak hesaplanir ve x2 ¢cbziime girer. Oran testi ile x1’in gézimden ¢ikacagi belirlenir

ve simpleks ile yeni ¢oztm bulunur (lutfen kendiniz bulunuz).

6.2.2 Analiz 2. Temel degiskenin amag fonksiyonu katsayisinin degismesi

xk temel degiskenin amag fonksiyonu katsayisi ck olursa; tim temel disi
degiskenlerin indirgenmis maliyetleri [z; — ¢; = ceB™a; - ¢j] kontrol edilir.

Eger tim temel disi degiskenler igin z; — ¢; = 0 ise (Maks problemi i¢in) mevcut temel
en iyi kalir. Mevcut ¢éziimdeki amag fonksiyonu degeri degisir ve Z = cgB~'b = cgb
formula ile hesaplanir.

Eger en az bir temel disi degisken icin z; — ¢; < 0 ise (Maks igin) mevcut temel en iyi
degildir, en negatif katsayili xj gdzUme girer ve oran testi ile hangi degiskenin
¢6zumden c¢ikacagi belirlenerek yeni ¢ozum simpleks yontem ile elde edilir.

xk temel degiskenin amag fonksiyonu katsayisi i¢in temel ¢ézUmun en iyi kalmasini
saglayacak arahgi bulunmak icin; ck = ck +3 kabul edilerek &°'nin tim temel digi
degiskenler igin z; — ¢; = 0 (Maks problemi igin) esitsizligini saglayan degerleri

bulunur.

Ornek 6.7. Dakota Mobilya probleminde siranin satig fiyati (x1'in amag fonksiyonu
katsayisi) hangi araliklarda degisirse mevcut temel ¢6zim en iyi kalir?
Yanit

ch1 =60 +d
1 2 —811 6
2, —c, = [0,20,60 + 8][0 2 —4”2]—30 >0 = 5+1.255 >0 = §>-4
0 -0,5 1,5111,5
1 2 —81T0
25 — cs = [0,20,60 + 8]0 2 —4”1]—0 >0 = 10-055 >0 = &<20
0 -0,5 1,5110
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1 2  —=87170
Zg—cg =[0,20,60+58][0 2 —4 H—o >0 = 10+155 >0 = &>-20/3
0 —05 15ll1

Sonug olarak -4 <5 <20 ; veya 56 < ¢1 < 80 ise mevcut temel en iyi kalir.

Ornek 6.8. Dakota Mobilya probleminde siranin satis fiyati (x1'in amag fonksiyonu
katsayisi) 50 olursa ¢6zim ne olur?

Yanit

Ornek 3'te hesaplandidi gibi eger x1’in amag fonksiyonu katsayisi 50 olursa mevcut
temel en iyi degildir. Yeni ¢ozUmu bulabilmek igin duzeltiimis simpleks tablosu

olusturulur (Orjinal en iyi tablo Gzerinde z satiri guncellenir):

Temel Tersi ST
z 0 15 -5 260
S1 1 2 -8 24
X3 0 2 -4 8
X1 0 -0,5 1,5 2

Temel digi degiskenler icin indirgenmis maliyetler hesaplanir:

Zz - Cz = _7.5,

Zg — Cg = 15,

Z6_C6:_5

X2 ¢Ozlme girer. x2 sutunu tabloya eklenir:

Temel Tersi ST X2 Oran
ya 0 15 -5 260 -7,5
S1 1 2 -8 24 -2 -
X3 0 2 -4 8 -2 -
X1 0 -0,5 15 2 1,25 1.6*

X1 ¢ozumden ¢ikar. Yeni tablo:
Temel Tersi ST

y4 0 12 4 272
S1 1 1,2 -5,6 27,2
X3 0 1,2 -1,6 11,2
X2 0 -0,4 1,2 1,6

Bu ¢ozumun en iyiligi kontrol etmek igin temel digi degiskenlerin indirgenmis
maliyetleri hesaplanmalidir. Hesaplandiginda hepsinin pozitif oldugu gorulebilir
(IGtfen kendiniz hesaplayiniz).

Sonug olarak siranin satis fiyati 50 olursa firma sira Uretmeyi birakmali onun yerine

masa Uretmelidir. Uretim miktarlari x2 = 1.6; x3 = 11.2; kar ise 272 olacaktir.
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6.2.3 Analiz 3. Kisit sag taraf degerinin degismesi

i'nci kistin sag taraf de@eri b’i olursa; en iyi simpleks tablosunun sag taraf degerleri
[b = B~1b] kontrol edilir.

Eger b > 0 ise mevcut temel en iyi kalir. Karar degiskenlerindeki ve amag fonksiyonu
degerindeki degisim degisir, b = B~1b ve Z = cgB~'b = cgb formiilleri ile hesaplanir.
Eger b £ 0 (en az bir sag taraf dederi negatif) ise mevcut ¢dzim yeni durum igin
olurlu degildir. Bu durumda dual simpleks yontemi ile en iyi ¢cézim bulunur.

i'nci kistin sag taraf deg@eri icin temel ¢6zUmuU degistirmeyecek aralik bulunmak

istenirse; b’ = bi +8 kabul edilerek 5'nin b > 0 esitsizligini saglayan degerleri bulunur.

Ornek 6.9. Dakota Mobilya probleminde mevcut cilalama miktari (ikinci kisit sag taraf

degeri) hangi araliklarda degdisirse mevcut ¢ozum en iyi kalir?

Yanit

b% =20+8

) 1 2 —8][ 48 24 + 28 §>—12

b=Bb=|0 2 —4(|20+68|=[8+25|=>0 = &6=>-4
0 —-05 1,5 8 2—0.58 §<4

Sonug olarak -4<56<4 veya 16<b% <24 icin mevcuttemel en iyi kalr.

Ornek 6.10. Dakota Mobilya probleminde mevcut cilalama miktari (ikinci kisit sag
taraf degeri) 18 saat olursa ¢6zim ne olur?
Yanit

Onerilen degisim mevcut cilalama miktari igin izin verilen aralikta oIdugu igin mevcut
~ 20
temel en iyidir. Yeni karar degiskeni degerlerib = B~1b =
—O 5 1, 5

olarak (x1 = 3, x2 = 0, x3 = 4) bulunur. Yeni ama¢ fonk3|yonu degeriise Z = cg

20
[0,20,60]| 4 | = 260 *tir.
3

Ornek 6.11. Dakota Mobilya probleminde mevcut cilalama miktar (ikinci kisit sag

taraf degeri) 30 saat olursa ¢6ziim ne olur?
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Yanit

Onerilen degisim mevcut cilalama miktari igin izin verilen aralikta degildir. Yeni

¢6zUmu bulabilmek igin dual simpleks yontemi kullaniimahdir. Bunun icin dncelikle

simpleks tablosu olusturulur:

z X1 X2 X3 S1 S2 S3 ST TD
1 0 Z :Bg_laj ¢ 0 w= cevB? Z =cgyB™ b z

0 0 0 S1
0 0 y; = B™'q; 1 B! b=B"b X3
0 1 X1
z X1 X2 X3 S1 S2 S3 ST TD
1 0 5 0 0 10 | 10 380 z

0 0 -2 0 1 2 -8 44 S1
0 0 -2 1 0 2 -4 28 X3
0 1 1,25 0 0 -0,5| 1,5 -3 X1

Cozumden x1 ¢ikar, s2 girer.

Z X1 X2 X3 S1 S2 S3 ST D
1 20 30 0 0 0 | 40 320 z

0 4 3 0 1 0o | -2 32 S1
0 4 3 1 0 0 2 16 X3
0 -2 2,5 0 0 1 -3 6 S2

En iyi ¢6zUm bulunmustur. En iyi ¢ozimde x1 =0, x2 =0, x3 = 16 ve Z = 320°dir.

6.2.4 Analiz 4. Yeni bir karar degiskeni eklenmesi

Probleme yeni bir x; karar degiskeni eklenirse; mevcut en iyi ¢ézimun degisip
degismeyecegdi bu karar degiskeni i¢in indirgenmis maliyet [z; — ¢; = ceB™aj - ¢j]
hesaplanarak kontrol edilir.

Eger z; — ¢; = 0 ise (Maks problemi i¢in) mevcut temel en iyi kalir ve mevcut ¢6zim

degismez.
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Eger z; — ¢; < 0 ise (Maks problemi igin) mevcut temel en iyi degildir, xj cozlime girer
ve oran testi ile hangi degiskenin ¢ozumden ¢ikacagi belirlenerek yeni ¢ozum

simpleks yontem ile elde edilir.

Ornek 6.12. Dakota Mobilya probleminde yeni bir Giriin olarak sehpa iretilmesi
degerlendiriimektedir. Sehpa Uretimi igin birer birim marangozluk, cilalama ve tahta
kullanilmaktadir ve sehpanin satis fiyati 15%’dir. Dakota i¢in sehpa iretmek karli olup
olmadigini belirleyiniz.

Yanit

1
x7 Uretilen sehpa miktari olmak Uzere c7 = 15, a, = \1] olsun. Oncelikle x7 igin
1

1
indirgenmis maliyet hesaplanir: z, — c; =[0, 10, 10] [1] — 15 = 5. indirgenmis maliyet
1

pozitif oldugu i¢cin mevcut ¢ozim en iyidir. Sonug olarak x7 = 0 elde edilir, yani Dakota

igin sehpa Uretmek karli degildir.

Ornek 6.13. Ornek 6.12’de verilen durumda sehpa Uretiminin Dakota Mobilya igin
karli olmasi igin sehpanin fiyati ne olmalidir? Sehpa fiyati 28$ olursa yeni ¢6ziim ne
olur?

Yanit

X7 i¢in indirgenmis maliyeti negatif yapacak cz degerleri x7’yi ¢6zime sokacaktir. Bu

sehpanin Uretilmesini saglayacak, bir baska deyigsle sehpa uretimini karli kilacaktir.

1
Z7 _C7 :[0, 10, 10] |:1] _C7 < O
1

Buradan c¢; > 20 oldugunda sehpa uretmek karli olacaktir.
c; = 28olursa, z;, — c; = —8 olur x7 i gdzume girer. Oran testi ile gikacak degisken

bulunur. Duzeltilmig simpleks ile ¢ozime devam edilir.

6.2.5 Analiz 5. Yeni bir kisit eklenmesi

Probleme yeni bir kisit eklenirse en iyi ¢ozUmun degisip degismeyecegdi eklenen yeni
kisit icin en iyi tabloda sag taraf degeri [b = B~b] hesaplanarak kontrol edilir. Burada

yeni kisit ile birlikte temel degisken kiimesine yeni kisitla ilgili gevsek degisken
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eklenecektir. Dolayisiyla B temel matrisi ile B! temel matris tersi degisecektir. Bu
analizi yapabilmek icin oncelikle yeni B bulunmali ve b = B~1b hesaplanmalidir.
Eger b > 0 ise mevcut temel ¢bziim yeni kisiti sagladigi anlasilir. Mevcut temel en iyi
kalir, karar degiskenlerinin ve amag fonksiyonun dederi degismez.

Eger b £ 0 (yeni kisitn sag taraf degeri negatif) ise mevcut temel ¢ézimim yeni kisiti
saglamadigi anlagilir. Mevcut ¢o6zum yeni durum igin olurlu degildir. Bu durumda

simpleks tablosu olusturularak dual simpleks yontemi ile en iyi ¢ozum bulunur.

Ornek 6.14. Dakota Mobilya probleminde urunler bittikten sonra son bir kalite
kontroll yapilmasi gerektigi ortaya ¢ikmistir. Her drtin 0,5 saatte kontrol edilmektedir
ve haftalik toplam 7 saat mevcuttur. Yeni durum igin en iyi ¢6zimu bulunuz.

Yanit

Yeni kisit: 0,5x1 +0,5x2 + 0,5x3<7 = 0,5x1 +0,5%x2+ 0,5x3+s4=7

Yeni temel ¢bziim: BV= {s1, X3, X1, Sa} , NBV={x2,S2,S3}

11 8 0 1 2 -8 0
10 1,5 4 0 } -1 _ 0 2 —4 0
B =, 05 2 0 kullanilarak; B™" = | 05 15 0 hesaplanir.
0 05 05 1 0 —-0,75 1,25 1
1 2 -8 0 24
b=B"1b = 0 0_%5 _4 0 ‘ Ig > 0 oldugu igin mevcut ¢éziim
0 -0.75 125 1 7 2
degismez.

Dikkat! Eger b’de en az bir deger negatif olsaydi, mevcut ¢éziim olurlu degildir
denirdir. Yeni ¢ozumu bulmak igin simpleks tablosu olusturulup Dual Simpleks ile

¢6zUm bulunmasi gerekirdi.
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7. ULASTIRMA SORUNLARI

7.1 ULASTIRMA SORUNLARININ FORMULASYONU
Genel olarak, bir ulastirma sorunu asagidaki bilgileri barindirir:
e Bir triin/hizmet génderen m adet arz noktasi (supply point). i arz noktasi en
fazla si birim arz edebilir.
o Urliniin/hizmetin génderildigi n adet talep noktasi (demand point). j talep
noktasi en az d;j birime gereksinim duyar.
e Bir birimin i arz noktasindan j talep noktasina génderilmesi maliyeti ci'dir.

SOz konusu bilgi asagidaki ulastirma tablosu ile formule edilebilir:

Talep Talep Talep ARZ
noktasi1 noktasi2 777 noktasi n
Arz I C11 | C12 | | Cin s
noktasi 1 !
Arz I C21 | C22 | | C2n
S2
noktasi 2
_____ L1 1 | |
Arz Cm1 I Cm2 | Cmn s
noktasi m m
TALEP d1 d2 dn

Eger toplam talep miktari toplam arz miktarina esitse sorun dengeli ulagtirma

sorunu olarak isimlendirilir.

Xij = 1 arz noktasindan j talep noktasina gonderilen miktar olsun.

Bu durumda ulastirma sorununun genel DP gosterimi asagidaki gibidir:
min i 25 Cij Xi
oyle ki xi < si (i=1,2, ..., m) Arz kisitlari

2ixi=dj(j=1,2, ..., n) Talep kisitlari
Xij= 0
Yukaridaki sorun, bir enbiyutkleme sorunu (ulastirma sonucu kar elde edilmesi gibi)
da olsa, kisitlarinin benzer 6zellikler tasimasi durumunda yine bir ulagtirma

sorunudur.
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7.1.1 Dengeli Ulastirma Sorununun Formiilasyonu
Ornek 7.1. Powerco
Powerco sirketinin dort sehre hizmet veren ug¢ adet elektrik santrali vardir. Her bir
santral sirasiyla 35 milyon, 50 milyon ve 40 milyon kWh elektrik Uretmektedir.
Sehirlerin en yodun saatlerde talep ettigi elektrik miktari ise sirasiyla 45 milyon, 20
milyon, 30 milyon ve 30 milyon kWh'dir. 1 milyon kWh elektrigin bir santralden bir
sehre gonderilmesinin maliyeti agagidaki tabloda verilmigtir. Her sehrin talebini en az
maliyetle kargilamak Uzere bir ulastirma tablosunda dengeli bir ulastirma sorunu
formule ediniz ve sorunun DP modelini gosteriniz.

| Sehir1 Sehir2 Sehir3 Sehir4

Santral 1 $8 $6 $10 $9
Santral 2 $9 $12 $13 $7
Santral 3 $14 $9 $16 $5

Yanit
Ulastirma sorununun tablo gosterimi:
Sehir 1 Sehir 2 Sehir 3 Sehir 4 ARZ
Santral 1 [ 8 L 6 [ 10 L9 35

Santral 2 & | 12 | 13 |L 50
Santral 3 Ii | 9 | 16 |L 40

TALEP 45 20 30 30 125
Toplam talep ve toplam arz esit oldugundan (125 milyon kWh) sorun “dengeli’dir.

Sorunun DP modeli:
xij: Santral i‘de Uretilen ve Sehir j'ye gdnderilen elektrik miktari (million kwh)
min z = 8x11 + 6x12 + 10X13 + 9X14 + 9X21 + 12X22 + 13X23 + 7X24 + 14X31 + OX32 +
16x33 + 5 X34
S.t. X11 + X12 + X13 + X14 £ 35 (arz kisitlarr)
X21 + X22 + X23 + X24 < 50
X31 + X32 + X33 + X34 < 40
X11 + X21 + X312 45 (talep kisitlari)
X12 + X22 + X32 =2 20
X13 + X23 + X33 2 30
X14 + X24 + X34 = 30

XI]ZO (i:1,2,3;j=1;2a3!4)
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7.1.2 Dengesiz bir Ulagtirma Sorununun Dengelenmesi

Fazla Arz

Eger toplam arz miktari toplam talep miktarini gegerse, sorunu dengelemek igin talep
miktari aradaki fark (fazla arz miktari) kadar olan bir yapay talep noktasi yaratilir.
S6z konusu noktaya yapilacak génderimler aslinda olmayacagi i¢in bu noktaya arz
noktalarindan yapilacak ulastirma maliyeti O olacaktir.

Karsilanmayan Talep

Eger toplam arz miktari toplam talep miktarindan azsa, aslinda olurlu bir ¢6zim
yoktur (talepler karsilanamaz). Bu durumda karsilanamayan talep kadar arzi olan bir
yapay arz noktasi yaratilir. Talebin olmayan bir arz noktasindan kargilanmasi (veya

talebin gercekte karsilanamamasi) beraberinde bir “ceza maliyeti” getirir.

Ornek 7.2. Fazla Arz igin Degistirilmis Powerco

Sehir 1'in talebinin 40 milyon kwh oldugunu farz edelim. Bu durumda dengeli bir
ulastirma sorunu formule ediniz.

Yanit

Toplam talep 120 ve toplam arz 125 oldugundan sorun dengeli degildir.

Sorunu dengelemek igin bir yapay talep noktasi eklenir. S6z konusu noktanin talebi
125 — 120 = 5 milyon kwh olacaktir.

Her santralden yapay talep noktasina 1 milyon kwh elektrik gondermenin maliyeti O

olacaktir.
Sehir 1 Sehir 2 Sehir 3 Sehir 4 Yapay ARZ
Santral 1 IL 6 | 10 | 9 0 35
Santral 2 IL I 12 | 13 | ! | 0 50
Santral 3 Ii I 9 l 16 | S l 0 40
TALEP 40 20 30 30 5 125

Ornek 7.3. Karsilanmayan Talep igin Degistirilmis Powerco
Sehir 1’in talebinin 50 milyon kwh oldugunu farz edelim. Karsilanamayan her 1
milyon kWh elektrik icin 80$ ceza maliyeti kesildigine gore problemi dengeli bir

ulastirma sorunu olarak formtle ediniz.
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Yanit
5 milyon kWh elektrik arz eden bir yapay arz noktasi eklenir. Yapay arz noktasina
atanan talep karsilanmayacagi icin maliyet olarak ceza maliyeti (80%) girilir.

Sehir 1 Sehir 2 Sehir 3 Sehir 4 ARZ

Santral 1 lL 6 | 10 |L 35

Santral 2 lL | 12 | 13 |L 50

Santral 3 li | 2 | 16 |L 40
Yapay [ 80| [80 [ 80 [ 80|
arz

TALEP 50 20 30 30 130

Ornek 7.4. Su Kaynagi
Ug sehrin ihtiyaglarini karsilamak Uizere iki su kaynadi mevcuttur. Her bir kaynaktan
gunlik 50 milyon galon su tedarik edilebilir. Her bir sehrin glnlik 40 milyon galon su
ihtiyaci vardir. Karsilanmayan talepler cezalandirilir. 1. sehir icin ceza 20$/milyon
galon, 2. sehir igin ceza 22% / milyon galon, 3. sehir igin ceza 23%/ milyon galon.
Asagidaki tabloda bir milyon galon suyu sehirlere tagsima maliyetleri verilmigtir.
Dengeli ulagstirma sorununu tanimlayiniz.

Sehir 1 Sehir 2 Sehir 3

Su kaynagi 1 7% 8% 10$
Su kaynagi 2 9% 7$ 8%
Yanit

Toplam Arz; 50+50 = 100, toplam talep; 40 + 40 + 40 = 120
Toplam talep toplam arzdan buylk oldugu igin yapay arz noktasi ilave edilir.
Yapay arz noktasindan su alacak sehirlerin talepleri kargilanmamis demektir, bu
yuzden ilgili hucrelere soruda verilen ceza maliyetleri yazilacaktir.
Dengeli ulastirma tablosu asagidaki gibi olugturulur.
Sehir 1 Sehir 2 Sehir 3 ARZ

Su Kaynagi 1 [ 7 [ 8 [ 10 50
Su Kaynagi 2 [ 9 L7 L 8 50
Yapay arz [ 20 [ 22 [ 23 20

TALEP 40 40 40 120
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7.2 TEMEL OLURLU COZUMUN BULUNMASI
Bir ulastirma problemini Ulastirma Simpleksi ile ¢dzebilmek igin éncelikle bir temel
olurlu ¢6ziim (basic feasible solution - bfs) bulmak gereklidir.

Dengeli bir ulagtirma sorunu igin genel DP gosterimi agsagidaki gibi yazilabilir:
min i X Cj Xi
oyle ki xi = si (i=1,2, ..., m) Arz kisitlari

2ixi =dj (j=1,2, ..., n) Talep kisitlari
Xij= 0
S0z konusu soruna bir bfs bulmak i¢in asagidaki 6nemli gézlemi kullanilir:
“‘Eger dengeli bir ulagtirma sorununda xi'lerin degerler kimesi bir kisit haricinde tum
kisitlari saglarsa, bu degerler o kisidi da saglar.”
Bu goOzlem ulastirma sorununun ¢6zimi sirasinda herhangi bir kisiti géz ardi
edebilecedimizi ve m+n-1 kisittan olusan bir DP ¢6zecegimizi gosterir. Genel olarak ilk
arz kisiti degerlendirme digi birakilir.
Geri kalan m+n-1 kisida bfs bulmak igin herhangi bir m+n-1 degiskenin temel ¢6zim
verebilecegini dusuUnulebilir: fakat s6z konusu m+n-1 dediskenin temel ¢dézimde
olabilmesi icin bir dongui olugturmamalari gerekir.
En az dort hticrenin bir dongu olusturmasi icin:
e Herhangi ardisik iki hicrenin ayni satir veya sutunda olmasi gerekir,
e Ayni satir veya sutunda ardigik U¢ hucre olmamalidir,
e Serinin son hucresi ilk hicre ile ayni satir veya sutunda olup doénguyu
kapatmalidir.
Dengeli bir ulastirma sorununa temel olurlu ¢6zim bulmak igin Ug¢ farkli ydontem

kullanilabilir (Dikkat! Bu yontemler ulastirma problemini tamamen ¢ézmek igin degil

bir temel olurlu ¢6zim bulabilmek i¢in uygulanirlar).
1. Kuzeybati Kége (Northwest Corner) Yontemi
2. Enkucuk Maliyet (Minimum Cost) Y6ntemi
3. Vogel'in Yaklagimi
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7.2.1 Kuzeybati Kose Yontemi
Ulastirma tablosunun en sol Ust kdsesinden baglanir ve xii’e mumkun oldugunca
blyuk bir deger atanir (tabii ki; x11 en ¢ok s1 ve d: ikilisinin en kiguk degeri kadar
olabilir).
e Eger x11=s1 ise ilk satir iptal edilir ve di1, d1-s1 olarak guncellenir,
e Eger x11=d1 ise ilk sttun iptal edilir ve s1, s1-d1 olarak giincellenir,
e Eger x11=s1=d1 ise ya ilk satir ya da ilk sutun iptal edilir (her ikisini de degil!)
e Eger satir iptal edilirse da1 sifir yapilir,
e Eger sutun iptal edillirse si1 sifir yapilir.
Bu sekilde devam ederek (her seferinde geri kalan hiicrelerde yeni sol-Ust kdseye
atama yaparak) tum atamalar yapilir. Sonugta, bir hiicre geriye kalacaktir. Satir veya
sutundaki degeri atayarak ve hem satiri hem de sutunu iptal ederek iglemi bitirilir:
boylece bir bfs elde edilmistir.
Ornek 7.5 Asagidaki dengeli ulastirma sorunu icin KBK yontemiyle bir bfs bulunuz.

(Bu yontemde maliyetler gerekmediginden verilmemistir!).

5

1

3

Yanit

Toplam talep toplam arza esittir (9): sorun dengelidir.
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BE

1 K

2 %777

X 0 2 1
m+n-1 (3+4-1 = 6) adet degisken atanmis olur. KBK ydntemi ile segilen degiskenler bir
dongu olusturmadiklarindan bir bfs bulunmustur.

7.2.2 En kicguk Maliyet Yontemi

KBK ydntemi maliyetleri goz 6nline almadigindan baslangig¢ bfs’si maliyeti yuksek olan
bir ¢ozum olabilir ve en iyi ¢gozimun bulunmasi i¢in ¢cok sayida iglem gerekebilir.

Bu durumla kargilasmamak icin kullanilabilecek olan en kiguk maliyet yonteminde en
dusuk tasima maliyeti olan hucreye atama yapilir. Bu hicreye yapilacak xijj atamasi
yine min {si, dj} kadardir.

KBK yontemindeki gibi atama yapilan hucrenin oldugu satir veya sutun iptal edilip arz

ya da talep degeri glncellenir ve tUm atamalar yapilincaya kadar devam edilir.

Ornek 7.6. Asagidaki ulagtirma sorunu igin En kuglk maliyet yontemiyle bir bfs

bulunuz.
Yanit
L2 3 = (6] ¢
2 1 | 3 | 5 10
N 8 [ 4 [ 6 | ¢
12 8 4 6
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2 3 | 5 [ 6] ¢
2 1 | 3 \52
8
3 8 | 4 L6 | &
12 X 4 6
2 3 e \65
2 1 | 3 [ 5 |
2 8
3 8 | 4 L6 | &
10 X 4 6
2 3 | 5 [ 6 |
5
2 1 | 3 \5X
2 8
3 8 | 4 L 6 | e
5 X 4 6
2 3 | 5 |6X
5
2 1 | 3 [ 5 |
2 8
3 8 | 4 [ 6 |
5 4 6
X X X X

7.2.3 Vogel Yaklagimi

Her satir ve sutun igin ceza hesaplanarak yonteme baslanir. Ceza o satir veya
sutundaki en kiguk iki maliyet arasindaki farktir.

Daha sonra cezasi enblyuk olan satir veya sutun bulunur. S6z konusu satir veya
sutundaki en dusuk maliyetli hiicre ilk temel degiskeni verir.

Yine KBK yontemindeki gibi bu degigskene atanacak deger, ilgili htcrenin arz ve talep
miktarlarina baglidir. Gerekli iptaller ve guncellemeler yapilir. Yeniden geri kalan tablo

igin yeni cezalar hesaplanir ve prosedure benzer adimlarla devam edilir.
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Ornek 7.7. Asagidaki dengeli ulastirma sorunu igin Vogel yaklasimiyla bir bfs bulunuz

Yanit

Talep
Situn cezasi

Talep

Sutun cezasi

Talep
Situn cezasi

Talep

Sutun cezasi

14 22 24
e | [ 7] [8]
15 80 78
12 7 9
14-6=8 22-7=15 24-8=16
14 22 24
X
[ 6 | 71 [8]
X
15 80 78
12
X 7 9
22-7=15 24-8=16
14 22 24
X
e | [ 7] [8]
X X 8
15 80 78
12
X 7 1
80-22=58 78-24=54
14 22 24
X 5 X
| 6 71 [8]
X X 8
15 80 78
12
X 2 1

Arz
5

8

15

Arz

Arz

Arz

Satir cezasi
22-14=8

7-6=1

78-15=63

Satir cezasi
24-22=2

8-7=1

80-78=2

Satir cezasi

24-22=2

80-78=2

Satir cezasi

80-78=2
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Vogel yaklasimi ile elde edilen temel olurlu coziim:

Arz
14 22 24 5
X 5 X
6 7 8 8
X X 8
15 80 78 15
12 2 1
Talep 12 7 9

7.3 ULASTIRMA SIMPLEKSI

Ulastirma simpleksi, simpleks yontemin ulastirma probleminin 6zel yapisina gore
dizenlemesi ile geligtirilmistir. Simpleks yontemin temel adimlari ulastirma
simpleksinde de uygulanir. Herhangi bir bfs’nin en iyi olup olmadigini kontrol etmek
icin temel disi degiskenlerin indirgenmis maliyetleri hesaplanmalidir. Bunun igin ¢;; =
cBB‘lai]- — ¢;j = wa;; — ¢;; formdll kullanilir. Burada w her kisitigin golge fiyatlari (dual
degiskenleri) iceren bir vektordur. Ulastirma probleminde m arz noktasi n talep noktasi
olursa; m + n adet kisit yer aldigi igin w icerisinde de bu sayida eleman bulunur. Diyelim
ki; w = (uz, ..., Um, V1, ...,Vn) Olsun; burada ui, ..., um, arz kisitlar ile ilgili dual
degiskenler, vi, ...,vn ise talep kisitlari ile ilgili dual degiskenlerdir. a;; ise Xi
degiskeninin kisit katsayilaridir. Ulastirma probleminde a;;, i'inci ve m+j’inci elemanlari
1, diger elemanlari 0 olan bir vektordlr. Sonug olarak ¢;; = wa;; — ¢;; = u; + v; — ¢j;
olarak hesaplanir. u; ve v; degerlerini bulabilmek igin w = cevB* ifadesinden wB = csv
elde edilir; B igerisinde temel degiskenlerin a;; degerleri yer aldigindan her bir temel
degisken icin waj = ui + vj = cj yazilabilir. Burada verilen kavramsal acgiklama

cercevesinde yontemin adimlari agagida verilmistir.

Yoéntemin Adimlan

1. Eger ulagtirma sorunu dengesiz ise dengelenir,

2. KBK, Enkuguk Maliyet veya Vogel yontemlerinden biri kullanilarak bir bfs bulunur,

3. u1 = 0 olarak kabul edip mevcut bfs'deki tim temel degiskenler icin ui + vj = cj
denklemi kullanarak u’lar ve V'ler hesaplanir.

4. (Enkugukleme sorunlarr icin) Tum temel disi degiskenlerigin ¢;; = u; + v; — ¢;; < 0

ise, en iyi ¢ozUm bulunmustur. Eger bu kosul saglanmazsa ¢;; degeri en pozitif olan
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degisken pivot islemleriile temele girer ve temeldeki degiskenlerden biri cozimden

cikar. Boylece yeni bir bfs bulunmus olur. Adim 3’e gidiniz.

(Enblydkleme sorunlari igin) Tim temel digi degiskenler igin ¢;; = u; + v; — ¢;; 2
0 ise, en iyi ¢6zim bulunmustur. Eger bu kosul saglanmazsa ¢;; degeri en negatif
olan degigken pivot islemleri ile temele girer ve temeldeki degiskenlerden biri
¢6zimden ¢ikar. Boylece yeni bir bfs bulunmus olur. Adim 3’e gidiniz.

Pivot islemleri

1. Cozume girecek olan degisken ile temel degiskenlerin bazilari veya hepsi bir ddngu
olusturur (sadece bir olasi dongu vardir!).

2. Doéngudeki hicreleri cozime giren hicreden baslayarak sayilir. Sayisi ¢ift olanlari
(O, 2, 4, vb.) cift hicreler olarak isaretlenir. Dongudeki diger hucreleri de tek
hicreler olarak igaretlenir.

3. Tek hucrelerde degeri en kuguk olan degisken bulunur. Bu degisken temel digi
kalacaktir. Bulunan en kuguk degere @ denirse; tim tek hlcrelerdeki degerlerden
@ cikartilir ve ¢ift hlicrelerdeki degerlere @ eklenir. Donglde olmayan degiskenlerin

degeri degismez. Eger ® = 0 ise giren degisken 0 degeri ile ¢dzUme girecektir.
Ornek 7.8. Powerco
Powerco 6rnegdini Ulastirma Simpleksi ile ¢ozinlz.
Yanit

Sorun dengelidir (toplam talep toplam arza esittir). Powerco érnegine KBK yontemi

uygulanirsa, asagidaki tabloda gorulen bfs elde edilir (m+n—1=6 temel degisken!).

Sehir 1 Sehir 2 Sehir 3 Sehir 4 ARZ

Santral 1 35 |—8 6 | 10 |_9 35
e | 12 | 13 | 7
Santral 2 10 20 20 50
Santral 3 |—14 L9 [ 16 |—5 40
10 30
. TALEP 45 20 30 30 125
1. lterasyon:
ur=0
uu+vi=8 = vi1=8
u+vi=9 = u=1
u+v2=12 = v2=11
u2z+v3=13 = v3=12
Uuzs+v3=16 —=> usz=4
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us+va=5 = wi=1
Tum temel digi degiskenler icin éij = ui + vj — cij hesaplanir:

€12=0+11-6=5
€13=0+12-10=2
€sa=0+1-9=-8
Ca=1+1-7=-5
€1=4+8-14=-2
€32=4+11-9=6
€32 en pozitif olan degeri verdiginden, xs2 temel degisken olacaktir.

x32’'nin de oldugu dongu (3,2)-(3,3)-(2,3)-(2,2) seklindedir: ® = 10 bulunur.

Sehir 1 Sehir 2 Sehir 3 Sehir 4 ARZ

Santral 1 35 & IL & |L 35
| 9 | 12 | 13 | 7

Santral 2 10 20-0 204D 50
| 14 | 9 | 16 | 5

Santral 3 o 10 30 40

TALEP 45 20 30 30 125

x33 temel disi degisken olacaktir. Yeni bfs agagidaki tabloda verilmigtir:

2. lterasyon:

Uilvj 8 11 12 7 ARZ
0 N [ 8 [ 6 [ 10 [ o ] .
[ 9 [ 12 [ 13 [ 7
! 10 10 30 >0
5 [ 14 [ o [ 16 [ 5 | 4
10 30
TALEP 45 20 30 30 125

€12=5,613=2,614=-2,C624=1,631=-8,633=-6
¢12 en pozitif degeri verdiginden, xi12 ¢cozime girer.
x12’'nin de oldugu dongu (1,2)-(2,2)-(2,1)-(1,1) seklindedir ve ® = 10°dur.
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Sehir 1 Sehir 2 Sehir 3 Sehir 4 ARZ
Santral | 8 | 6 | 10 | 9
35
1 35-0 (0]
Santral | 9 | 12 | 13 | 7 50
2 10+® 10-® 30
Santral | 14 | 9 | 16 | 5 40
3 10 30
TALEP 45 20 30 30 125
x22 ¢bzUimden ¢ikar. Yeni bfs asagidaki tabloda verilmistir:
3. lterasyon:
uilvj 8 6 12 2 ARZ
| 8 | 6 | 10 | 9
0 25 10 35
I 9 | 12 I 13 | 7
1 20 30 50
| 14 | 9 | 16 | 5
3 10 30 40
TALEP 45 20 30 30 125
C13=2,614=-7,620=-5,624=-4,631=-3,633=-1
¢13 en pozitif olan degeri verdiginden, x13 temel degisken olacaktir.
xa13’n de oldugu déngu (1,3)-(2,3)-(2,1)-(1,1) seklindedir. ® = 25
Sehir 1 Sehir 2 Sehir 3 Sehir 4 ARZ
| 8 | 6 10 | 9
Santral 1 25 10 o 35
| 9 | 12 | 13 | 7
Santral 2 20+ 30-0 50
Santral 3 |—14 10 |—9 |—16 30 |—5 40
TALEP 45 20 30 30 125
x11 temel dig1 dedisken olur. Yeni bfs:
4. lterasyon:
uilVj 6 6 10 2 ARZ
| 8 | 6 | 10 | 9
0 10 25 35
3 | 9 | 12 | 13 | 7 50
45 2
| 14 | 9 | 16 | 5
3 10 30 40
TALEP 45 20 30 30 125
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C11=-2,614=-7,622=-3,624=-2,631=-5,33=-3

Tam &i'ler negatif oldugundan en iyi ¢ézim bulunmustur.

Rapor

Santral 2’den Sehir 1’e 45 milyon kwh elektrik gonderilmelidir.

Santral 1’den Sehir 2’ye 10 milyon kwh elektrik gonderilmelidir. Benzer sekilde Santral
3’den Sehir 2’ye 10 milyon kwh elektrik gonderilmelidir.

Santral 1’den Sehir 3’e 25 milyon kwh ve Santral 2°'den $Sehir 3’e 5 milyon kwh elektrik
gonderilmelidir.

Santral 3’'den Sehir 4’e 30 milyon kwh elektrik génderilmelidir

Toplam tagima maliyeti: z = .9(45) + 6(10) + 9(10) + 10(25) + 13(5) + 5(30) = $1020.

7.4 ULASTIRMA SORUNLARI iCiN DUYARLILIK ANALIZzi
Bu bolumde ulagtirma sorunlari i¢in duyarlilik analizi ile ilgili agagidaki noktalar
incelenmektedir:
e Temel Disi Degdiskenin (NBV) amac fonksiyon katsayisinin degistiriimesi.
e Temel Degiskenin (BV) amag fonksiyon katsayisinin degistiriimesi.
e Birarzin A kadar artirlmasi ve bir talebin A kadar artirilmasi.
Bu degisiklikler Powerco sorunu kullanilarak agiklanmaktadir. Animsanacagi gibi

Powerco sorunu igin en iyi ¢6ziim z=%$1,020’dir ve en iyi tablo 6nceki verilmistir.

Temel Dis1 Degiskenin Amag Fonksiyon Katsayisinin Degistiriimesi

Temel digi bir xij degiskeninin amag fonksiyon katsayisinin degistiriimesi en iyi
tablonun sag taraf degerini degistirmez. Bu nedenle mevcut temel hala olurludur.
cevB! degismediginden ui'ler ve vjler degismez. 0. satirda yalniz xij’nin katsayisi
degisir. Bu nedenle xi'nin katsayisi en iyi tablonun 0. satirinda pozitif olmayan bir

deger aldigi slUrece mevcut temel en iyi kalir.

Ornek 7.9. 1 milyon kwh elektrigin Santral 1'den Sehir 1’e iletim maliyetinin hangi
araliktaki degerleri icin mevcut temel en iyi kalir?

Yanit

ci11’in 8’den 8+A’ya deqgistirildigi varsayilsin. A’'nin hangi degerleri icin mevcut temel

eniyikalir? ¢, =u, +v,—c, =0+6—(8+A)=-—2—A.
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Bu nedenle mevcuttemel -2 - A <0,yadaA>-2,ve c11>8-2=6 oldugu surece

mevcut temel en iyi kalir.

Temel Degiskenin Amag Fonksiyon Katsayisinin Degistirilmesi

cevB! degeri degistirildigi icin 0. satirdaki her temel disi degiskenin katsayisi
degisebilir. Mevcut temelin en iyi kalip kalmadigini belirlemek igin yeni ui’ler ve vjler
bulunmali ve bu degerler kullanilarak her temel digi degisken icin olurluluk kogulu
denetlenmelidir. Mevcut temel, temel digi degiskenlerin olurluluk denetimi pozitif

olmayan bir sonug verdigi surece en iyi kalir.

Ornek 7.10 1 milyon kwh elektrigin Santral 1’den Sehir 3’e iletim maliyetinin hangi
araliktaki degerleri icin mevcut temel en iyi kalir?
Yanit

ci3'Un 10’dan 10+A’ya degistigi varsayilsin. O zaman ¢,, =0 denklemi u1 +v3 =

10’dan u1 + vz = 10 + A’ya donusur. Bu nedenle ui'lerin ve vjlerin bulunmasi igin,

asagidaki denklemler ¢ozilmelidir.

u1=0
Uuz+vi=9
Uur+v2==6

u2 +vs=13
us+v2=9
ur+vs=10+A
us+va=5

Bu denklemlerin ¢ozilmesiile u1 =0,v2=6,v3 =10+ A, vi=6+ A, u2=3-A,us =3,
ve va = 2 sonuglari elde edilir.
Bundan sonra her temel digi degisken igin olurluluk denetimi yapilir. Her temel digi

degisken 0. satirda pozitif olmayan bir katsayiya sahip oldugu surece mevcut temel

en iyi kalir.
€, =u, +v, -8=A-2<0 A<2
€=U, +v, -9=-7
C,, =U, +v,-12=-3-A<0 A>-3
Cyy=U, +v, —7=-2-A<0 A>-2
Cy, =Us;+v, —14=-5+A<0 A<5
Cyy =Us; +Vv, —16=A-3<0 A<3

Bu nedenle mevcut temel -2 < A <2, ya da 8 < ci13 < 12 esitsizlikleri gecerli oldugu

surece en iyi kalir.
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Hem si Arzinin Hem de dj Talebinin A Kadar Artirilmasi
Bu degisiklik ulagtirma sorununun dengeli kalmasini saglar. ui'ler and vjler her kisitin
golge fiyatinin negatifi olarak digunulebileceginden mevcut temelin en iyi kalmasi
durumunda yeni z-degeri asagidaki sekilde hesaplanabilir.

yeni z-degeri = eski z-degeri + A (ui) + A (V)
Ornegin, 1. Santralin arzi ve 2. Sehrin talebi 1 birim arttiginda

yeni maliyet= 1,020+ 1 (0) + 1 (6) =$ 1,026.

Karar deg@iskenlerinin yeni degerleri ise su sekilde bulunabilir:

1. xijen iyi gozumdeki temel degiskense xij A kadar arttirilir.

2. Xij en iyi ¢ozumdeki temel disi degigken ise Xij'yi ve bazi temel degigkenleri
iceren dongl bulunur. i satirnda ve dongude olan tek hicre bulunur. Bu tek
hidcrenin degeri A kadar artirilir ve dongude dolasilarak ve degisimli olarak
degerler artinlarak ve azaltilarak mevcut temel degiskenlerin yeni degerleri

bulunur.

Ornek 7.11. 1. Santralin arzi (s1) 2. Sehrin talebi (dz) 2 birim artarsa yeni ¢6ziim ne
olur?
Yanit

x12 en iyi gozumdeki bir temel degigken oldugu igin, yeni en iyi ¢ozum:

Sehirl Sehir2 Sehir3 Sehir4 Arz
uiv 6 6 10 2
e | 6] |10 K
Santral 1 0 12 25 37
e [12] [13 | 7
Santral 2 3 |45 5 50
| 14 | 9] |16 BE
Santral 3 3 10 30 40
Talep 45 22 30 30

Yeni z-degeri 1,020 + 2u1 + 2v2 = $ 1,032.
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Ornek 7.12. 1. Santralin arzi (s1) 1. Sehrin talebi (d1) 1 birim artarsa yeni ¢6zim ne
olur?

Yanit

x11 mevcut en iyi ¢ozimde temel disi bir degisken oldugu igin x11’i ve bazi temel
degiskenleri iceren bir dongu bulunmahidir. Déngu (1, 1) - (1, 3) — (2, 3) - (2, 1)
seklindedir. ilk satirda olup déngu iginde yer alan tek hiicre x13'tlir. Bu nedenle yeni
en iyi ¢6zim x13 ve x21'yi 1 artirarak ve x23'0 1 azaltarak bulunmaktadir. Bu degisiklik

sonucu asagidaki en iyi ¢ozum ortaya konulur:

Sehirl Sehir2 Sehir3 Sehir4 Arz

ui/v 6 6 10 2
L8] [6] [ [ 9]
Santral 1 0 10 26 36
E (12| |13 | 7]
Santral2 3 |46 4 50
(14 [ 9] [16] | 5]
Santral 3 3 10 30 40
Talep 46 20 30 30

Yeni z-degeri = 1,020 + u1 + v1 = $ 1,026’drr.
Dikkat! Hem s1 hem di1 5 birimden fazla arttirilirsa mevcut temel ¢6zim olurlu olmaz!
Neden?

7.5 GEGIiCi KONAKLAMA SORUNLARI

Bazi durumlarda génderim strecindeki bir nokta hem Grin/hizmet génderebilir, hem
de sz konusu noktaya Uriin/hizmet gonderilebilir. Urlin/hizmetin arz noktasindan talep
noktasina gonderimi sirasinda gecici olarak konakladigi bu nokta gecici konaklama
noktasi olarak isimlendirilir.

Bu Ozelligi olan bir gonderim sorunu gegcici konaklama sorunudur.

Gegici konaklama sorununa en iyi ¢6zim s6z konusu sorunu ulastirma sorununa

donusturerek bulunabilir.

Uyan
“‘Ulastirma Sorunlarinin Formulasyonu” bélumunde belirtildigi gibi, bir baska noktaya
bir tGriin/hizmet gonderen fakat hi¢ bir noktadan Utrin/hizmet alamayan nokta arz

noktasi olarak isimlendirilir.
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Benzer sekilde, bir talep noktasi da diger noktalardan Grtin/hizmet alabilir fakat hic bir
noktaya urin/hizmet gbnderemez.
Bu acidan gegici konaklama noktasi; baska noktalara triin/hizmet génderebilen ve

baska noktalardan drin/hizmet alabilen noktalar olarak tanimlanabilir.

Adimlar
1. Eger sorun dengesiz ise sorunu dengeleyiniz.
s = dengeli sorun igin toplam arz (veya talep) miktari olsun.
2. Asagidaki sekilde bir ulastirma tablosu kurunuz:
Her arz ve gegici konaklama noktasi igin tabloda bir satir gerekecektir,
Her talep ve gecici konaklama noktasi igin bir stitun gerekecektir,
Her arz noktasinin arzi o noktanin arz miktari kadar olacaktir,
Her talep noktasinin talebi o noktanin talep miktari kadar olacaktir,
Her gecici konaklama noktasinin arzi “o noktanin arz miktar1 + s” kadar olacaktir,
Her gecici konaklama noktasinin talebi “o noktanin talep miktari + s” olacaktir.

3. Ulagtirma sorununu ¢o6zunuz.

Ornek 7.13. Kuruoglu

(Winston 7.6.’dan esinlenilmistir)

Kuruoglu Malatya ve G.Antep’deki fabrikalarinda akrilik iplik Gretmektedir. Malatya’daki
fabrika glinde en fazla 150 ton, G.Antep’teki fabrika ise gunde en fazla 200 ton iplik
tretebilmektedir. Uretilen iplikler karayolu ile istanbul, izmir ve Ankara’daki miisterilere
g6nderilmektedir. izmir ve istanbul’daki misterilerin talepleri 130 ton iken Ankara’daki
musterilerin talebi 50 tondur. Gonderim maliyetlerindeki degisiklikler yluzinden
urunlerin fabrikalardan ucakla 6ncelikle Ankara veya Eskigehir'e gonderilmesi ve daha
sonra nihai musgterilere bu sehirlerden ulastirlmasi dugunulmektedir. Asagidaki
tabloda sehirler arasi birim tagima maliyetleri verilmigtir. Kuruoglu toplam tasima
maliyetlerini enazlayacak sekilde musteri taleplerini karsilamak istemektedir.

Problemi gecici konaklama problemi olarak disunerek dengeli ulastirma tablosunu

olusturunuz.

TL/ton Ankara  Eskisehir Istanbul Izmir
Malatya 8 13 25 28
G.Antep 15 12 26 25
Ankara 0 6 16 17

Eskisehir 6 0 14 16
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Yanit
Bu sorunda Malatya ve G.Antep arz noktasi; istanbul ve Izmir talep noktasi; Ankara

ve Eskisehir gecici konaklama noktasidir.

Adim 1. Sorunu dengeleme
Toplam arz = 150 + 200 = 350
Toplam talep = 130 + 130 + 50 = 310
Yapay talep = 350 — 310 =40

s = 350 (dengeli sorun igin toplam arz veya talep miktar)

Adim 2. Bir ulastirma tablosu kurma

Gegici konaklama noktasi talebi = O noktanin talep miktari + s

Ankara icgin talep: 50 + 350 = 400 Eskisehir icin talep: 0 + 350 = 350
Gegcici konaklama noktasi arzi = O noktanin arz miktari + s
Ankara igin arz: 0 + 350 = 350 Eskisehir icin arz: 0 + 350 = 350
Ankara  Eskisehir  istanbul izmir Yapay Arz
Malatya L8 13 L 25 [ 28 Lo 150
G.Antep | 15 | 12 | 26 | 25 | o 200
Ankara Lo L6 [ 16 [17 Lo 350
Eskisehir L Lo [ 14 [ 16 Lo 350
Talep 400 350 130 130 40 1050

Adim 3. Ulastirma sorununun ¢6zimu (Adim 2’de olusturulan ulastirma tablosunun
ulastirma simpleksi kullanilarak ¢ozumu asagida verilmistir — ulastirma simpleksinin

adimlari gosterilmemistir.)

Ankara Eskisehir Istanbul Izmir Yapay Arz
Malatya 150| 8 [ 13 [ 25 [ 28 Lo 150
G.Antep | 15 - | 12 | 26 130| 25 20 | 0 200
Ankara 250| 0 |6 100| 16 | 17 Lo 350
Eskisehir L6 320| 0 20 [ 14 [ 16 Lo 350
Talep 400 350 130 130 40 1050
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Rapor:

Kuruoglu Malatya’da 150 ton akrilik iplik dretip bunlarin tamamini Ankara’ya
gondermelidir. Ankara’ya gelen 150 ton Urdnin 50’si Ankara’nin talebi igin
kullanilirken; 100’0 istanbul’a génderilir. G.Antep’de 160 ton iplik tretilmelidir (Yapayin
40 cikmasi G.Antep’in 200 dretim kapasitesinin  40'nin  kullaniimayacagini
g6stermektedir). Uretimin 130’u dogrudan izmir'e, 30’u Eskisehir tizerinden Istanbul’a
gonderilmelidir.

Bu durumda toplam tagima maliyeti 6830 TL olacaktir.

Ornek 7.14. Asagida bir gegici konaklama problemi ag yapisi ile gosterilmistir.
Noktalarin Uzerinde arz/talep miktarlari verilmistir. Olasi ulasim secgenekleri ve birim
maliyetleri baglantilar ve baglantilar Gzerindeki maliyetler ile ifade edilmistir. Problemi

ulastirma problemine donustirerek ulastirma tablosunu olusturunuz.

7.6 ATAMA SORUNLARI
Ulastirma sorunlarinda her arz noktasinin bir talep noktasina atanmasini ve her talebin
karsilanmasini gerektiren 6zel bir durum sdz konusudur. Bu tip sorunlar “atama
sorunlar’” olarak isimlendirilir. Ornedin hangi isginin veya makinenin hangi isi
yapacagini belirlemek bir atama sorunudur.
7.6.1 DP Gosterimi
Bir atama sorununda bir arz noktasini bir talep noktasina atamanin maliyeti ci/dir.
Ote yandan, bir xj 0-1 tamsayi degiskeni asagidaki gibi tanimlanir:

xij = 1 e@er i. arz noktasi j. talep noktasinin talebini karsilamak Uzere atanirsa

xij = 0 eger i. arz noktasi j. talep noktasinin talebini karsilamazsa
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Bu durumda, bir atama sorununun genel DP gésterimi asagidaki gibidir:
min i 25 Cij Xi
oyle ki xj =1 (i=1,2, ..., m) Arz kisitlari

2ixi=1(=1,2, ..., n) Talep kisitlari

Xij =0 veya xj=1

7.6.2 Macar YOontemi

Tam arz ve talep miktarlari tamsayi oldugundan, en iyi ¢cozimdeki tim degiskenler de

tamsayl olmalidir. Her kisitin ST degeri 1’e esit oldugundan, her xj 1’den buylk

olmayan ve negatif olmayan bir tamsayi olmalidir. Bu durumda her xj O veya 1

olmalidir.

xij = 0 veya xij = 1 kisitlamasini DP gosteriminde ihmal edersek, her arz noktasinin bir

adet arz ettigi ve her talep noktasinin bir adet talep ettigi dengeli bir ulagtirma sorunu

ile kargilagirnz.

Fakat atama sorununun ulastirma simpleks yontemi ile ¢ozilmesi yukarida verilen

kisittamayi kullanmayacagi igin etkin olmayacaktir.

Bu yuzden simpleks’den daha basit bir algoritma olan Macar Yontemi ile atama

sorunlari ¢ozulUr.

Uyan

1. Amac¢ fonksiyonunun enblyuklenmesi istenilen atama sorunlarinda karlar
matrisindeki elemanlarin —1 ile garpilarak sorunun enklcuikleme sorunu olarak
Macar Yontemi ile ¢6zilmesi gerekir.

2. Eger maliyet matrisinde satir ve sutun sayilari esit degilse atama sorunu
dengesizdir. Bu durumda sorunu Macar Yontemi ile ggzmeden 6nce bir veya daha
fazla sayida yapay nokta eklenerek dengelenmelidir..

Adimlar

1. mxm’lik maliyet matrisinin her satirindaki en kiiglik maliyeti bulunuz.

Her maliyetten kendi satirindaki en kiiguik maliyeti ¢cikararak bir matris kurunuz.

Yeni matrisde her sttunun en ki¢cik maliyetini bulunuz.

H wnN

her maliyetten kendi sUtunundaki en kuguk maliyeti ¢ikararak yeni bir matris

(indirgenmis maliyet matrisi) kurunuz.
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5. indirgenmis maliyet matrisindeki tim sifirlari értecek sekilde en az sayida (yatay
veya dusey) ¢izgi ¢iziniz. Eger bu islem igin m adet ¢izgi gerekli ise en iyi ¢dzim
bulunmustur. Eger gerekli ¢izgi sayisi m adetten az ise bir sonraki adima geginiz.

6. Indirgenmis maliyet matrisinde Adim 5’de cizilen cizgiler ile értilmemis en kiglk
maliyeti (K) bulunuz.

7. Her Ustunden c¢izgi gegcmeyen maliyetten K'yi ¢ikariniz ve gift ¢izgi ile ortilen her

maliyete K’'y1 ekleyiniz. Adim 5’e dénuniz.

Ornek 7.15. Ugus Ekibi

(Winston 7.5.’den esinlenilmistir)

Dort adet kaptan pilot (P1, P2, P3, P4) uguslarda beraber olduklari dort adet ugus
teknisyenini (T1, T2, T3, T4) yetkinlik, uyum ve moral motivasyon acisindan 1-20
Olceginde degerlendirmislerdir (1: ¢ok iyi, 20: ¢ok kotl). Degerlendirme notlari tabloda
verilmigtir. Havayolu sirketi her ugus teknisyeninin kaptan pilotlara atamasini bu
degerlendirmelere gére yapmak istemektedir.

! T2 T3 T4
P1 2 4 6 10
P2 2 12 6 5
P3 7 8 3 9
P4 14 5 8 7

Yanit:
Adim 1 & 2 Tablodaki her satir igin en kuigik maliyetler bulunur ve her maliyetten kendi

satirindaki en kuiguk maliyet ¢ikarilir.

Satir min
2 4 6 10 2 0 2 4 8
2 12 6 5 2 = 0 10 4 3
7 8 3 9 3 4 5 0 6
14 5 8 7 5 9 0 3 2

Adim 3 & 4. Yeni matrisin her stitunun en kiiciik maliyeti bulunur. Her maliyetten kendi

sutunundaki en kuguk maliyeti ¢cikararak indirgenmis maliyet matrisi elde edilir.

0 2 4 8 0 2 4 6

0 10 4 3 = 0 10 4 1

4 5 0 6 4 5 0 4

9 0 3 2 9 0 3 0
Sidtun min 0 0 0 2
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Adim 5. Asagidaki tabloda gosterildigi gibi 3. ve 4. satirile 1. sutunda ¢izilecek gizgiler
indirgenmis maliyet matrisindeki tim sifirlari orter. Gerekli en az cizgi sayisi 3’dur.

4’den az ¢izgi gerektiginden ¢6zim en iyi degildir. Bir sonraki adima gegilir.

DI O O
oognwN
wohAN
[@ 2N o))

Adim 6 & 7. Ortiilememis en kiiglik maliyet 1'dir. Her 6rtiilmemis maliyetten 1 ¢ikarilir

ve iki ¢izgi ile ortilenlere 1 eklenir.

0 2 4 6 0 1 3 5
) 10 4 1 N 0 9 3 0
] 5 0 4 5 5 0 4
9 0 3 0 10 0 3 0

Yeni tabloda tim sifirlari dortten daha az cizgi ile 6rtmek mimkidn dedgildir. En iyi
¢6zUm bulunmustur.

Situn 3’deki tek sifir xs3’de ve Sutun 2'deki tek sifir xs2’dedir. Satir 4 tekrar
kullanilmayacagi i¢in Sutun 4 igin kalan sifir x24’dedir. Son olarak x11'i segeriz. Secilen
tim karar degiskenleri 1’e esittir.

Rapor:

P1T1ile, P2 T4 ile, P3 T3 ile ve P4 T2 ile ugmalidir.

Ornek 7.16. Enbuylkleme sorunu
Asagida amag fonksiyonu enbuyukleme (maksimizasyon) olan bir atama probleminin

amagc fonksiyonu katsayilari verilmistir. Problemi Macar Yoéntemiyle ¢dzinuz.

N|j©o|o|~N|w|®

Nw|w|o|u| T

[ERN
CD\I(DI\JOLn

mo|0|w|>
N|o|olN (o |T
N || w|oo|—

Yanit:

Enbuyukleme problemlerinde Macar Yontem uygulayabilmek igin tablodaki katsayilara

on igleme yapilmais gerekir. Bu iki yolla yapilabilir.
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Birinci yol: Tum katsayilar -1 ile ¢arpilarak problem enkucuklemeye donusturulir ve
Macar Yontem yukarida verilen adimlara gore uygulanir. Bu yolda baslangi¢ tablosu

su sekilde olacaktir.

F G H I J
A 6 -3 5 -8 -10
B -2 7 -6 -3 -2
C 5 -8 -3 4 -6
D -6 -9 -3 -1 -7
E -2 -2 -2 -2 -8

ikinci Yol: her satirda en bilyiik deger bulunarak, en biiyiik degerden satirdaki degerler
cikarilarak ilk adim uygulanir. Sonrasinda Macar Yontem 3. adimdan bagslayarak ayni

sekilde uygulanir.

F G H I J Maks

A 6 3 5 8 10 10
B 2 7 6 3 2 7
C 5 8 3 4 6 8
D 6 9 3 1 7 9
E 2 2 2 2 8 8

Her deger icin, kendi satirindaki maksimumdan kendi degeri ¢ikarilir:

F G H I J

A 4 7 5 2 0

B 5 0 1 4 5

C 3 0 5 4 2

D 3 0 6 8 2

E 6 6 6 6 0

Min 3 0 1 2 0

Bu tablodan sonra Mayar Ydéntemi ayni sekilde uygulanir. Ornegin sonraki adimda her

sutunun en ku¢ugu bulunarak her degerden kendi sutununun en kugugu cikarilacaktir:

F G H I J
A 1 7 4 0 0
B 2 0 0 2 5
C 0 0 4 2 2
D 0 0 5 6 2
E 3 6 5 4 0

Sonraki adimlari lGtfen kendiniz uygulayin.

Rapor:
En iyi kar = 36, Atamalar: A-1, B-H, C-G, D-F, E-J
Alternatif en iyi cozum: A-1, B-H, C-F, D-G, E-J
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Ornek 7.17. Dort is bes isci tarafindan asagida verilen tablodaki zamanlarda
yapilabilmektedir. Sureler dakika cinsinden verilmistir. Cizgiler (--) o is¢inin o igi
yapamayacagini gostermektedir. Toplam gerekli zamani en kuguklemek i¢in hangi is

hangi isciye atanmahdir?

isCi isA  isB isC isD

1 22 18 30 18

2 18 -- 27 22

3 26 20 28 28

4 16 22 -- 14

5 21 -- 25 28
Yanit:

Problemi dengeli hale getirmek icin yapay is ilave edilmelidir. (--) ile gOsterilen yerlere
atama yapilmamasi igin buyuk bir maliyet (M) girilmelidir. Atama igin baslangig tablosu

asagidaki gibi olacaktir:

IsCi isA |isB |isC |isD | Yapayis
22 18 30 18
18 M 27 22
26 20 28 28
16 22 M 14
21 M 25 28

Q| WIN|F
O |0|0|0|0

Bu tablodan baslayarak Macar Yontem uygulanabilir. Cozerken M yerine 100 gibi
tablodaki diger degerlere gore goreceli olarak yuksek bir sayi yazilabilir.

Rapor

En disuk maliyet = 75

Atamalar: 1-B, 2- A, 3-Yapay, 4-D, 5-C

3. lscinin Yapay’a atanmasi, o isciye is atanmayacagini gdstermektedir.
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8. AG MODELLERINE GiRIS

Telefon hatlari, internet, kara yollari, elektrik sistemleri ve su dagitim sistemleri gibi bir
cok fiziksel yapi yasamimizin igerisinde olan ¢ok bilinen aglardir. Bu sistemler,
urunlerin en kisa yolla veya en duguk maliyet ile istenilen yerlere gonderilmesi gibi
ortak problemler icerirler. Bu fiziksel aglar gibi bir ¢cok eniyileme problemi de ag

gOsterimi ile analiz edilebilir.

AJ enyilemesi konusunun kokleri 1940’lara dogrusal programlamanin gelismesine
kadar gider. Bundan sonra teorik ve uygulama aragtirmalarinin artmasi ve pratik birgok

probleme uygulanmasi ile ag enyilemesi konusu hizla gelismistir.

Ders kapsaminda birka¢ 6nemli ag modelinin tanitimi yapilacaktir: bu konular
icerisinde en kisa yol problemi, en buyuk akig problemi, en kuguk maliyetli akig

problemi ve proje yonetimi vardir.

Bir ad veya c¢izge iki ana unsur ile tanimlanir. Bir yonli G(N,S) agi sonlu dugum (kose,
nokta) kimesi N = {1,2,..., m} ve bu dugumleri birbirlerine baglayan sonlu yonlu
baglanti (yay, dal, ¢izgi) kimesi S = {(i,j), (k,)),...,(s, t)} ile tanimlanir. (i,j) baglantisi i ve
J dugumlerini i'den j yonune baglar. Bir agin m dugum ve n baglantidan olustugu
varsayilabilir. Ornegin asagidaki ag dért diigiim ve yedi baglantidan olusmaktadir ve
N ={1,2,3,4}, S={(1,2), (1,3), (2,4), (2,3), (3,2), (3,4), (4,1)}.
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8.1 EN KISA YOL PROBLEMi

m dugum ve n baglantidan olusan bir G(N,S) agini géz 6éntne alalim. Her (i,j)) € S
baglantisi i¢in bir cij maliyeti verilsin. Bir baslangi¢c noktasindan (dugum 1) bitis

noktasina (digim m) en kisa rotayi bulma problemine en kisa yol problemi denir.

Ornek 8.1. Firmalara kargo hizmeti veren ATK-Brown sirketi, bir musterisinin
artnlerini dagitim merkezinden (digum 1) masterinin deposuna (dugim 6) tasimak
istemektedir. Olasi yollar ve km cinsinden uzunluklari asagidaki sekilde verilmistir.

Burada problem 1. noktadan 6. noktaya ulasmak i¢in en kisa rotayi belirlemektir.

8.1.1 En kisa yol probleminin DP gosterimi

xij = 0 veya 1; (i,j) baglantisinin en kisa yol Uzerinde olup olmadigi gostermek uzere,

m
Min Z Z Cijxij

i=1j=1
Oyle ki; Tixyy=1
Z}"zlxij — Y1 Xk =0 i=2,....m-1
=1 Xim =1
xij=0veyal,ij=1,2,....m.

Burada toplamlar agdaki mevcut olan baglantilar i¢in hesaplanir.

8.1.2 Dijkstra Algoritmasi

Tdm cij > 0 oldugu durumu g6z énline alalim. Bu durum igin bir noktadan (dGgim 1)
diger tUm noktalara en kisa yolu veren ¢ok basit ve etkin bir yontem vardir: Dijkstra
Algoritmasi. Bu yontem bir etiketleme algoritmasidir ve dugumleri dnce gegici sonra

da kalici olarak etiketleyerek ilerler.

Dr. Y. ilker Topcu (www.ilkertopcu.info) & Dr. Ozgur Kabak (web.itu.edu.tr/kabak)

137


http://www.ilkertopcu.info/
http://web.itu.edu.tr/kabak

END331 2021-2022
BASLANGIC ADIMI
Baslangi¢ dugumu (dagum 1) 0 olarak kalici etiketlenir.
Diger tum dugumler « olarak gegici etiketlenir.
ANA ADIM
1) Tum gegici etiketleri guincelle:
j diguma gegici etiketi=
_ j diiglimiiniin mevcut gecici etiketi

min {i digimiiniin kalic etiketi + (i, j)baglantisinin uzunluguy, (i, j) € S icin
2) En kicglk gecici etikete sahip dugimun gecici etiketini kaliciya geuvir.
3) Ana adimi varis dugumunun kalici etiketini buluncaya kadar yurat, bulunca dur.

En kisa rotayi bulabilmek icin m’den 1’e geriye dogru; etiketleri arasindaki fark

aralarindaki mesafeye esit olan dugumlerden gecerek gidilir.

Ornek 8.2. Ornek 1’deki problem igin en kisa yolu bulunuz.

Yanit: P(i): i'nin kalici etiketi; T(i): i'nin gegici etiketi olmak tzere;

BASLANGIC ADIMI

P1)=0,T(@)=w,i=2,...6.

ANA ADIM - 1’'nci kogsum

T(2) = min (e, P(1) + c12) = min (o, 2) = 2

T(3) = min (w0, P(1) + c13) = min («, 4) =4

T(4)=T(5) =T(6) = =

Dugum 2'nin gegici etiketini kalici hale getiriyoruz; P(2) = 2.
ANA ADIM - 2'nci kogsum

T(3) =min (4, P(2) + c23) =min (4,2+1) =3
T(4)=6,T(5)=4,T(6) = «

Dugum 3'nin gegici etiketini kalici hale getiriyoruz; P(3) = 3.
ANA ADIM - 3’lGnct kogum

T4)=6
T(5) =min (4, P(3) + c3s) =min (4,6) =4
T(6) = o

Dugum 5’in gegici etiketini kalici hale getiriyoruz; P(5) = 4.

ANA ADIM - 4’Gnci kosum

T(4) = min (6, P(5) + ¢cs4) =min (6,7) = 6

T(6) = min (o, P(5) + Cs6) = (0, 6) = 6

Dugum 6’'nin gegici etiketini kalici hale getiriyoruz; P(6) = 6. Varig digumunun kalic
etiketi bulundu, dur.

En kisa yol 1-2-5-6 dugumlerinden gegcmektedir. Toplam maliyet (toplam uzaklk) 6
km'’dir.
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8.2 EN BUYUK AKIS PROBLEMi

m dugum ve n baglantidan olugan bir G(N,S) agini g6z 6nune alahim. Ag Uzerinden
tek bir Grinln akigi planlanmak istensin. Her (i,j) € S baglantisinin tizerinde akan
ardn miktari bir uij Gst limiti ile sinirlandirilsin. Bu sekilde tanimlanan bir agda bir
baslangi¢ noktasindan (digum 1) bitis noktasina (dugim m) en fazla Grin akisini
bulma en buyuk akis problemi olarak tanimlanir. Problemde herhangi bir maliyet s6z

konusu degildir.
Ornek 8.3. (Winston 8.3'ten esinlenilmistir.)

ATK-Petrol agagida verilen ag Uzerinde s, ‘dan si'ye bir saatte gonderilecek ham
petroll miktarini enblyuklemek istemektedir. Ham petrol so ‘dan si’ye tasinirken 2, 3
ve 4 numarali istasyonlarin hepsinden veya bir kismindan gecmelidir. Sekildeki
baglantilar farkli captaki boru hatlarini gdstermektedir. Her bir baglanti Gzerinden bir
saatte tasinabilecek en fazla petrol miktarlari milyon varil cinsiden sekil Gzerinde
verilmigtir. Burada problem verilen sartlarda so ‘dan si'ye bir saatte gonderilecek en

fazla ham petrol miktarini bulmaktir.

8.2.1 En buyiik akig probleminin DP gosterimi

Digum 1’den dagum m’ye akis file; (i,j) badlantisi Gzerindeki akis xi ile gosterilmek

tzere;

Maks f

Oyle ki; Ymixy=f
Yje1Xij — Lk=1 Xk = 0 i=2,....m-1
iz Xigm = f
Xij <uj L,j=12,..,m.
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Xij >0, 1,j=1,2,...,m.
Burada toplamlar ve esitsizlikler agdaki mevcut olan baglantilar igin tanimlanmistir.
Ornek 8.4. Ornek 3'te verilen problemi ¢ézmek igin gerekli DP’yi kurunuz.
Yanit:

Maks f

Oyle ki; X1+ x3=Ff
X3+ X4 —X12 =0
X34+ X35 = X193 — X3 =0
X45 = X4 — X34 =0
Xg5 + X35 = f
X1 < 2
X3 <3
X3 <1
Xo4 < 4
X34 < 2
X35 < 2
Xg5 <7

Tam degigkenler > 0

(not: so ve si noktalarinin indis numaralari 1 ve 5 olarak alinmigtir.)
Ornek 8.5. Projeye isgiicii planlama

Bir insaat firmasi gelecek dort ay iginde Ug¢ projeyi bitirmek zorundadir. Projelerin
bitiriimesi gereken zamanlari ve bu slrede gerekli toplam isgicu miktari (adam*ay
olarak) tabloda verilmigtir. Firmanin elinde 8 adet is¢i bulunmaktadir. Bir projede bir
ayda en fazla 6 is¢i gorevlendirilebilir. Ug projenin zamaninda tamamlanip
tamamlanmayacagini bulabilmek igin bir en biyiik akis problemi tanimlayiniz. (ipicu:

Eger en blyuk akis 30 olursa projeler zamaninda tamamlanir.)

Proje no  Bitirme zamani Gerekli isgucu
1 3. ay sonu 8 adam*ay

2 4. ay sonu 10 adam*ay

3 2. ay sonu 12 adam*ay

8.3 EN KUGUK MALIYETLI AKIS PROBLEMI

En kaguk maliyetli akis problemi ders kapsaminda islenen ulastirma, atama, gegici
konaklama, en ku¢uk maliyetli akis, en buyuk akis ve CPM problemlerinin en genel

halidir. En kiiguk maliyetli akis problemine dugumler icin talep ve arz degerleri ile
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baglantilarla ilgili maliyetler ve Ust / alt sinirlar dahil edilebilir. Problemin tanimi

asagida verilmistir.

m digum ve n baglantidan olusan bir G(N,S) agini gdéz 6ntine alalim. N kiimesindeki
her i dGgumu igin bir bi tanimlanir. bi, eger bi > 0 ise arz miktarini, eger bi<O0 ise
talep miktarini ifade eder. i dugumleri; eger bi > 0 ise arz noktasi, eger bi< 0 ise
talep noktasi olarak siniflandirilabilir. Eger bi = 0 ise i dUgumu arz veya talep noktasi
degildir, gecici konaklama veya ara nokta olarak isimlendirilebilir. Her (i,)) € S
baglantisi icin baglanti Uzerindeki akis xij gosterilsin. Ayrica her baglanti i¢in cj
maliyeti ve baglanti Gzerindeki akisin en blydk ve en kiguk miktarlari ujj ve [;;

verilsin.

En ku¢uk maliyetli akis problemi, verilen sartlarda kullanilabilir arzin ag boyunca

tasinarak talepleri en kiguk maliyetle taginmasi olarak tanimlanir.

Matematiksel olarak problem asagidaki DP ile ifade edilebilir (toplamlar ve
esitsizlikler agdaki mevcut olan baglantilar igin tanimlanmigtir.)

m m
Min Z Z Cijxl'j

i=1j=1
Oy1€ kl, Z}Tl::lxij_zzglxki = bi i=1,...,m

L. <x

ij = < uij l,] = 1,2,...,m.

ij
xij >0, 1,j=1,2,...,m.

Burada akis dengeleme denklemleri olarak ifade edilen ilk kisit i dugumundeki net
akigin bi'ye esit olmasini sadlar. ikinci kisit baglantilardaki akisin alt ve (st sinirlar

icerisinde kalmasini saglar.
Ornek 8.6. (Winston 8.5'ten esinlenilmistir.)

Asagida verilen yol agina her saat 1 noktasindan 900 ara¢ girmektedir. Bu
araclardan 300 tanesi 4 noktasindan, 500 tanesi 6 noktasindan ve 100 tanesi de 5
noktasindan c¢ikacaktir. Sekil Gzerinde her baglanti Gzerinde, araglarin baglantiyi
gecme suresi (dakika olarak) ve baglantidan bir saatte gegebilecek azami arag sayisi
verilmigtir. tum araglarin 1 noktasindan 4, 5 ve 6 noktalarina en kisa sirede varmasi

icin problemi en kiiguk maliyetli akig problemi olarak modelleyiniz.

Dr. Y. ilker Topcu (www.ilkertopcu.info) & Dr. Ozgur Kabak (web.itu.edu.tr/kabak)

141


http://www.ilkertopcu.info/
http://web.itu.edu.tr/kabak

END331 2021-2022

(cii, uij)
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