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Florida sahili: yakinlarindaki kasirganin: uydu gorunttsu. Havayla
birlikte hareket eden su damlaciklari, saatin tersi yonundeki girdap
hareketinin gézlenmesine olanak vermistir. Bununla birlikte kasirganin
biyltk bir bolumu aslinda dontumsiz olup, sadece firtinanin merkezi

(firtina g6zt) donumlu dur.



Ogrenim Amaclari

Lagrange ve Euler yaklasimlari arasindaki
donusumde maddesel tlrevin  rolUnU
anlayabilmelidir

Cesitli akis gorunttuleme tipleri ile bir akisa
alt karakteristiklerin cizim yontemlerini ayirt
edebilmelidir

Akiskanlarin bircok sekilde gerceklesen
hareket ve sekil degistirme 0Ozelliklerini
kavrayabilmelidir

Akisin vortisite oOzelligine gdre donumli ve
donumsulz akis bolgelerini ayirt edebilmelidir

Reynolds transport teoreminin faydasini
anlayabilmelidir



4-1 m LAGRANGE VE EULER YAKLASIMLARI

Kinematik: Hareketin incelenmesiyle ilgilenir.

Akiskan Kinematigi: Akiskanlarin nasil aktiginin ve aklskan hareketlnln nasil
tanimlanacaginin incelenmesidir. '

- Temelde hareketi tanimlamanin iki farkhh yolu vardir: Lagrange ve Euler
yaklasimlari.

Lagrange Yaklasimi: Cisimlerin tek tek yortingeleri takip edilir.

Bu yaklasim, akigskan parcacigi olarak bahsedecegimiz ve sabit Ozellikli bir parca

olarak kabul edecegimiz, her bir akigkan parcaciginin hizini ve pozisyonunu
~izlememizi gerektirir.

S
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Xc
~ Bir bilardo masasindaki toplar gibi az  Lagrange yaklasiminda tek tek

sayida cisim oldugunda bunlarin her parcaciklarin konum ve h|zlar|n|n' 4
biri ayr1 ayri izlenebilir. izlenmesi gerekir.



Daha yaygin bir akis tanimlama yontemi ise Euler yaklasimi dir.

Euler akis tanimlama yaklasiminda akiskanin icerisinden girip ¢iktigi ve akis
bdlgesi veya kontrol hacmi adi verilen sonlu bir hacim tanimlanir.

Bu durumda akigskan parcaciklarinin tek tek izlenmesi yerine, kontrol
hacminin icerisinde konumun ve zamanin fonksiyonu olan alan degiskenleri
tanimlanir.

Belirli bir anda belirli bir konumdaki alan degiskeni, o anda o konumu isgal
eden parcaciga ait degiskenin degerini alir.

Ornegin basing alani, nitelik bakimindan skaler alandir ve kartezyen
koordinatlardaki genel, daimi olmayan, Uc¢-boyutlu akis icin soyle ifade edilir:

Basing alani: P = Plx,y,z,1)
Benzer sekilde hiz ve ivme alanlari ise vektor alanlari olarak tanimlanir:

Hiz alan: V = Vix, ¥: Z,y 1)

Ivime alan:: a=da(x,vzi)

Bunlar (ve diger) alan degiskenleri hep birlikte akis alani ni tanimlar. Hiz alani
kartezyen koordinatlarda asagidaki gibi ifade edilebilir.

—

V= v.,w)=ux v, z,0)i +uvix, vz, H} + wix, v, z, K



Kontrol hacmi

(b)

-__-——"

Euler yaklasiminda her bir akigkan
parcacigina gercekte ne olduguyla
degil, goz Onine alinan zamanda ve
konumdaki bir parcacigin basincinin,
hizinin, ivmesinin vb. ne oldugu ile
ilgilenilir.

Her ne kadar Lagrange yaklasiminin
kullanigl oldugu bircok durum varsa da,
akiskanlar ‘mekanigi uygulamalarinda

Euler yaklasimi cogunlukla daha uygun
olmaktadir.

Deneysel dlcimler de genellikle Euler
yaklagsimina daha uygundur.

(a) Euler yaklasiminda basin¢ alani ve hiz alani gibi alan degiskenleri herhangi bir

konumda ve herhangi bir anda tanimlanir.

(b) Ornegin bir ucagin kanadinin altina monte edilmis olan hava hiz probu, bu

konumdaki hava hizini élcer.
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a) Sabit bir noktadan bakmak (Euler yaklagimi)
Nehir kenarinda durdugunu diisiin. Su akiyor ve sen sabit bir noktada suyun hizini ilgiiyorsun.

Saat 10:00 — hiz 2 m/s
Saat 10:01 — hiz 28 m/s
Burada giirdiigiin degisim zamana giire degisimdir.

B tematikte:
sl o 8V b) Su damlasiyla birlikte gitmek (Lagrange yaklasimi)
Simdi kendini bir su damlasinin iistiinde siiriikleniyor

gibi diisiin.

ot

Akinti boyunca ilerlerken:
nehrin bazi yerleri dar
bazi yerleri genis
bazi yerleri hizh
Yani yer degistirdikge hiz degisiyor.

Bu da uzaya giire degisimdir.



ORNEK 4—1 Daimi, lki-Boyutlu Hiz Alan

Daimi, sikistinlamaz, iki-boyutlu bir hiz alani

V=(uv)=(05+080i +(1.5 — 0.8y (1
seklinde verilmektedir. Burada x- ve p-koordinatlan metre, hiz biydklGgo ise
m/s birimindedir. Durma noktasi, akis alani igerisinde izin sifir oldugu nokta
olarak tanimlanmaktadir. (a) Akis alani igerisinde herhangi bir durma noktasi
olup olmadi@in belifeyiniz, efer varsa nerededir? (b) x = -2 m ila 2 m ve
¥ =0 mila5 m arasinda kalan bdlgede birkag farkli konumda hiz vektorle-
rini ¢iziniz ve akis alamimi nitelik bakimindan tarif ediniz.

COZOM Verilen hiz alani igin durma noktasinin (veya noktalarinin) konumu

(veya konumlar) belirlenecektir. Birkag hiz vekidrd cizilecek ve akis alani

tanf edilecektir.

Kabuller 1 Akis daimi ve sikistinlamazdir. 2 Akis iki-boyutludur, yani hizin

z-bilegeni yoktur ve u veya v, z ile degismemektedir.

Analiz (a) V bir vektor oldugundan sifir olabilmesi igin tdm bilegenleri-

nin sifira esit olmasi gerekir. Denklem 4-4'0 kullanarak ve Denklem 1'i

sifira esitleyerek durma noktasi bulunabilir:

u—ﬂ5+ﬂ8r—ﬂ —+ x= —0.625m
=15—08 =10 — y=1875m

Buna gore x = —0.625 m, ¥ = 1.B75 m noktasi bir durma noktasidir.

(b) Hizin x ve ybilesenleri, belirtilen bdlgede birkag farkh (x, ¥ konumu
icin Denklem 1'den hesaplanabilir. Ornegin, (x = 2 m, ¥ = 3 m) noktasinda
u=2.10 m's ve v = -0.900 m/s olarak bulunur. Bu noktadaki hizin bdydk-
logh 2.28 mis'dir. Bu ve diger bir bazi konumlardaki hiz vektdrleri bilesenle-
rine gire hesaplanmis ve sonuglar Sekil 4-4'te cizilmistir. Akis Ost ve alttan
girerek ¥y = 1.875 m'deki yatay simetri gizgisi etrafindan saga ve sola yayil-
digindan, durma noktasi akisi olarak tanf edilebilir. {a) kismindaki durma
noktasi Sekil 4-4'te mavi daire ile gdsterilmistir.

Sadece Sekil 4-4'teki gdlgelendirilmis kismi gdz &ndne alalim. Bu akis
alani soldan saga dogru daralan ve ivmelenen akisi temsil etmektedir. Bayle
bir akigla, drnek olarak bir hidroelektrik barajimin daldinlmis ¢an agz1 bigi-
mindeki su alma agz yakininda karsilagilabilir (Sekil 4-5). Verilen hiz alani- =
min bu kismi, Sekil 4-5'teki fiziksel akis alaninin gdlgelendirilmis kisminin
birinci mertebeden yaklastinmi olarak disindlebilir.

Irdeleme Bolim 9'da verilecek bilgilerden hareketle, kiitlenin korunumuna
ait diferansiyel denklemi sagladigindan bu akis alammin fiziksel clarak mim-
kin olabilecegi gasterilebilir.

Durma noktas::



Daimi, iki Boyutlu Hiz Alani:

V=Wv)=(05+08x): + (1.5 —0.8y)j
Olgek: 10 mfs

Bir  hidroelektrik = santral
Hiz alammn barajinin ¢an bicimindeki su
L modelicadif bolge alma agzi yakininda gérilen
: i akis alani; Ornek 4-1'deki
| i hiz alaninin bir kismi, bu
| - fiziksel akig alaninin birinci
I |
I .
I
I
=

mertebeden yaklastirimi ola-
rak kullanilabilir. Golgelen-
dirilmis bolge Sekil 4—4’deki
golgelendirilmis bdlgeye kar-
silik gelmektedir.

Akim gizgileri

\ | /

| IIIIIIIIII||IIIIIIII-II.|IIII|IIII

2 I 0 I 2 3

Lad

Ornek 4-1'deki hiz alanina ait hiz vektorleri (mavi oklar). Olcek ustteki ok ile
gOsterilmistir. Siyah egriler, bazi akim cizgilerinin hesaplanan hiz vektorlerine gore
yaklasik sekillerini temsil etmektedir. Durma noktasi mavi daire ile belirtilmigstir.
Golgelendirilmis  bolge, akis alaninin bir giris akisini temsil edebilecek kismini
gOstermektedir.



lvme Alani

Akisa ait hareket denklemleri
(Newton’un ikinci yasasi gibi) belirli bir
cisim icin yazilir, burada cisim olarak
akiskan parcacigi veya maddesel
parcacik dedigimiz kicuk bir akiskan
kutlesi alinir.

Eger akis icerisinde hareket eden belirli
bir akiskan pargacigini izleyecek
olsaydik, Lagrange yaklasimini
kullanityor olurduk ve boylece hareket
denklemleri dogrudan uygulanabilirdi.
Ornegin bir parcacigin uzayda konumu,
maddesel konum vektort (X;scacik(t);
Yparcacik(D)s Zparcacik(t)) 1€ tanimlanabilirdi.

Newron 'un ikinci yasasi: F

Bir akigkan parcacigimin ivmesi:

raminda akiskan parcacii
|

| [+ df animda akiskan parcacii

llll .II.I--'J:IPI.JL
-ll -
(x d ¥ | B
pargacic Ypagacic- “pagaci Fpargacii

Newton’'un ikinci yasasinin bir akigkan
parcacigina uygulanmasi. lvme vektorii (mor
ok), kuvvet vektoru (yesil vektor) ile ayni
yondedir, ancak hiz vektort (mavi ok) farkli
yonde olabilir.

—

— M )

pargacik ““pargaak

— dli’;:'-'fgl-: o

Qoarcaik dt 10




Vpar(;aak (t) =V (x pargacik (t) » Yparcacik (t) » Zparcacik (t) ’ t)

—

dV

— pargacik
“pasgack — dr dr dr
r-iT dt r-in. Eil._?l:'-;:-:i: HT I:-"ll.ll'l_T'."_"'-?_l:l:E HT; <par@cik
=——+ + +
e dt i df Woarcacie A1 Oaracy T
— : ; dav al dl 4 dV N dV
a_ P R R ) = T I f W
pEEE dt i dx chy iy

< - I o e v . y e o ) o g fa rioll
Bir -:Jr-..'.:-r-.-:n.': PArcCaQciginin Qian g '.:..:-

alx,y,z, 0 =

9V

ot

Yerel ivme:

Sadece unsteady akista var.

v

Gradyen veya del operatdirii:

(

- -1. |I'I-.-1-J ...l-J a7 -. el '.'
RETIE A EFTO Haae editen iIvimes,

r.lf —_— —y —
— 4+ (V- V)V

0 ir

dV

dt

Tasinim lvmesi: (v - V)V

Steady akista var. Akis zamanin baglisi degil

n,

d d d

J -d =
dx, dy, dz

i— +
ahy J

— d
oz

r':'-.ll.

Akiskan parcaciginin, akis
alani icinde, yeni
koordinatina gitmesinin
etkilerini hesaba katar.
Duzgun akiglarda dahi
sifirdan farkli olabilir.
Tasinim Operatoru:
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7.8 Given the eulerian velocity-vector field V(x, y, z, ¢) = 3ti + xzj + ty’k, find the acceleration of a particle.

I av_ov (uﬂ}+ aV+ GV) u=3t v=xz w=ty
i~ \“ax TV s = B
S'V Ju ow aV EV av
ar ]—+l? 3i+y’k G—x—zj 3}' k P xj

EE = (i +y’%k) + (30)(zj) + (x2)(2yk) + (ty*)(xj) = 3i + 3z + txy’)j + (y* + 2xyz)k

If V is valid everywhere as given, this ameleratiun applies to all positions and times within the flow field.

7.10 A two-dimensional velocity field is given by u =2y*, v=3x, w=0. At (x, y, z) =(1, 2, 0), compute the

(a) velocity, (b) local acceleration, and (¢) convective acceleration.

I (o) V=i[(2)Q2)] +il3)1)] = 4i + 3
(b) -0
du Ju Ju Ju Ju 2 _
(c) - a + = + ua—y two-= 0+ (2y“)(0) + (3x)(4y) + (0)(0) = 12xy

dv 2 du
§=§+ua+%+wi—:=0+{Zyl){3)+(3x}(0)+(0){01=6y*

a = (12)(1)(2)i + (6)(2)%j = 24i + 24j

12



Vhat is the material derivative used for?

‘he material derivative computes the time rate of change of any quantity such as
emperature or velocity (which gives acceleration) for a portion of a material moving with a
elocity, v . If the material is a fluid, then the movement is simply the flow field.

Malzeme tlrevi, akiskan dinamiginde, bir akiskan kttlesinin akisla birlikte hareket ederken baz

dzelliklerinin zaman icindeki degisim oranini belirlemek icin kullanilir. Asadidakileri o sayfadan
kopyaladim:

Vialzeme Tiirevinin Bilesenleri

1. Yerel Degisim Orani : Bu, bir ézelligin (bu durumda konumun) uzayda sabit bir
noktada zamana gdre nasil degistigini ifade eder.

2. Konvektif Degisim Oran : Bu, parcacigin akis alaninin farkh bdlgelerinde hareket

etmesiyle, akiskanin kendi hareketine bagh olarak &zelligin nasil degistigini yakalar.

Fiziksel Yorumlama

a P g mm " 1 * " 1 N B



a) Sabit bir noktadan bakmak (Euler yaklasimi)
Nehir kenarinda durdugunu diisiin. Su akiyor ve sen
sabit bir noktada suyun hizini dlgiiyorsun.

Saat 10:00 — hiz 2 m/s
Saat 10:01 - hiz 2.3 m/s
Burada girdiigiin degisim zamana giire degisimdir.

Bu matematikte: OV
at b) Su damlasiyla birlikte gitmek (Lagrange yaklasimi)

Simdi kendini bir su damlasmnin iistiinde siiriikleniyor
gibi diisiin.
Akinti boyunca ilerlerken:
nehrin bazi yerleri dar
bazi yerleri genis
bazi yerleri hizh
Yani yer degistirdikge hiz degisiyor.

Bu da uzaya giire degisimdir.
14



Maddesel tiirev nedir?

Bir akiskan parcaciginin hareket ederken yasadigi
toplam degisimdir.

Yani: Bir su damlasimin akintiyla giderken hizinin nasi
degistigi. Bu degisim iki sebepten olur:
l. Zamanla degisim

2. Farkh yerlere gitmesi

DV av N av
Dt 8t A

D a =
= _Z2.yv.v
Dt 3£+

Maddesel tiirev sudur: Akiskan pargacigini takip
edersen, onun girdiigii degisimdir.

Ab -
" Prof. Ali
Maddesel Tarev .

Sabit Nokta

Su Damlas:
Ben Neredeyim?

"Maddesel Tarev: DV._ V., y 3V, ~ESREESNGS)
& MaddeseTorev: &=tV ox o PR

" DL SN =\

« 3/0t — sabit noktadaki degigim
+ D/Dt — pargacagin gordigd degigim

Ders notlarina koyarken su ¢ok kisa formiili altina yazarsaniz dgrenciler hemen oturtuyor:

D d¢ S .
_(b _ _qﬂ + V. th’l
Dt ot

ve hemen altina su ciimle:

“"Maddesel tiirev = yerel degisim + akis boyunca taginan degigim.”

Yani:

+ Local change (Eulerian)

+ Convective change

15



Maddesel ivme nedir?

Akiskan parcgacigini (6rnegin su damlasini) takip edelim. Damla nehir boyunca giderken hizi degisebilir.
Bu hiz degisimine: maddesel ivme denir. Yani: Akigkan parcaciginin hissettigi gercek ivme

Maddesel ivmenin iki pargasi vardir

av

1) Yerelivme (Local acceleration) E

Bu su demektir:

Ayni noktada zaman gectikce hiz degisiyor.
Ornek: Baraj kapaklari agildi veya Akinti
hizlandi

Nehir kenarinda sabit durulsa bike e hiz
degisiyor.

Tasinim ivmesi (Convective acceleration)

(?.V)P
Bu su demektir:

Parcacik farklh yerlere gittigi icin hiz degisiyor.
Ornek: Nehir. Dar yerde hizli, genis yerde yavas
Su damlasi akarken farkl hiz bélgelerine girer.
Bu ylzden hiz degisir. Bu degisime:

tasinim terimi (convective term) denir.

Ornek: Yerel ivme. Arabayla giderken gaz pedalina

basilmasi. Ayni yerdeyken hiz artiyor.

Tasinim ivmesi. Gaz verilmedi ama: yokus asagi araba

hizlandi. Sebep: yer degistirme

16



¥ dy I

pargacic ~ “¥paracics Yparcaak

‘parcanik
‘ ’ t 4 gt anmda A
akiskan a, = —
_ PArCACIE] ol
P -I—;if?l__'; "
v
t amnda akiskan parcacii ay = E
| ¥ narcarks Yraxaci! ]
: f : ow
Bir akiskan parcacigini izlerken hizin x- a, =— +
bileseni U, dX ,caci/dt = U seklinde tanimlanir. ol

Benzer sekilde v = dy o /dt ve w =
dz,,rcaci/dt oOlur. Buradaki hareket, basitlik
acisindan sadece iki boyutta gosterilmistir.

ou ou

+u—+uv—+

0x dy

ov ov

+u—+v—+

0x dy

ow ow

U— + v— +

o0x ady

lvme Vektoriiniin Kartezyen
Koordinatlardaki Bilesenleri:

du
1‘1.-" ’_
oz

v
1‘1.-" ’_
oz

ow

W —
dz

Bir bahce hortumu fiskiyesindeki su

akist, akis daimi

olsa bile akiskan

§>] ». parcaciklarinin ivmelenebildigini goster-

mektedir. Bu Ornekte cikistaki su hizi

hortum icerisindeki su hizindan c¢ok
f daha yuksektir, bu da akis daimi olma-

sina ragmen akiskan parcaciklarinin

ivmelendikleri anlamina gelmektedir.
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ORNEK 4-2 Fiskiye Icerisinden Gecen Akiskan Parcaciklarinin
lvmelenmesi

Bisra Sekil 4-8'de gdsterilene benzer bir fiskiye kullanarak arabasini yika-
maktadir. Fiskiyenin giris capt 10 mm, ¢ikis capi 5 mm ve uzunlugu 100
mm'dir (Sekil 4-9'a bakimz). Bahge hortumu (ve fiskiye) icerisinden gecen
suyun hacimsel debisi 3.2 L/dakika olup akis daimidir. Fiskiyenin eksen giz-
gisi boyunca hareket eden akiskan pargacifinin iwvmesini hesaplayiniz.
COZOM Fiskiyenin eksen gizgisi Dzerindeki bir akiskan pargacigi izlenerek
ivme hesaplanacaktir.

Kabulfer 1 Akis daimi ve sikistinlamazdir. 2 x-yGnd fiskiyenin eksen gizgisi
boyunca olacak gekilde alinmistir. 3 Simetriden &tord eksen gizgisi boyunca
v = w = O'dir, ancak v fiskive boyunca artmaktadir.

Analiz  Akiz daimi oldugundan ivmenin sifir olacagi digidnilebilir. Ancak bu
daimi akig alami igin yerel ivme dV/dt sifir olmasina ragmen, taginim ivmesi
W ?}V sifir degifdir. |lk olarak, hacimsel debiyi en-kesit alamina bdlmek
suretiyle, fiskiyenin giris ve ¢ikislannda x-hiz bileseninin ortalama degerlerini
hesaplayalim:

Giris hizi

]
- . &(3.2 Lidakika) (L™ dakika
vV 4av 1000L  60s _
T Ay DAy (10 % 107 m)? ~ 008 mis
gy L gy m m)

Benzer sekilde ortalama cikig hizi upg,, = 2.72 mis clarak bulunur. Simdi
de ivmeyi aym sonuglan veren iki farkli yntem ile hesaplayalim. lvmenin
xyondndeki ortalama degeri igin birinci yontem; hizdaki defigimin, akiskan
parcacifimin fiskiye igerisindeki tahmini kahs zamam olan At = Axlu,'va
bdlamidyle hesaplanmasidir (Sekil 4-10). Tamim geregi wme hizin birim
zamandaki degisimi oldugundan asagidaki gibi ifade edilebilir:

Vimtem A: o = 2% _ Yooy T Mgey Yoy Mgy W U,

T Ar Axiu, 2 Al + g 2 Ax

Ikinci ydntemde ise kartezyen koordinatlardaki ivme alaninin bilegenleri kul-
lanihr (Denklem 4-11):

18



Veintem B il n eln n ., ol N %ag An
dnrem B: a, = H— W = —
* flx EZ z o 'p y

Daimi v = [ doten hoyonca w = [ den hoyonm

Buna gire tasimim terimlerinden sadece birinin sifirdan farkh oldugu géril-
mektedir. Fiskiye icerisindeki ortalama akiskan hizi, fiskiye girisindeki ve ciki-
sindaki hizlarin ortalamasi olarak alinabilir. Ayrica dufdx tOrevinin ortalama
degeri icin birinci-mertebeden sonlu fark yaklastinmu kullanilabilir (5ekil 4-11):

b

3
Uiy, T Mgy Uiy b gisig _ Wiy Wgirsy
8 2 Ax 2 Ax

Il

i

Yontem B'nin sonucu ydntem A'minki ile aymdir. Soruda verilen deferlenn
yerine konulmasiyla ivme su sekilde elde edilir.

Eksenel hvme:

Moy — u}m (2.72 m's)* — (0.68 m/s) 5
= = = 34.7 m/s
i, 7 Ax 20.1 m) m/'s

Irdeleme Akiskan pargaciklan fiskiye igerisinden gegerken yercekimi ivme-
sinin neredeyse 4 kati bir ivme ile hizlanmaktadir! Bu basit drnek acikca

gdstermektedir ki, daimi akista bile akiskan parcacifinin ivmesi sifira esit
olmayabilir. lvme aslinda nokta fonksiyonu oldugu halde, tom fiskiye boyunca

basit bir ortalama vme degeri hesabi yapildigi not edilmelidir.

19



SEKIL 4-10

Kaliy zamam Ar, bar akiskan
parcacifimn fiskiyenin minsinden
cikisina ulasincaya (Av mesafesi)
kadar gecen zaman olarak

tamimlamir.

oL

SEKIL 4-11
dg/dx wcin birinci-mertebeden sonlu

fark vaklagtirimi basitge, bagimh
defiskendeki (g'daki) defisimin =~

bagimsiz demiskendekn (x"tek)

degisime oramidir.

20



Maddesel Turev:  aov.o.n=

Toplam turev operatoru d/dt'ye ozel olarak maddesel turev adi verilir. Bu
turev, akis alani icerisinde hareket eden bir akiskan parcaciginin izlenmesi
ile olustugunu vurgulamak amaciyla ozel olarak D /Dt biciminde gosterilir.

Maddesel turevin diger isimleri arasinda toplam turev, parcacik turevi,
Lagrange turevi, Euler turevi ve esas turev de vardir;

t+ 3 dt

Maddesel turev D/Dt, akis alani boyunca hareket

eden bir akigskan parcaciginin izlenmesi esasina

gore tanimlanir. Sekilde akiskan parcacigi saga ve

yukari dogru hareket etderek saga dogru 21
ivmelenmektedir.



_ DV 4V av . —_
I.'Il.: LHLERY I -|'|'.'_': X, V. L I) = —— < — - . T 11'|-_|
.Ir.-lll' -:II'- 1 Iur
. DF dP P ——
Basmncin maddesel tirevi : = = + (VV)P

B it it

Maddesel turev D/Dt, yerel veya
daimi olmayan kisim ile tasinim
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ORNEK 4-3 Daimi Bir Hiz Alanimin Maddesel lvmesi

Ornek 4-1'deki daimi, sikistinlamaz, iki-boyutlu hiz alamini gz énine ali-
mz. (a) {x = 2 m, ¥ = 3 m) noktasindaki maddesel ivmeyi hesaplayimiz. (b)
Ornek 4-1"de kullamilan noktalardaki maddesel ivme vektérlerini giziniz.
COZOM Verilen hiz alam igin belirli bir noktadaki maddesel ivme vektdri
hesaplanacak ve akis alani igerisindeki bir dizi konumda cizilecektir,
Kabufler 1 Akis daimi ve sikistinlamazdir. 2 Akis iki-boyutludur, yani hizin
Zbileseni yoktur ve uveya v, z ile degismemektedir.

Analiz (a) Ornek 4-1'deki Denklem 1 ile verilen hiz alanini ve maddesel
ivmenin kartezyen koordinatlardaki bilesenlerini veren Denklem 4-11"1 kul-
lanarak ivme vektdrindn sifirdan farkh olan iki bilesenine ait ifadeleri yaza-
lim:

ol s ol M ol N el

—_ — —_— — —

i, P u ™ a W Py
= 0+ (05 +08x)0.8) + (15— 08y)0) + 0 = (04 + 0.64x) m/s”

Ve

ot 4 ap Ly e o ey

a, = — — — w—

L cf dx dy dz

= 0 + (0.5 + 08x)0) + (15 — 0.8y)(—0.8) + 0 = (—12 + 0.64y) m/

Buna gire (x = 2 m, y = 3 m) noktasinda a, = 1.68 m/s? ve a, = 0.720 m/s?
olur.

(b) (a)'daki denklemler akis bdlgesinde verilen sinirlar igerisindeki x- ve y-de-
gerlerinden olusan bir dizi noktaya uygulanarak elde edilen ivme vektdrleri
aekil 4-14te cizilmistir.
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Irdeleme Akis daimi olmasina ragmen ivme alami sifir degildir. Sekil
4-14"te durma noktasinin yukansinda (y = 1.B75 m’'nin yukansi) ivme vek-
torleri, durma noktasindan uzaklastikga blydklokler artan bir sekilde yukar
dogru yénlenmis olarak gizilmistir. lvme vektérleri, durma noktasinin sagina
dopru {x = — 0.625 m'nin saffina dogru} ve yine durma noktasindan uzak-
lastikga baydklokleri artan bir sekilde saga dogru ydnlenmistir. Bu durum,
sekil 4—4'teki hiz vektdrleri ve Sekil 4-14"teki akim gizgileri ile nitelik baki-
mindan uyusmaktadir. S8yle ki, akis alamimin yukar-sag kisminda akiskan
parcaciklan yukar-sag yénde ivmelenmektedir ve bu pargaciklar yukan-saga
dogru olan merkezcil ivmeden otOrd saatin tersi ydnidnde dénerek ydn degisti-
recektir. ¥y = 1.875 m'nin asafisindaki akis, bu simetri gizgisinin yukansin-
daki akisin aynadaki gdrintOsd seklinde; benzer sekilde x = —0.625 m'nin
solundaki akis da bu simetri gizgisinin sagindaki akisin aynadaki gdrintisi
seklindedir.

Daimi Bir Hiz Alaninin Maddesel ivmesi

]

=

X

Olgek: 10 mfs2
. b # Ik‘ ﬁ
1 \ h )
; ""‘":R%:
;..=-_1-—.—..r - -~
G P S e
E \\I, X/}’f:
:”” T TV [T [ TTTT[TTTT
I T, 0 | -.

3

Ornek 4-1 ve Ornek 4-3'teki hiz alanina ait
ivme vektorleri (mor oklar). Olgek ustteki ok ile
gOsterilmistir . Siyah egriler ise hesaplanan hiz
vektorlerine gore cizilmis bazi akim cizgilerinin
yaklasik sekillerini temsil etmektedir. Durma
noktasi kirmizi daire ile gosterilmistir.
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4-2 m AKIS DESENLERI VE AKISIN GORSELLESTIRILMESI

» Akisin Gorsellestirilmesi: Akis alani
Ozelliklerinin gorsel olarak
incelenmesidir.

* Her ne kadar akigskanlar dinamiginin
nicel analizi ileri matematik bilgisi
gerektirse de, akisin
gorsellestiriimesi yoluyla akis alani
Ozelliklerinin gorsel analizinden cok
sey ogrenilebilir.

* Akisin  gorsellestiriimesi  sadece
yandaki sekildeki 6rnekteki gibi
fiziksel deneylerde degil ayni
zamanda sayisal c¢Ozlimlerde de
[hesaplamali akiskanlar dinamigi
(HAD)] faydaldir.

- Gercekten de HAD 1 kullanan bir -
mihendisin = sayisal sonucu elde Donen beyzbol topu. F. N. M. Brown son
ettikten sonra yaptigi ilk sey akigi  Yyllarnmn gogunu Notre Dame
gorsellestirmedir. Boylelikle sadece  Universitesindeki  rlzgar  tinellerinde
nicel verilerden ve sayilardan olusan ~ dumanli  gorsellestirmeye ve  bunu

bir liste elde etmekten cok “olayin kullanmaya adamistir. Burada akis hizi
butinind” g0z oniinde = 23.5 m/s civarindadir ve top 630

canlandirabilir. devir/dakika hizla ile donmektedir. o5




Akim Cizgileri ve Akim Tupleri

Akim Cizgisi: Her noktada anlik yerel
hiz vektorine teget olan bir egridir.
Akim cizgileri, akis alani boyunca
akiskan hareketinin anlik yonlerini
gostermeleri bakimindan oldukca

faydalidir.

Ornegin surekli dolanimli akis bolgeleri
ve akigkanin kati bir ceperden
ayrilmasi akim cizgileri deseni
yardimiyla kolaylikla belirlenebilir.

Daha sonra aciklanacaglr gibi akim
cizgilerinin, yortunge cizgileri ve ¢ikis
cizgileri ile cakistigi daimi akis
alanlari ~ haric, akim  cizgileri
deneysel yolla dogrudan gozlene-
mez.

Mokta (r+dx, v+dy) ¥V

SEKIL 4-16

Iki-boyutlu bir akss icin
xy-diizlemindek: bir akim cizgis
boyunca d7 = (dx, dy) yay nzunlugu,
her noktada V = {u, v) anhk

yerel hiz vektGriine tegettir.
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Bir akim -:lz isi bnj,.flm::a sonsuz kiiciik wvzunluktaki bir  vay
d7 = dxi + dyj + dzk olarak gbz ontine alalm. Akim ¢izgisinin tammm
 gerefi dF vayi, verel hiz vektérid V = wi + v; + wk ile paralel -:-lm:a.hdlr
. Buna gore benzer iicgenlerden faydalanarak & vayiun bilesenlerinin, V
- hizimin bilesenlen ile orantili olmas: gerektigim bilivoruz (Sekil 4-16):

i - _ dr dx dy dz
o Akim cizgisi denklemi: = = = (4-13)

. Burada dr. d¥ vektoriiniin, V ise V vektdriniin biyiikliigiidir. Denklem 4-15

- basit olmasi icin Sekil 4-167da iki-boyutta gdstenilmigtir. Bir iz alam venl-
diginde., Denklem 4-15 integre edilerek bu hiz alanina ait akim cizgilerinin
. denklemleri bulunabilir. Iki-boyutlu bir akis icin asagidaki diferansivel denk-
lem elde edilir:

! dy 3
. xy-diizleminde akim cizgisi: ( ) = — (4-18)
dx ir akwn gizgisi hayunca o

 Bazi basit hallerde Denklem 4-16 analitik olarak céziilebilse de genelde
savisal olarak coziilmesi gerskir. Her iki halde de kevfi bir integral sabiti
. ortaya cikar. Integral sabiti icin secilen her deger farkh bir akum ¢izgisimi
 temsil eder. Bu nedenle Denklem 4—16"y1 saglavan egri ailesi akis alanmin
- akm cizgilerini temsil eder.
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ﬁ

V=(uv)=(05+08x)i + (1.5 — 0.8y)]
ORNEK 44 xy-diizleminde Akim Cizgileri—Analitik Coziim

Denklem 4-1'deki daimi, sikistinlamaz, iki-boyutlu hiz alani igin akisin st
yansinin sag tarafinda (x = 0} birkag akim gizgisi giziniz ve Sekil 4-4'te
gizilen iz vektdrleri ile karsilastinmz.

COZOM Akim cizgileri icin analitik bir ifade olusturulacak ve bunlar akisin
yukar-sag dérddlinde cizilecektir.

Kabufler 1 Akis daimi ve sikistinlamazdir. 2 Akis i1ki-boyutludur, yani hizin
Zbileseni yoktur ve uveya v, z ile degismemektedir.

Analiz Burada Denklem 4-& uygulanabilir. Buna gire bir alim cizgisi
boyunca asagidaki diferansiyel denklem elde edilir:

dy v 1.5 — 08y
dx

¥ 05+ 08x

Bu diferansiyel denklem degiskenlerine ayirma yontemi ile ¢gzilebilir:

dy B dx N [ dy [ dx
15— 08y 05+ 08x 115 — 08y 05+ 08x

Bazi cebirsel islemlerden sonra bir akim ¢izgisi boyunca asagidaki baginti elde
edilir:

o C

Y~ 0805 + 089

Burada C keyfi integral sabitidir ve C'ye akim gizgilerini gizmek igin gesitli
degerler verilebilir. Verilen akis alanina ait birkag akim cgizgisi Sekil 4-17'de
gisterilmistir.

Irdeleme Sekil 4-4'teki hiz vektarleri Sekil 4-17'deki akim gizgilerinin dze-
rine eklenmistir. Hiz vektdrlerinin her noktada akim cizgilerine teget olmasi
bakimindan uyum mikemmeldir. Akis hizimin biydkldgindn tek bagsina akim
gizgilerinden bulunamayacag not edilmelidir.

+ 1875
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Daimi, Sikistirilamaz ve lki Boyutlu Bir Hiz Alanti icin Akim Cizgileri:

—1

ﬁ

V= (uv)=(0.5

0

1

2

4

5

+ 08x)1 + (1.5 —0.8y)J

Ornek 4-4'teki hiz alanina ait akim
cizgileri (siyah egriler); karsilastirma icin
Sekil 4-4'teki hiz vektorleri de (mavi
oklar) “akim cizgilerinin Uzerine eklen-
mistir.

Hiz vektorlerinin  her noktada akim
cizgilerine teget olmasi bakimindan uyum
mukemmeldir. Akis hizinin buyukliGgunin

tek basina akim cizgilerinden dogrudan
bulunamayacagi not edilmelidir.
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Fiber-optik kablo demetlerinden olusan
haberlesme kablolari gibi bir akim ttpu de bir Ak gizgilers
akim cizgisi demetinden olusur.

Akim cizgileri her noktada yerel hiza paralel
oldugundan, tanim geregi akiskan bir akim
cizgisinin  bir tarafindan

gecemez.

i
I

diger tarafina

-"f.-".hlm Hipii

Bir akim tlpu icerisindeki akiskan iceride kalr ' Akim tipu ayri -ayri  akim

ve akim tupunin sinirini gecemez.

Hem akim cizgilerinin
hem de akim tuplerinin
anlik buyuklikler oldugu
ve belirli bir andaki hiz
alanina goére tanimlan-
diklari unutulmamaldir.

cizgilerinden olusmus bir akim
cizgileri demetidir.

rﬁ

(a) (b)
Sikistirlamaz bir akis alaninda akim tuptnun
cap! (a) akis hizlandikca kuculur, (b) akis
yvavasladikca artar. 30
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Yorunge Cizgileri f=1

amnda sk skan parcacigl

naghneg
Yorunge Cizgisi: Yoringe cizgisi jf LN
} i ; ¥ .
tek bir akigkan pargaciginin / Yoringe gizgisi _o* -
belirli bir siire boyunca kat ettigi f- s ."I
gercek yoldur. o - ?’- o {
ity bl ; | r=r.,,r._.,:1n|;'|-:j.'1
YOringe cizgisi, bir akiskan | ko pewrid
parcaciginin sonlu bir zaman fanmda

araliginda izinin surilmesi ile akiskan pargac £

elde edilen ve daha 0Once  Yorunge cizgisi bir akiskan parcaciginin izledigi
acitklanan maddesel konum  gercek yorunge izlenerek olusturulur.

vektord (_Xpargamk(t)’ ypargamk(t)’
Zparcacik(t)) 1le aynidir.

Su icerisinde askida bulunan beyaz izli parcaciklar ile
olusturulan uzun sdreli pozlama teknigi ile fotograflanan
yoringe cizgileri. Dalgalar bir dalga periyodu boyunca
yatay olarak gectikce, her bir parcacik eliptik bir yortinge
tzerinde hareket etmektedir.
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Parcacik Goruntuli Hiz Olcimi (PIV): Akis icerisindeki bir diizlem

boyunca hiz alanini 6lcmek igin pargaciklarin yoértiinge cizgilerinin kisa
bolumlerinden yararlanilan modern deneysel bir tekniktir.

Son gelismeler ile teknik t¢c boyut a da genigletilmistir.

PIV ’'de oOnceki slayttaki sekle cok benzer sekilde izli kigcUk pargaciklar
akiskan icerisinde askida kalmaktadir. Bununla birlikte burada, film ya da
fotosensor Uzerinde hareket eden her bir pargaciga ait iki parlak nokta

(kamera ile kaydedilir) olusturmak Uzere akis iki 1sik kaynagi ile (genellikle
lazer 1sik demetiyle) aydinlatilir.

Daha sonra izli parcaciklarin akis ile birlikte hareket edecek kadar ktcuk
olduklari varsayimiyla, parcacigin her bir konumundaki hiz vektorlerinin yonu

ve buyukltkleri elde edilebilir. o.1; [ . WA

O pdm e e

N\ 1 |

Hicum acisi konumundaki NACA-66 kanat profilinin R

R I e E : : = ak . *\‘ f )’ iy o

art izi icindeki u¢ vorteksine ait stereo PIV o6lcimleri. i 0

Renkli konturlar, renk haritasinda gosterilen minimum f/‘/‘,’:;

degere oranlanarak elde ‘edilen  yerel vortisiteyi y BFEF 4l s ,,,ﬂj,’,;j};’[.gi.:i

gostermektedir. Vektorler dlciim diizlemindeki akiskan  © | » V) fx-'//"’ﬁﬂ"/ff'i.f'.l»{f;/

i ety e s RSl . 0.05 | LA A,

hareketini gdstermektedir. Siyah cizgi ise kanat firar ] g 7/ ,;:v}j//

33 : \ ) AIAANXA T 7 H

kenarinin yukari akiminin konumunu gostermektedir. ! LA AAA A

=i . M e \ ”///("{/f//i’f/d/){/
Tum  koordinatlar  kanat Kirisiyle  oranlanarak \ oA

normalize edilmistir ve merkez olarak kanadin dibi 0:;«: e i s

alinmistir. s IR e el

el e CEmEREaT o S ET o a

AN N R K N e s T

0.1 —0.05 0 0.05

Zc

1

= 0.98

0.96 ¢

-

Smin

0.92

0.9
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Verilen bir hiz alam icin voriinge cizgileri savisal olarak da hesaplanabi-

lir. Bunun i¢in izhi parcacifin konumu, bir X, konumundan ve £,

zamanindan belirli bir + zamanina kadar integre edilir:
- - - r I--I -
Izli parcacifin t zaman sonraki konumu: I = Xpaghnge T | Vdi (4-17T)

gl T

tm fa

Sekil 4-20°de gosterildigi gibi bu zaman aralhifindaki ¥(¢) egrisi akiskan
parcacifumun 1zledig yoringe ¢i1zeisi olur. Bazi basit akis alanlan icin Denk-
lem 4—17 analitik olarak hesaplanabilir. Ancak daha karmasik akislar icin
savisal integral alinmalidir.

Denklem 4-17, fy,ang,. VE £

Akis daimi oldufunda her akiskan parcacig akim cizgilerimi 1zlevecektir.

Bu nedenle darmu akiglarda vériinge cizgilert alkum cizgilert 1le dzdestir.

arasindaki bir f zamam icin hesaplandifinda,
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Cikis Cizgileri

Cikis Cizgisi: Akis icerisindeki belirli
bir noktadan art arda gecmis akiskan
parcaciklarinin geometrik yeridir.
Cikis cizgileri, fiziksel bir deneyde
olusturulan en yaygin akis desenidir.

Bir akig icerisine kucuk bir tup
yerlestirir ve surekli bir sekilde izli
akiskan (su akigsinda boya; hava
akiginda Ise duman) akimi
gonderirseniz, gozlemleyeceginiz
desen cikis cizgisidir.

Howva veya duman

t:n|¢l-'.1-r:l-:-;.1il-:n ak1s parcacii

' 1:_.ll|'iJlll';i ClzEsi . |

_\_\_‘—\_

Cikis cizgileri akis icerisindeki bir noktadan
surekli olarak boya ya da duman gonderil-
mesi ile olusturulur. Numaralandiriimis izli
parcaciklar - (1'den 8'e kadar) arda arda
gonderilmistir.
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Akis daimi oldugunda; akim cizgileri, yoringe cizgileri ve cikis
cizgileri birbirleriyle ayni olmasina karsin daimi olmayan akista bu
cizgiler birbirlerinden oldukcga farkh olabilir.

Temel farklilik, akim cizgilerinin verilen bir andaki anlik akis desenleri
olmasina karsin, cikis ve yorunge cizgilerinin bir zaman gecmisi ve
dolayisiyla yasi bulunan akis desenleri olmasindan ileri gelmektedir.

Cikis cizgisi, zaman-integralli (belirli bir zaman siresinde olusan) bir
akis deseninin anhik gorunttsuddr.

Diger yandan yorunge cizgisi tek bir pargacigin belirli bir zaman
periyodu boyunca izledigi akis yorungesidir.

Yukari akimdan renkli akiskan
gonderilerek olusturulmus cikis
cizgileri. Akis daimi oldugundan
bu cikis cizgileri, akim cizgileri
ve yorunge cizgileri ile ayni olur.
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Sekildeki ¢ikis cizgileri, goruntu duzlemine dik yerlestirilen D ¢capindaki bir
silindirin hemen asagiakimina yerlestiriimis bir duman telinden
gonderilmektedir.

Sekildeki gibi bir ¢izgi boyunca birden fazla c¢ikis cizgisi gonderildiginde
olugan goruntuye cikis cizgileri taragi denir.

Akisin Reynolds sayisi, Re = pVD/u = 93'tur.

Silindir

0 50 100 150 200 250

(b\

Dairesel bir silindirin art izinde ki farkh noktaya yerlestiriimis duman teli ile
olusturulan duman ¢ikis cizgileri: (a) Silindirin hemen asagiakimindaki duman
teli ve (b) x/D = 150’de yerlestiriimis duman teli. lki fotograf karsilastirilarak
cikis cizgilerinin zaman-integralli olma niteligi acikca gorilebilir.

Silindir
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Silindirden tekrarli desen seklinde dokillen "o % a ¥
daimi olmayan vorteksler den otard BRRE T " e,
duman, Karman vorteks caddesi olarak * ~+.
tanimlanan belirgin bir

desen
olusturmaktadir.

Benzer desen, daha buyuk olcekli olarak
bir adanin art izindeki
gorulebilir.

hava akisinda =
Guney Pasifik Okyanusu’'ndaki Alexander i
Selkirk Adasinin art izindeki bulutlarda
gorulen Karman vorteksleri.
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Bilinen bir hiz alam icin cikis cizgisi sayisal vontemle elde edilebilir.
Bumun icin Denklem 4-17"v1 knllanmak suretivle, sirekli bir 1zli parcacik
akimina ait voringelerin, akisa enjekte edildiklen ilk andan son ana kadar
takip edilmesi gerekir. Matematiksel olarak 1zli parcacigin konumnu, enjekte
edildifil f, e A0INdan ., anina kadar gegen zaman boyunca integre edi-
lir. Bu duorumda Denklem 4-17 asagidaki hale gelir:

V dr (4-18)

Izli parcacigmn integre edilmiy konwmu: X = X pgicksivan

I 2
-I'l'l'. L B L

hﬂﬂ:ﬂagi bir daimi nlnia}':m akista hiz alam zamanla deﬁi;tigiﬂdﬂn integral
ileminin sayisal yéntemle vapilmas: gerekir. Izli parcaciklann ¢ = ¢__ anin-
daki geometrik verlerinin dizgiin bir sekilde birlestinilmesivle ortava cikan

edri, 1stenen cikng ¢izgisi olur.

. - . In r
o Idi parcacifin t zaman sonraki konumu: X = Xpgpng,

“Thigmgs

+ | Vdi (4-17)
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Daimi Olmayan Bir Akista Akis Desenlerinin Karsilagtiriimasi

V=(u.v)=(0.5+ 0.8%)7 + (1.5 + 2.5 sin(wt) — 0.8y)/

N

sad
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e
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1

2

5 - i
x

—— =1 5"deki alam gizgisi

0 < ¢« 25 igin yoringe ¢izgler
0« f 25 igin gk gizgileri

iki boyutlu bir hiz alani

Ormek 4-5'teki salimmli hiz alanina ait

1 akim cizgileri, yoriinge cizgileri ve cikis

cizgileri. Cikis cizgileri ve yoringe
cizgileri zamana gore integre edilerek
elde edildiginden dalgalidir. Buna karsin
akim cizgileri hiz = alaninin anhk bir
gorintusuni temsil ettigi icin dalgali
degildir. |

Daimi olmayan, sikistirlamaz ve
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r="deki zaman cizgisi

Zaman Cizgileri

Zaman Cizgisi: Daha ©Onceden ayni anda
isaretlenmis ardisik akigkan parcaciklarinin
kiimesidir.

Zaman cizgileri, 0zellikle akisin dniform olup
olmadiginin incelenecegi durumlarda faydahdir.

i
r= r!_'r-: FZHIMAN C1ZT1S]

Zaman cizgileri, duiz bir cizgi
seklindeki akiskan- parcacik-
lar1 isaretlenerek ve daha
sonra bu cizginin  akis
alanindaki hareketi (ve sekil
degistirmesi) izlenerek olus-
B turulur; zaman cizgileri t = 0,
B, f, ve t;'te gosterilmistir.

Hidrojen kabarcigi telinden gonderilen zaman cizgileri sinir tabaka hiz profilinin
yapisini gorsellestirmek icin kullaniimaktadir. Akis soldan saga dogrudur ve
hidrojen kabarcigi teli, goruntintn sol tarafina yerlestiriimistir. Cepere yakin

bolgelerdeki kabarciklar, akistaki turbulansi baglatan kararsizligr gostermektedir.
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Kirihm Esash Akis Gorsellestirme Teknikleri

Akis gorsellestirmenin bir baska sinifi da isik dalgalarinin kirilma
ozelligine dayanir.

Fizikten hatirlayacaginiz gibi 1sigin hizi farkli maddeler icerisinden
gecerken veya yogunlugu degistigi takdirde ayni madde icerisinden
gecerken dahi belirli bir dereceye kadar farkhlik gosterebilir. Bir
akiskandan kirilma indisi farkh olan bir baska akiskana gecerken isik
Isinlari egilir (ortam tarafindan kirilir).

Havanin (veya diger gazlarin) kirilma indisinin yogunluk ile dedistigi
gerceginden yararlanan iki temel akis gorsellestirme teknigi vardir:
Bunlar golge grafigi teknigi ve Schlieren teknigidir.

Akis gorsellestirmenin esasini teskil eden interferomete, IsIgin
yogunluklari degisen hava icerisinden gecerken ugradigi faz
degisiminden yararlanan bir gorsellestirme teknigidir.

Tum bu teknikler sicaklik farklarinin yogunluk degisimlerine neden
oldugu dogal tasinim akislari, akiskan tdrlerinin yogunluk
degisimlerine neden oldugu karisan akiglar ve sok dalgalari ve
genisleme dalgalarinin yogunluk degisimlerine neden oldugu sesustu
akiglar gibi yogunlugun akis icerisinde bir konumdan diger bir konuma
degistigi akis alanlarinda akisi gorsellestirme icin kullanishdir.
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Cikis cizgileri, yoringe cizgileri ve zaman
cizgileri gibi gorsellestirme tekniklerinden farkh
olarak, golge grafigi ve schlieren yontemlerinde
(duman ya da boya gibi) goértlebilir bir izin
enjekte edilmesine gerek yoktur.

Bunun yerine yogunluk farklari ve 1s1gin kirilma
ozelligi akis alanindaki hareket bdlgelerini
gorsellestirmek icin gerekli araclari saglar ve
“‘gortulmeyeni gormemize” imkan tanir.

Golge grafigi yonteminde goruntu, kirilan 1sik
Isinlarinin golgedeki koyu ve acik desenleri
gorundr hale getirmek icin, goélgenin bir ekrana
veya kameranin odak dizlemine dusurulerek
tekrar diizenlemesi ile olusturulur.

Koyu desenler kirilan isinlarin  basladigi
noktalari gosterirken, acik desenler bu isinlarin
sonlandigi noktalari gosterir, ancak bu yaniltici
olabilir.

Sonuc¢ olarak koyu bdlgeler acik bdlgelere
oranla daha az bozulur ve goélge grafiginin
yorumlanmasinda daha kullanighdir.

\

G s AT
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14.3 mm capindaki bir kirenin Ma
= 3.0'de havadaki serbest ucusuna
ait golge grafigi. Sok dalgasi, klre
etrafinda kavis cizen koyu bir bant
bicimindeki'  golgede - acgik  bir
bicimde gorulmektedir. Buna yay
dalgasi adi verilir (BolUm 12'ye
bakiniz).
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Golge grafigi gercek bir optik goruntt dedgildir;
neticede sadece bir golgedir.

Schlieren goruntu de ise mercekler (veya aynalar)
ve Kkirillan 1sig1 engellemeye yarayan bigak agzi
veya bunun gibi bagka bir kesici dizenek mevcut
olup bu gorintt odaklanmis bir optik goruntaddr.

Schlieren goruntilemenin kurulumu golge grafigine
gbre daha karmasiktir, ancak buna karsin cok
sayida Ustunlukleri vardir.

Ornegin  Schlieren goruntilerde  kirillan =~ 1s1k
Isinlarinin  neden oldugu optik sekil bozuklugu
sikintis| yasanmaz.

Schlieren gorunttileme, dogal tasinim (yandaki
sekil) veya sesustu akiglardaki genisleme
yelpazeleri gibi yavas gelisen olaylardan
kaynaklanan dusuk yogunluk gradyenlerine karsi
da daha duyarhdir. Renkli schlieren gorunttleme
teknikleri de gelistirilmistir.

Son olarak Schlieren dizeneginde ele alinan
problem icin en kullanigh olan go6runtiyd
olugturmak Uzere konum, konumlandirma bi¢cimi ve
kesici duzenegin tipi gibi daha fazla bilesenin ayari
yapilabilir.

Barbekl 1zgarasindaki dogal
tasinimin Schlieren goruntusa.
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Yuzey Akisi Gorsellestirme Teknikleri

Kati bir ylzeyin hemen Uzerindeki akisin yonu puskduller ile
gorunttlenebilir. Bunlar, bir ucu ylzeye vyapistirimis, akis
yonunu gosteren kisa ve esnek sicimlerdir.

Puskuller - 0zellikle akis yonunun aniden tersine dondugu
ayrilan akis bolgelerinin belirlenmesinde kullanighdir.

Yuzey yad ile akis gorsellestirme olarak adlandirilan bir
teknik de ayni amag icin kullanilabilir. Burada ylzey Uzerine
birakilan yag, surtinme cizgileri olarak adlandirilan akis
yonunu gosteren cizgiler olusturur.

Araciniz kirliyken (6zellikle kisin yollara tuz dokulmutsken) hafif
siddette = yagmur . yagdiginda, arabanizin - 6n ve yan
kaportalarinda veya ©0n caminda cizgiler olustugunu fark
etmigsinizdir.

Bu durum, yuzey yagi ile akis gorsellestirmedeki gozlemle
benzerlik gosterir.

Son olarak, arastirmacilarin kati ytizeyler boyunca olan basing
veya sicaklik = dagilimlarini  gdzlemlemesine imkan  taniyan
basinca ve sicakliga duyarli boyalarin oldugu da bir gercektir.
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4-3 m AKIS VERILERININ Cizimi

Nasil elde edildiklerine bakilmaksizin (analitik, deneysel ya da sayisal
olarak) akis verilerini, okura akis ozelliklerinin zaman ve/veya konumla
nasil degistigine dair bir izlenim verecek sekilde cizmek gerekir.

Ozellikle tirbllansh akiglarda (6rnegin zamanin fonksiyonu olarak
cizilmis bir hiz bileseni) xy-cizimlerinde (Grnegin, basincin yaricapin
fonksiyonu olarak cizilmesi) kullanigl olan zamana gore cizimlere daha
Onceden asinasiniz.

Bu kisimda bunlara ek olarak akiskanlar mekaniginde kullanish olan
tc cizim tartint ele alacagiz;

profil, vektor ve kontur cizimleri.
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Profil Cizimleri

Profil cizimi: Bir skaler ozelligin degerinin akis alani icerisinde istenen bir

yon boyunca nasil degistigini gosterir.

Akiskanlar mekaniginde herhangi bir skaler
degiskenin (basing, sicaklik, yogunluk vs.)
profil cizimi olusturulabilir, ancak bu kitapta
en ¢ok hiz profili cizimleri kullaniimigtir.

Hiz vektdrel bir blytklik oldugundan,
genellikle ya hizin buyukligunin ya da
arzu edilen bir yonde mesafenin
fonksiyonu olarak hiz vektort bilesenlerin-
den herhangi biri ¢izimi yapilir.

Yatay diz bir levha boyunca
gelisen sinir ‘tabaka akisinda
yatay hiz bilegeni profilinin dusey
mesafenin  fonksiyonu  olarak
cizimi: (a) Standart profil cizimi
ve (b) oklar ile birlikte profil
cizimi.

(a)

YYYYYYY

=¥




Vektor Cizimleri

Vektor Cizimi: Belirli bir anda vektérel 6zelligin
yonunu ve siddetini gosteren oklar dizisidir.

Akim cizgileri anlik hiz alaninin yonund gosterirken
hizin bidydkliguni dogrudan gdstermez.

Bundan dolayr hem deneysel hem de hesaplamali
akiglar icin anhk vektorel bir o6zelligin hem yonuni
hem de buyuklugliniu gosteren oklar dizisinden olusan
vektor cizimleri kullanigh bir akis desenidir.

Vektdr cizimleri, deneysel olarak elde edilmis
verilerden (ornegin; PIV olcimlerinden) ya da HAD
hesaplamalarindan sayisal olarak da elde edilebilir.

Analitik- olarak = hesaplanarak
cizilen; hiz vektorleri (mavi oklar)
ve ivme vektorleri (mor oklar).
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Siirek li dolamimh girdap

-
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i Simetn ditzlemi
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-

(a)

B|r bloga garpan akisin HAD hesaplama-v

larinin sonuglari:.
(a) akim glzgllerl i
(b) akisin Ust yarlsma ait h|z vektoru g|2|m|

(©) yakindan gorunum ile daha fazla ayrmtl 4

veren hiz vektoru g|2|m|

ih) o .?_ -

Simetrt diizlerm

()
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Kontur Cizimi: Belirli bir andaki sabit skaler
Ozellik (veya vektor ozelliginin buyuklaguni)
egrilerini gosterir.

Basing, sicaklik, hiz buyukligu, bilesen
konsantrasyonu, turbllans 06zelliklerinin kontur
cizimleri (diger adiyla izokontur cizimleri)
olusturulur.

Kontur cizimi, incelenen akis oOzelliginin yuksek
(veya dusuk) degerli bolgelerini hizhi bir bigcimde
gOsterebilir.

Bir kontur cizimi basitce oOzelligin cesitli
seviyelerini gdsteren egdrilerden olusabilir; buna
kontur ¢izgisi cizimi denir.

ikinci bir secenek olarak kontur cizimleri, renkler
ya da gri tonlu golgeler ile doldurulabilir; buna
dolu kontur cizimi denir.

Bir bloga carpan akistan - kaynaklanan basing
alaninin HAD hesaplamalari ile olusturulmus kontur
cizimleri; (a) dolu renkli kontur -¢izimi (b) basing
Olcek degerlerinin Pa (pascal) biriminde gosterildigi
kontur cizgisi ¢izimi.

Kontur Cizimleri

Smetrt diizlerm

)

'r-.r_| 0 Simetr dilzlemi

(B
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HAD Gorsellestirmeleri.
Pervane duzlemindeki hiz alani
Nozula yonlenmis akis.

LNG gemideki riizgar durumu.

& Vs

rR-y

0.5

-0.5

-
o =
& 5

2
-4

. 0.95

0.90
0.85
0.80
0.75
0.70
0.65
0.60
055
0.50
045
040
0.35
0.30
025
0.20
0.15
0.10

0
rfR-x

05

| I RN RSN BT I
-0.5 1

r/R-y

0.

w

-0.5

L L L I L L L L
-

-0.5

0.5

i NI BRI
1

1.5




r/R-y

Vs

. 0.610

0.585
0.560
0.535
0.510
0.485
0.460
0.435
0.410
0.385
0.360
0.335
0.310

0.285
0.260
0.235
0.210

0.5 1 1.5 2
r’'R-x




2.5

1.5

s
P
7
3
l
0.5

1
05 F
of
05
1

rfR-x




PlskUller- deneysel yaklagsimlar




Yuzey Yagi




0.5

\iVs

1.00
095
0.90
0.85
0.80
0.75
0.70
0.65
0.60
055
0.50
045
040
0.35
0.30
025
0.20

r/R-y
(=]
—_—T T

oL}
0

[ I B
15 2 25
rfR-x

oresl
t
o

Table-4.1-Nominal-axial-velocity ratio-distribution-over-the-propeller-disk-in-
scale-for-the-ballast-draught-of-T=4.846-m'mean. :

Anglef| _r/Ra AXIAL-VELOCITY-RATIO—V,/Vzn c

(Degrees)d 0.2000| 0.2000| 0.400n| 0.6000| 0.800s| 1.000m| 1.2000c

Os | 0.398%| 0.499%| 0.417n| 0.416a| 0.4721| 0.559%| 0.590m [

105 | 0.407%| 0.412a| 0.4175| 0.466m| 0.544s| 0.6501| 0.7291|c

. 205 | 0.427=| 0.3575| 0.4328| 0.529a| 0.6271| 0.7455 0.831sf
151 o8 o 30m | 0.458%| 0.3495| 0.464n| 0.606a| 0.725a| 0.8441 0.919af
g BRI - - [ 40= | 0.489s| 0.379a| 0.512%| 0.674n| 0.810s| 0.918x| 0.968|c
s T e : 50% | 0.516%| 0.417=| 0.566m| 0.726a| 0.867%| 0.958% 1.000m
i e e ‘ 0= | 0.535%| 0.4325| 0.604n| 0.758a| 0.895a| 0.9681 1.001=|c
0sF R A AT 70= | 0.548=| 0.427a| 0.621a| 0.7658] 0.900=| 0.964=] 0.993a
» | R L RN 80% | 0.554%| 0.432%| 0.632s| 0.762a| 0.890%| 0.952%| 0.980m
E® oF SEdaaoy 90= | 0.555%| 0.463s| 0.638a| 0.7601| 0.876=| 0.937= 0.966m|c
osk RN \,,‘;" 1008 | 0.553=| 0.498a| 0.631m| 0.757s| 0.864s| 0.924n| 0.952a1|c
SF VI N, 110a | 0.545a| 0.515a| 0.613s| 0.750m| 0.852=| 0.913s| 0.936a|c
LB 0 % 120 | 0.531s| 0.511s| 0.586m| 0.7331| 0.835%| 0.897s] 0.919s]c
: Sy : 130m | 0.509%| 0.480a| 0.549%| 0.703n| 0.816m| 0.881s| 0.907=|c
sk 33% 1408 | 0.476=| 0.424a| 0.5075| 0.6558| 0.796m| 0.871=| 0.899a|c
B 1508 | 0.434s| 0.368a| 0.460m| 0.577s| 0.737s| 0.846a| 0.891m|c
T SR T 1607 | 0.391%| 0.342a| 0.407m| 0.473n| 0.611s] 0.7681) 0.8667|c
FIR-X ! 170% | 0.350%| 0.349a| 0.356m| 0.382n| 0.439s| 0.614n| 0.771m|c

1808 | 0.312=| 0.374a| 0.3115| 0.324n| 0.265s| 0.392a| 0.540m|c




4—4 m DIGER KINEMATIK TANIMLAMALAR

Akiskan Elemanlarinin Hareket veya Deformasyon Sekilleri

Akiskanlar mekaniginde kati mekaniginde oldugu gibi bir
eleman dort temel tip harekete veya deformasyona
ugrayabilir. Bunlar yandaki sekilde gosterildigi gibi:

(a) otelenme, (b) donme, (c) lineer sekil degistirme
(bazen uzama sekil degistirmesi denir) ve
(d) kayma sekil degistirmesi olarak siralanir.

Tum bu dort tip hareketin veya deformasyonun ¢ogunlukla
ayni anda meydana gelmesinden dolayr akiskanlar
dinamigi alaninda c¢alismak oldukca zordur.

Akiskan elemanlari surekli hareket halinde olduklarindan,
akiskanlar dinamiginde akigkan elemanlarinin
hareketlerinin veya deformasyonlarinin birim zamana goére
tarif edilmesi daha uygundur. Bu baglamda;

hiz (birim zamandaki Otelenme), acisal hiz (birim
zamandaki donme), lineer sekil degistirme hizi (birim
zamandaki lineer sekil degistirme), ve kayma sekil
degistirmesi  hizi (birim zamandaki kayma sekil
degistirmesi hizi) seklinde de tanimlanabilir.

Akis hesaplamalarinda kullanisli olabilmeleri icin bu
deformasyon (sekil degistirme) hizlarini, hiz ve hizin
tlrevleri cinsinden ifade etmemiz gerekir.

-F—————

(a) — | i
L

(b) Q(\r _[”}3

A
R
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() 1—-i i-—r
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T !
l.."F !
(d) l.r ;" t
L -
I -
I -
= -h

Akiskan : elemaninin temel
hareket veya deformasyon
sekilleri: (a) otelenme,

(b) doénme, (c) lineer sekil
degistirme ve (d): kayma

Kil degisti I.
sekil degistirmesi i



Uc-boyutta birim zamandaki 6telenmeyi tam olarak tarif edebilmek icin bir vektore
ihtiyacimiz vardir. Bu birim zamandaki otelenme vektort, matematiksel olarak
hiz vektoru seklinde tanimlantr.

.|['|-!-I |I.!.'.I-_.| '.Illi ':' Ir'll.-\: II.!.ll.I:II.rII.:II l..-C II-':-I -Illlu:llll.ul.li .-:Illl.li-\:llllilull:ll.':.. I 'l.:ll- !Il.lllillul.ll.l i rI-\:.rr.'.ul.l::l ..
V= .'.'T + i'_lu_' + wk
Birim Zamandaki Donme (Acisal Hiz): Bir
noktada birim zamandaki donme (agisal hiz),

baglangicta bir noktada kesigen iki dik cizginin " A

birim zamandaki ortalama doénmesi olarak
tanimlanir,
Akiskan elemaninin P noktasi etrafinda birim b gizgisi —_] t‘\u&,
zamandaki dénmesi: \ \ '.

b clzg s a Clzgis]

dfa, + «a, ] (Eﬂ’ EJH)
w=—|——/|==|——-—
dt 2 2 \ox 0Oy

Sekilde cizildigi gibi Otelenen ve deforme olan

bir akiskan elemani icin P. noktasi etrafindaki P
birim zamandaki donme, baslangicta birbirlerine N
dik olan iki cizginin (a cizgisi ve b ¢izgisi) .. . a gizgisi I__
ortalama donmesi olarak tanimlanir. R -

fy amnda
akiskan elemani




Birim zamandaki donme vektoru, acgisal hiz vektoriune esittir.

Lineer Sekil Degistirme Hizi: Birim uzunluk basina birim zamanda
meydana gelen uzunluk artigr seklinde tanimlanir.

Matematiksel olarak bir akiskan elemaninin lineer sekil degistirme hizi,
uzerinde lineer sekil degistirmeyi olctugumuz dogru pargcasinin baslangic
yonune baglidir.
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x, Qibi keyfi bir yondeki lineer sekil
degistirme hizi, bu yonde birim uzunluk
basina birim zamanda meydana gelen
uzunluk artigi olarak tanimlanir. Eger dogru
parcas! kisaliyor olsaydi, bu durumda
lineer sekil degistirme hizi negatif olurdu.
Burada PQ dogru parcasinin P°'Q° dogru
parcasina uzamasli, dolayisiyla pozitif bir
sekil degistirme hizi goz onune alinmistir.
Gerek dx, gerekse dt sonsuz kuguk
oldugundan, hiz bilesenleri ve mesafeler
birinci-mertebede kesilmistir.

Verilen tanimdan hareket ederek ve sekildeki uzunluklari kullanarak x, -yonundeki

lineer sekil degistirme hizi:

d (P'Q’ - PQ)
Faa = PO

I «yimiinds (1" mon ooombo o

f o
(r.'nr + .:?’:r&j di + dx, — u_ dt

i J

xybomimde P mon wonlofo

(4-22)

— ix,,

H”a

E dx

£E

I whminde P mon moonlofa

r':l!rl1
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Hacimsel $Sekil Degistirme Hizi veya Genlesme (Bulk) Sekil
Degistirme Hizi : Bir akiskan elemaninin birim hacim basina birim
zamanda hacminde meydana gelen artisi ifade eder.

Bu kinematik 6zellik hacmin arttig: durumlar icin pozitif olarak tanimlanir.

Hacimsel sekil degistirme hizinin bir es anlamlisi da hacimsel genisleme hizi
(dilatasyon)’dir. Los bir 1siga maruz kaldiginda gozintzdeki iris tabakanin nasil
buyudugunu (genisledigini) dusunerek bunu kolaylikla hatirlayabilirsiniz.

Hacimsel sekil degistirme hizi, birbirine karsilikli olarak dik olan G¢ yondeki sekil
degistirme hizlarinin toplami olacaktir.

Sikistirilamaz bir akista hacimsel sekil
degistirme hizi sifirdir.

Bir piston silindir duzeneginde sikistirilmakta
olan hava. Silindirdeki  akiskan elemaninin
hacmi azaldigi icin hacimsel sekil degistirme
hizi hegatiftir.

- Alkskan .
[ hava)
| eman

fy ani



Kayma Sekil Degistirmesi Hizi: Baslangicta bu noktada kesisen iki dik cizgi
arasindaki acgida birim zamanda meydana gelen azalmanin yarisi olarak
tanimlanir.

Baslangicta x- ve y-yonlerinde birbirlerine dik =~ _ _ ld - 1 fou L 9
olan cgizgiler icin kayma sekil degistirmesi hizi: 2dr " 2 \oy a,r
Kartezyen Koordinatlarda Kayma Sekil Degistirmesi Hizi:
| fou v | fow  Ou | fov ow
ey =5\ 0T o e =7\7- T2 ey =7\ T2 1t
) 2 \dy ox 2\ ox 0z 2 \0z ady
Kartezyen koordinatlarda sekil degigtirme hizi tensdrii: IW""'__i_ L Ak,
) I'._ I
ol | [ o dhr | [ o o } | A -
_1 x 1\gta) i\ata) ANy
fm By Fm | [ dr ol il | [ d it J i " -~
E.=|& & £ = —l—T —J — :|I J— — I| : .-
< 2\ ox dy ) AN dy J b cizgisi — |
£ | |. P 1 { o r_||_~_||| . L : ™ iz gisi
| — 4+ — . e
\ r J : [-__ .-'IT - r.l: ..'I r.I:_ J : P L ___________
: I
vl &, =g2 ,
" . . "o - - e " ! "l‘l.. I'. JILIII‘!:J
Sekilde cizildigi gibi- Otelenen ve sekKil akiskan eleman
degistiren bir akigskan elemani icin P -
. : Tt . - & Ltk
noktasindaki = kayma sekil degistirmesi .
hizi, dik iki cizgi (a cizgisi ve b cizgisi) T T
arasindaki acida birim zamanda meydana 1, aninda ‘
kigk an eleman
gelen azalmanin yarisi olarak tanimlanir. R x
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Yandaki sekil, sikistirilabilir bir akistaki
tim olasi hareketlerin ve  sekil
degistirmelerin bir arada oldugu genel
bir durumu (iki-boyutlu  olmasina
ragmen) gostermektedir.

Burada oOtelenme, donme, lineer sekil
degistirme ve kayma sekil degistirmesi
toplu bir sekilde gosterilmistir.

Bunun yaninda akisinin sikistirilabilir
olma niteliginden oturi hacimsel sekil
degistirme hizi (dilatasyon) da s06z
konudur.

Artik akiskanlar dinamiginin kendine
O0zgu karmasikhgini ve akisi tam olarak
tanimlayabilmek icin gerekli matematik-
sel derinligi daha 1yi anlamis olmalisiniz.

DF
A
-
- B
C'e-——~ .
" \'\I
Y
\\ DB"
. /
/
!
\ y
| o
Ao~
C D
A B

Otelenme, doénme, lineer
sekil degistirme, kayma sekKil
degistirmesi ve hacimsel
sekil degistirmeyi gosteren
bir akiskan elemani.
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ORNEK 46 lki-boyutlu Bir Akista Kinematik Ozelliklerin
Hesaplanmasi

Ornek 4-1"deki daimi, iki-boyutlu huz alamim gbz Gndne alimiz:
V=(u1)=(05+08xi + (15 — 08y) (1)

Burada uzunluklar m, zaman s ve hizlar m/s birimindedir. Sekil 4-41'de
gosterildigi gibi (-0.625, 1.875) noktasi bir durma noktasidir. Ayrica akisin
akim cgizgileri de Jekil 4-41'de cizilmistir. Birim zamandaki dtelenme, birim
zamandaki ddnme, lineer sekil degistirme hizi, kayma sekil degistirmesi hizi
ve hacimsel sekil degistirme hizi gibi gesitli kinematik &zelliklen hesaplayi-
mz. Akisin sikistinlamaz oldugunu gdsteriniz.

COZOM Verilen bir hiz alanimin bazi kinematik &zelliklerini hesaplayacagiz
ve akis alamimin sikistinlamaz oldugunu gisterecegiz.

Kabuller 1 Akis daimidir. 2 Akis iki-boyutludur, yani hizin zbileseni yoktur
ve uveya v, 7 ile degismemektedir.

Analiz Denklem 4-19 ile verilen birim zamandaki Stelenme hizin kendisine
esittir (Denklem 1):

Birim zamandaki Stelenme: u =05+ 08 v =15—-08y w=10 (2)

Binm zamandaki dénme ise Denklem 4-21'den hesaplanir. Bu durumda
her yerde w = 0 oldugundan ve ne u ne de v hiz bileseni z ile degistiginden,
birim zamandaki ddnmenin sifirdan farkh tek bileseni z-ydnindedir. Bdylece;
Birim zamandaki dinme: @ = ;—(% — %)E = ;—m —0Fk =0 (3)
Buna gdre akiskan pargaciklarinin hareket ederken net bir dénme hareketi
yapmadigl anlasiimaktadir. (Bu dnemli bir bilgidir ve bu b&limde ileride,
ayrica Bolom 10°da daha detayl olarak aciklanacaktir).

Lineer sekil degistirme hizlan Denklem 4-23 kullamilarak herhangi bir
keyfi yonde hesaplanabilir. x-, y- ve zyonlerindeki lineer kil degistirme hiz-
lan asagidaki gibi elde edilir:
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FIGURE 4-41
Streamlines for the velocity field
of Example 4-6. The stagnation
point is indicated by the red circle
atx = —0.625 mandy = 1.875 m.
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e.=—=08s"" g =—= —08s5!

g, =10 (4)
Buna gdre akiskan pargaciklaninin x-ydninde uzadigh (pozitif lineer sekil degis-
tirme hizi) ve yyoninde kisaldigi (negatif lineer sekil degistirme hizi) anlasil-
maktadir. Bu durum baslangicta (0.25, 4.25) noktasinda bulunan kare seklin-
deki bir akiskan parcasinin isaretlendigi Sekil 4-42'de gdsterilmistir. Denklem
2'yi zamana gore integre etmek suretiyle, gecen 1.5 s sonunda isaretli akiska-
min pargasinin dort kdsesinin konumu hesaplanmistir. Gergekten de Gngbraldo-
g0 gibi bu akiskan parcasi x-ydndnde uzamis ve y-ydndnde kisalmistir.

Kayma sekil degistirmesi Denklem 4-26°dan bulunur. Akig iki-boyutlu
oldugundan, sifirdan farkli olan kayma sekil degistirmesi hizi sadece
xy-dizleminde olur. Baslangigta birbirlerine dik iki g¢izgi olarak x- ve y-
eksenlen kullanilirsa, £y asagidaki gibi hesaplanir:

1 [ che ol |
E$=;(E+E)=;m+ﬂ}=l} (5)
Bu sonuca gire Sekil 442 ile de gstenldigi gibi bu akista kayma sekil de-
Bistirmesi yoktur. Gdz dnine alinan akiskan parcacig sekil defistirse de, bag-
langigta 90° olan kdse acilan hesaplamanin yapildigi zaman periyodu boyunca
90" de sabit kalmaktadir.
Son olarak hacimsel sekil degistirme hizi Denklem 4-24'ten hesaplanir:

1 DV

vV IDx
Hacimsel sekil degistirme hizi her yerde sifir oldugundan, akiskan pargacik-
laninin hacmi ne biyadyor (genigliyor) ne de kigaldyor (sikisiyor) diyebiliriz.
Bu sonug akisin gercekten de sikistinlamaz oldugunu gostermektedir. Sekil
4-42°de gilgelendiriimis akigkan parcacigi akis alaninda hareket ederken ve
sekil degistirirken yozey alani sabit kalmaktadir (iki boyutlu bir akis oldugu
Icin hacmi de sabit kalmaktadir).

Irdeleme Bu drnekte kayma sekil degistirmesi hizlannin (e, ve simetrigi
olan e,) sifir olmasina kargin, lineer gekil deBigtirme hizlanmin (2, ve g)

=g, te,+te, =08 —-08+0)s'=0 (B}

EiiaAN -
‘i \\\.\\ \K\ux
|| N

14: '
1N\
|E||||||||||||||||||

-1 0 I. 2 3

SEKIL 4-42

Omek 4—6"daki hiz alanina gére

1.5 s’lik zaman dilimi boyunca
hareket ettinlms olan baslangicta
kare seklindela akiskan parcasinin
sekil defistirmesi. Durma noktas:
x=—0625mvey= 1875 m'dek
kimizi daire 1le gésterilmms ve

birkac akim cizgisi cizlmmstir. 66



sifirdan farkh oldugu gdrilmektedir. Bu durum x- ve y-eksenlerinin bu akisin

asal eksenleri oldugu anlamina gelmektedir. Bu konumlandirmada iki-boyutlu
sekil degistirme hizi tensord asagidaki gibi yazilabilir:

£ E_, 0.8 0 |
= )= ; v)
& (gu f-) (n —n-a)"’

Eger eksenleri keyfi bir agi ile dondirmds olsaydik, yeni eksenler asal eksen
ofmazdi ve sekil degistirme hizi tensdrindeki dért elemanin tomad de sifirdan
farklhh olurdu. Mohr dairelerini kullanarak asal eksenleri, maksimum kayma
sekil degistirmesini vb. belirlediginiz mukavemet derslerinizden donen eksen-
leri hatirlhyor olmalisimz. Benzer gdzomlemeler akiskanlar mekaniginde de
yapilabilir.
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4-5 m VORTISITE VE DONUMLULUK

Daha once tanimlanan bir akigkan elemaninin birim zamandaki donme
vektoruyle yakindan iligkili kinematik bir 0zellik olan: vortisite vektoru

matematiksel olarak hiz vektorii V'nin curl’i veya rotasyonell seklinde tanlmlanlr
- ve akig analizinde buyuk onem tasir:

— — —

Vortisite vekedri: [ =V x V = cur( V)

—%

— l —*
VX V= E-::url{ V) =

—}

Birim zamandaki dinme vektirii

B e

_!
2

Vortisite bir akiskan parcaciginin acisal
hizinin iki katina esittir

el

C=AxB

!

[

[/

Vektorel bir carpimin
yonu sag-el kurali ile
belirlenir.

Vortisite vektori donen bir akiskan
parcaciginin acisal hiz vektorinin
iki katina esittir. 68




Akis alanindaki bir noktada vortisite sifir degilse, uzayda o
noktayi isgal eden akigskan parcacigi dontyor demektir ve bu
bolgedeki akis donumli olarak nitelendirilir.

Ayni sekilde akis alaninin bir boélgesinde vortisite sifir ise (veya
yok denecek kadar kucuk ise), bu bolgedeki akiskan
parcaciklari donmez ve bu boélgedeki akisin dontmsiz oldugu
saylenir.

Fiziksel olarak donumlt bir akis bolgesindeki akiskan
parcaciklari, bu akis bdlgesi boyunca devamli donerek hareket
eder. Ornegin kati bir ceper yakinindaki viskoz sinir tabaka
icerisindeki akiskan parcaciklari donumlid iken (bu nedenle
vortisiteleri sifirdan farkl), sinir tabakanin disarisindaki akiskan
parcaciklart dontimsuzdur (bu nedenle vortisiteleri sifirdir).

Alaskan pargaciklann  donmez

b, mez.

\ o %) DOonumlid ve donumsulz
- — M (T SRl b : i
I— ...; ettt = i = akis.  arasindaki . fark:
———————— Hiz profil Linimsiiz dis akis bilges Donumli bir ak|$ b()|ge_
" ____———  sindeki akigkan eleman-

Déniimlil simir tabaka bilgesi

lari doner, donum stz bir

- =y e akis bolgesindeki akis-
D O D, kan parcaciklari ise don-
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PR AR . R e s
Kartezyen keordinatlarda vortisite vekidril:

— dw i = du dw | = T T
2 GO TR b R CTATY
* \ay oz & o dy

Kartezyen koordinatlarda iki-boyurfu akiy:

—

xy-duzlemindeki iki-boyutlu akis icin vortisite vektori daima z- (ya da —

z)-yonundedir. Bu resimde bayrak sekilli akiskan parcaciklari xy-

duzleminde hareket ederken saatin tersi yoniinde donmektedir; vortisite
ise gosterildigi gibi pozitif z-yonundedir. ' '
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ORNEK 4-7  |ki-boyutlu Bir Akista Vortisite Konturlar

Sekil 4-33 ve Sekil 4-34'te ghsterilen dikddrigen kesitli bir bloga carpan
iki-boyutlu serbest-akum akisinin HAD hesaplamasini gdz 6nine alimiz. Vorti- =

site vektdrlerini ¢iziniz ve sonucu irdeleyiniz.

COZOM HAD ile olusturularak verilen bir hiz alam igin vortisite alamimi
hesaplayacagiz ve ardindan vortisitenin kontur ¢izimini olusturacagiz.

Analiz Alis iki-boyutlu oldugundan vortisitenin sifirdan farkh tek bileseni
Sekil 4-33 ve Sekil 4-34'te sayfa dizlemine dik olan z-ydndndedir.Bu akis

alamina ait vortisitenin zbileseninin kontur cizimi Sekil 4-47'de gdsteriimistir. .

Blogun sol-Ost kdsesindeki mavi balge yiksek negatif degerli vortisiteye isaret
etmektedir. Yani bu bdlgedeki akiskan parcaciklan saat yondnde dinmektedir.
Bu durum akisin bu kisminda karsilasilan yiksek hiz gradyenlerinden kaynak-
lanmaktadir. Bu kisimda simir tabaka cismin kisesinde ceperden ayrilmakta ve
ince bir kayma tabakasi olusturmaktadir. Bu tabakanin enlemesine ydnde hiz
cok ani degismektedir. Kayma tabakasindaki vortisite yogunlugu, vortisite aga-
giakima dogru yayildikca azalmaktadir. Blofun sap-lOst kdsesi dolaylanndaki
kigdk kirmizi bélge pozitif vortisiteyi (saatin tersi ydnldnde ddnmeyi) gdster-
mektedir —akis ayrnilmasindan dolayr olusan ikincil bir akis deseni.

Irdeleme Hizin tdrevlerinin yiksek oldufu bélgelerde vortisitenin baylkld-
gindn en yiksek seviyede olmasi beklenir (Denklem 4-30°a bakiniz). Yakin-
dan incelenirse Sekil 4-47'deki mavi balgenin gergekten de Sekil 4-33"deki
yiksek hiz gradyenlerine karsihk geldigi gdrildr. Sekil 4-47'daki vortisite
alaninin zaman-ortalamal oldugu unutulmamalidir. Gergekte anhk akis alan
tirbdlanshdir ve daimi degildir. Vortisiteler 1se kit gbvdeden yayilmaktadir.

Simetn diizlemi

SEKIL 4-47

Bir bloga carpan akis nedemyle
olugan vortisite alam {_"in kontur
cizimi (HAD hesaplamalanndan elde
edilmistir). Simetnden Gtini sadece
cismun tist yans: géstenlmistir. Mawvi
bélgeler yiiksek negatif vortisitey;
lnrmuiz bélgeler 1se yiiksek pozitif

vortisiteyl gostermektedir.



ORNEK 4-8  lki-boyutlu Akista Doniimliiliigiin Belirlenmesi
Asagida verilen daimi, sikistinlamaz, iki-boyutlu hiz alamim dikkate aliniz:
V=(u1)=27 + (20— 1] (1)

Bu akis déndmld md yoksa dondmsiz mdddr? Birinci dérddlde birkag akim
gizgisi giziniz ve bunlan irdeleyiniz.

COZOM Verilen hiz alanina sahip akigin dénomlo mi yoksa dandmsiz ma
oldugunu belirleyecegiz ve birinci dirddlde birkag akim gizgisi gizecefiz.
Analiz  Akis iki-boyutlu oldugundan Denklem 4-31 gecerlidir:

Vortisite.  { = (E - a—”)ﬁ:’ = (—2y — O)k = —2yk (2)
: = & ) )
Vortisite sifirdan farkh oldugundan bu akis donumliuddr. Sekil 4-48'de birinci
dérdalde akisa ait birkag akim cgizgisi gizilmistir. Buradan akiskamin asagi
ve safa dogru hareket ettigi anlasiimaktadir. Akiskan pargasinin Gtelenmesi
ve sekil degistirmesi de ayni sekil Ozerinde gdsterilmistir: At = 0'da akigkan
pargas! kare seklindedir, At = 0.25 s'de hareket etmis ve sekil degistirmis-
tir ve At = 0.50 s'de ise daha da ilen harsket etmis ve daha fazla sekil
de&istirmistir. Bunun sonucunda akigkan pargcasinin sad kenari sol kena-

rna nazaran saga dofru ve asafl dofru daha hizhh hareket etmekte ve akis-
kan pargasimin x-ydninde uzamasina ve disey dogrultuda ezilmesine neden
olmaktadir. Ayrica agikca gordlayor ki, akiskan pargasi saat yondnde net bir
dénme yapmaktadir ve bu da Denklem 2'nin sonucu ile uyumludur.

Irdeleme Denklem 4-29'dan biliyoruz ki, her bir aklilfan pargacifi vortisite
vektdrindn yansina esit olan bir agisal hizda @ = —yk dénmektedir. o sabit
olmadigindan bu akis bir kati cisim dénmesi degildir. Burada w vektdrid y
Ile lineer olarak degismektedir. [aha detayli bir analiz ile bu akis alaminin
sikistinlamaz oldugu gdsterilebilir. Sekil 4-48'de akiskan pargasimi gdsteren
gilgelendirilmis alanlar her O¢ durumda da aym kalmaktadir.
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Iki Boyutlu Akista Doniimliiliigiin Belirlenmesi

Daimi, sikistirllamaz ve iki & _ 2 e T
boyutlu hiz alani: V=0 =x"+ (—2y — 1))
o g dv  ou\- . =
Vortisite: [ = (, — ,>k — (\—21 — )k = —21“5\,
ox dy
y
=l
i Ornek 4-8'deki hiz alanina gore 0.25
i s ve 0.5 s’lik zaman dilimleri boyunca
| — AT=050s hare_ket ettirilmis, baslangicta kar_e
- seklinde olan akiskan parcasinin sekil
i degistirmesi. Ayrica birinci dordtlde
O—Trrrrrrryrrrrrrrrr| Dirkac akim ¢izgisi de cizilmistir.

0 l 2 3 4 Sekilden, akisin doénumli  oldugu
X acikca aoriulmektedir. 73



Silindink koordimatlarda vortisite vekidrii:

| o dig
- (L2 ),

\rod dz

+

\ oz

il

r

Silindirik koordinatlarda iki-boyutlu akig:

(

I

r

r'.luﬂ
A
ol ) ol
er i

r)}'

| i) o
— — e
dr e J‘I

r

rO-duzlemindeki ' iki-boyutlu: akis icin
vortisite vektorti daima z- (ya da —2)-
yonundedir. Bu resimde bayrak sekilli
akiskan parcaciklari  rB-duzleminde
hareket ederken saat  yonunde
donmektedir; vortisite gosterildigi gibi —z-
yontndedir. i i
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Iki Dairesel Akisin Karsilastiriimasi

A akisi—kati-cisim diinmesi: u =10 ve U, = @r _
A . K

B akisi—cizgisel vorteks: u, =0 ve g = —

. _ 1 [ dewr) — —
A akisi—kan-cisim diinmesi : [ =— — 01k = 2wk
i r\ ar

: o =1 oK) -

B akigi—cizgisel vorteks: d = A\ k=10

dr

¢ (&) Kati cisim donmesi
"7 seklindeki A akisina ve
' (b) cizgisel  vorteks
seklindeki B akisina ait
akim cizgileri ve hiz
profilleri. A akisi doniim-
liddr, buna karsin B
akigl orijin haric ' her
yerde donumsuzdur.
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Cocuklar ath karinca Uzerinde donerlerken, ayni zamanda atli karincayla
aynl acisal hizda kendi etraflarinda da donerler. Bu donumlu akis ile
-~ benzerdir.

"Bunun aksine bir donme dolap Uzerindeki cocuklar ise dairesel
yortngelerini izlerken daima yukari dogru yonlenmis bir vaziyette kalirlar.
Bu da dontimstz akisa benzerdir.

(a) (b)

Basit bir benzesim (analoji): (a) Donumli dairesel akis ath karincaya
- benzerken (b) donimsiz dairesel akis donme dolaba benzer.
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Akm gizgileri

SEKIL 4-52
Cizgsel kuyu icin rff-diizlemindelka
akim cizgilen.

hassas bir bigimde ele alinabilir (Heinschn and Cimbala, 2003).

ORNEK 4-9 Cizgisel Kuyuda Doniimlilugin Belirlenmesi

Cizgisel kuyu denilen basit iki-boyutlu bir iz alami, z-ekseni boyunca bir |
¢izgi icerisine dogru emilmekte olan akiskanin benzetimini yapmak icin sik- |
hkla kullanilir. z-ekseni boyunca birim uzunluk basina hacimsel debi WL
degerinin bilindigini varsayalim. Burada V negatif bir bayokloktar. m-dizle-
minde iki boyutta hiz bilesenleri sdyledir:
. Vo1

Cizgisel kuyu: u, = onL T ve u, = 0 (1)
Alusa ait birkag alkam cizgisi giziniz ve vortisiteyi hesaplayimiz. Bu alis déndmla
mi yoksa dondmsiz madar?

COZOM Verilen akis alaminin akim cizgileri cizilecek ve akisin dénomlologo
belirlenecektir.

Analiz Sadece radyal akis oldugundan ve hig tegetsel akis bulunmadigin-
dan, tim akim cizgilerinin orijine dofru yGnlenmis isinlar seklinde olacag
anlasiimaktadir. Sekil 4-52'de birkag akim cgizgisi gizilmistir. Vortisite ise
Denklem 4-33'ten hesaplanir:

e 1 druy) A | af v i\
€= r( dr Bﬂ'"')k a r( BE(E'.ITL r))k a =

Vortisite vektdrd her yerde sifir oldugundan bu akis alani donumsizdir.
Irdeleme Girislerin ve davlumbazlarin igine dogru olan akislarda oldugu gibi,
igerisinde emigin bulundugu birgok akig, ddnimsiz akis kabuld ile oldukga
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T4

125

An incompressible velocity field is given by u = a(x* — y*} v unknown, w = b, where a and b are constants.
What must the form of the velocity component v be?

u OJv Jw 2 5 , Ov  3b v
—= — - +—+—=0 —=-2a
| 8x+ay+a 0 ax(ax ay?) 5t 3 3y
This is integrated partially with respect to y: v(x, y, z, ) = —2axy + f(x, z, t). This is the only possible form for
v that satisfies the incompressible continuity equation. The function of integration f is entirely arbitrary since it
vanishes when v is differentiated with respect to y.

An incompressible flow field has u = xz° and w = xe™ (dimensional factors omitted). What form does continuity
imply for the velocity component v?

du v ow
1

v au
—_—— ——= +—4+0=0 —_— =7 = -2 + f(x,
8x+3y 3 0o =z 3y : z v 2y + f(x, 2)

741 Determine whether the velocity field V = 3t + xzj + ty°k is incompressible, irrotational, both, or neither.

J The divergence of this velocity field is
3 E) 3
V-V —a—x(3t}+$(xz]+£(ty2) =0

Therefore, this velocity field is incompressible. The curl of this velocity field is
i j k

This is not zero; hence, the flow field is rotational, not irrotational.
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4-6 m REYNOLDS TRANSPORT TEOREMI

Kutusundan puskudrtulen deodorantin analizi
icin iki yontem: |
(a) ‘Hareket ederken ve sekil degistiren
akiskan taklp edilir. Bu sistem yaklasimidir —
sistem sinirinda kiitle gecisi olmaz ve toplam
kitle sabit kalir.

(b) Kutunun sabit ic hacmi dikkate alinir. Bu
kontrol hacmi yaklagimidir — Kkitle sinirdan

gecer.

-

r_ \l\lCm

Rey'
Deodd

s

(a)

Bir sistem ve bir kontrol hacmi icin
herhangi bir yaygin ozelligin birim
zamandaki degisimleri arasindaki
iligki Reynolds Transport Teoremi
(RTT) ile ifade edilir.

Reynolds = Transport  Teoremi
(RTT) sistem yaklagimi ile kontrol
hacmi yakla§|m| arasmda bir bag
olusturur.




— ¢ + Ar anmda kontrol hacmi
| (KH zamanla degismemektedir)

| — ¢ amnda sistem (maddesel
| \  hacim) ve kontral hacmi
| |\ (ghlgel bilge)
! \ — i+ Ar ammda sistem
I \ \  {tarah balge)

[
—

%
___.;é///’..f’;”

Ar siresince disan akis J

f anmda: Sistem = KH
t + Arammnda: Sistem = KH-1+ 11

dB . AdR.. _
_ KH i
di di

+ B

E =T 1R

Bu denklem; sistemin B ozelliginin degisim
hizinin; B’nin kontrol hacmi icerisindeki
degisim hizi ile B’nin kontrol yiizeyinden
disari cikan kitle ile olusan net akisinin
toplamina esit oldugunu ifade etmektedir.

GOz onune alinan bir anda sistem ve
kontrol hacminin ayni uzayi isgal etmesi
kaydiyla bu denklem herhangi bir t ani igin
uygulanabilir.

t ve t + At anlarinda bir akis alaninin iraksak
kismindaki hareketli sistem (tarali boélge) ve
sabit kontrol hacmi (golgeli bolge). Ust ve alt
sinirlar akigsa ait akim cizgileridir. '
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B (kiitle, enerji va da momentum gibi) herhangi bir vavgin ozellik, b = B/m
1se buna karsilik gelen vogun dzellik olsun. Yayein ézelliklerin toplanabilir
olmasindan vola cikarak r ve f + Ar anlanndaki yaygn 6zellik B asafidaks
- gibi ifade edilebilir:

B. . =B.,, (r anmda sistem ve kontrol hacmi ist tistedir)
B vione =Bguson = Brova T Bryin
Birinci esitligi ikinc: esitlikten cikanp Ar 1le bolelim:
B rine ~ By _ Bywrene — Byus B Byiia N B ey s
Ar Ar Ar Ar
At — 0 icin limitini ahip tiirevin tammindan faydalanirsak;

'l‘fﬂ-:i.-: f'rBHI[ E E
= — B, +B_
dr -Efi’ Emrem Cl1Exn

(4-38)

veya

dﬂ.-:i.-: dE'K"
d  dr

— bpViA + Byp VoA,

1 elde edilir. Ciinkii,
B, o =bmy, 0 =bpVi, \=bpV ArA
Buia = bamyp in = BV in = g Vo A1 4y

L=
. . By, u bop,V, At A,
Bn= B = lim = lim = bp,V, A
. Y oAr0 Ar Ar—0 Ar SR
| | By, byp,V, Ar A,
B, =B = lim —%_ fm 22270 _ 4 ya,

lkam T Ar—=0 N Ar—0 Ar
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]":“[]E' Kitle

RO\

| Kontrol hacmi 1 [ san aks: Iger akig: WV
a1\ i 8 < A0° A= an°

W,
- :
I l "-. ' F =+ 2
Mg norma ’\ : Vin=I¥Vllnlcos@=Vcos @
birim vektor

B <907 ige cos @ >0 (disan akis).

8= 90" ise cos 8 < 0 (igeri akig).

B =90 ise cos 8= 0 (aky yoktur).
Kutle

gikisi leErELIlEI}FE!]. bir kontrol }ruzepnden
~  digan ve igen dogru olan kijtle akigi.

ﬂn-l:Lz -i.;llu:nn_'ﬂ-lgi.rmz J P"]F';d"!
_— S Sabit KH icin RTT: |
bpV -i dA carpimimin kontrol yiizeyi = AB . d - '
 boyunca integrali, B ézelliinin binm = R [ pbdV + J’( pr' 1 dA
zamanda kontrol hacminden disan = dt dt 'KH
¢gikan (negatif oldugunda konirol '
hacmimin icine giren) net miktarini | -.fmn':rn'! .i"I'H icin alternar -_,I"HT.I' |
verir. dB.. f 3 ' — d
gemm s =L ZipbydV + pr-ndﬂ :
i O JEY |



% Bagd hiz | ?:h =V - ?m, .

dBb. . d i r

cHareketli KH icin alternarif RTT: —=— | pbdV + .Fil'JT“?n.' n dA

; ] ) dr dr JEH JEY

: {IE - | Mutlak refermns koordinat sistemi:
-~ Daimi akig igin RTT i ph n dA Kontrol hacmi

JEY \
] N 1
. I
- ¥ : - I -

Bagil refermns koordinat sistemi

Eoomirol hacm

f__\_\_ ______ 1

S -

\ T e

- Kontrol ylzeyinden gecen akiskanin
bagil hizi, akigkanin mutlak hizi ile |
Yerel‘kontrol yUZeyi hizinin negatifinin |  Reynolds  Transport  Teoremi
vektorel toplamindan bulunur. | _ . (RTT)nin sabit hizla hareket eden
R SR SR bir kontrol hacmine uygulanmasi. -
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pV, i dA = b 1,

’ pbVondA = b,
44 A

':.!E-:i-: i [ ) )
o E . pb dV + E;n mﬁ-.'f's“__ - g‘“ mpb_
- 1= -r.l.% I'|:-1 = = r._q rl:.'l

. e : — - r
m.':l - Iﬂl'n'l. I""III.':I ||'J'|-,|-|_ LJ'?. ot "'1'
Ivi ranimianmis giriy ve cikislar icin vaklagik RTT

dB

5%

- j ‘ Plr':' dV + Z Faz II-':'-:n-. Ii"-r.':l. ot A — Z Pan Ir'J'i"-'- V-':'-"'-'- A

di ! JKH g1lzn giTen

¢ ﬁ lyi tanimlanmis bir giris (1) ve iki ¢ikisin (2

1< -l:.l.q s 1T #T0 BrE

13 - ve 3) bulundugu kontrol hacmine bir 6rnek.

@Ig ) f— Boyle durumlarda RTT'deki kontrol yiizeyi
: integralleri her bir giris ve cikistan gecen

. akiskan oOzelliklerinin ortalamasi cinsinden
daha uygun bir bicimde yazilabilir. -

.\-\-—
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Reynolds Transport Teoreminin Alternatif Tiretimi

f}.r-.'-:J_‘...'u.'..' Leibniz teoremi

b -
s db N da -
—dx + — b, 1) — — Gla, i)
af dr di

x =Bl
d

fdr |

Gix, N dx =

X =i i) Ja

Leibnitz Teoremi ni kullanarak Reynolds Transport Teoremini daha zarif bir yolla
tiretmek mumkunddr.

Leibniz teoremi sadece integral sinirlan
a(t) ve b(t)'nin zamana gore degisimlerini
hesaba katmakla kalmaz, ayni zamanda
integrali alinan G(x,t) ifadesinin zamanla ,Gx. 1)
daimi olmayan degisimlerini de dikkate
alir.

Bir-boyutlu  Leibnitz Teoremi, integral
sinirlart - zamanin fonksiyonu olan bir
integralin =~ zamana gore tlrevini
hesaplamada gereklidir (integral islemi x’e
. gore).

x=b(t)
{ Gix, t) dx
X

=alt)

=¥

alr) b(t)
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ORNEK 4-10  Bir-Boyutlu Leibniz Integrali

Asafidaki ifadeyi mimkin oldugunca sadelestiriniz:

d. = f
Ff =— = (1)
(1) er;,j . :

COZOM Verilen ifadeden F(f) en sade sekliyle elde edilecektir.

. Analiz  Cozdm igin dnce integrali sonra da tdrevi almaya ¢alisabilinz. Ancak
- verilen Denklem 1, Denklem 4-49 biciminde oldugundan bir-boyutlu Leibniz
teoremini kullanabiliriz. Burada Glx, f) = e * olarak verilmistir (Bu basit
drnekte G zamanin fonksiyonu degildir). Integralin simirlan ise alt) = 0 ve
b(t) = Ct olarak verilmistir. Buna gére sonug asagidaki gibi elde edilir:

b
L db da .
Fin = [ —dx + —Gib, 1) —?Gfa n — FiHh=Cecr (2)

Jo O dt

[} C eF 0
Irdeleme Aymi sonuca Leibniz teoremini kullanmadan gitmeye galisiniz.
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Uc boyutlu (hacim) Leibniz teoremi asagidaki gibi ifade edilir:
Uc-boyutiu Leibniz teoremi :
1 [ T aG [
| Gxy,z9dv = l Zav+ | GVeraa (4-50)

Dy Jun o BT

Burada W), hareket eden ve/veya sekil degistiren bir hacmi (zamana bagh),

dt

A(t) bu hacmin wviizevin (suur) ve V 4 bu hareketli yiizevin mutlak hizin

(Sekil 4—-62) ifade etmektedir. Denklem 4-30 vzayda ve zamanda gelisigii-
zel hareket eden velveva sekli defisen herhangr bir hacme uygulanabilir.
Onceki analizle uyum saglamak acisindan integrali alinacak G fonksiyo-
nunu, akis uygulamas: icin pb olarak alalim:

Akiga uygulanan iig-boyutlu Leibniz teoremi :

i{ pbdV = { —fph}ﬂ'Uﬂ- [ pbﬁ'n'dﬂ (4-51)
e Jvin o i LA

Efer Leibniz teoremi bir maddesel hacmin (akisla harsket eden miktan
sabit bir sistem) s6z konusu nla:luﬁu ozel bir duruma vygulanirsa, maddesel

yiizey iizerinde her noktada V, = V olur, zira maddesel hacim akigkan ile

beraber hareket etmektedir. Bu halde V verel akis hizi olur ve Denklem

4-51 asagdaki hale gelir:

Maddesel bir hacme uygulanan Leibniz teoremi :

d T dB..

5L

: .
= | phdv = = [ — (ph) dV + J pbV it dA (4-52)
dr WAl Al

-ﬂlf Juriy
Denklem 4-52 herhangi bir ¢+ amnda gecerlidir. Kontrol hacmini, bu

t amnda kontrol hacmi ile sistem ayvm boslugu isgal edecek sekilde, vani

cakigik olarak tammlayalim. Daha sonraki bir + + Af aminda sistem akig
ile hareket etmis ve sekli de#ismisticr Ote vandan kontrol hacmi farkli bir

87



bicimde hareket etmus ve sekil defistirmis olabilir (Sekil 4-63). Ancak
burada oneml olan, ¢ aminda sistem (maddesel hacim) ve kentrol hacminin
tek ve aym elmasidir. Dolayisiyvla Denklem 4-527nin saf tarafindaki hacim
integrali;  amndaki kontrel hacru lizerinde, yvizey integrali 1se ¢ amndaki
kontrol yiizeyr lizerinden alinabilir. Béylece asagidaki ifade yvazilabilir:
dB.. [ a S
Genel RTT, hareketli KH': = —(pb) dV + | pbV-n dA (4-53)
dr Koy O ke

Bu ifade Denklem 4-42 ile dzdestir ve ¢ aminda hareket etmekte velveya
jekli defigmekte olan geligigiizel sekilli bir kontrol hacmi igin gecerlidir.
Denklem 4-53"teki V lhizumn, akiskamn mutlak izt oldufu vnutulmamalidir.

Uc-boyutlu Leibniz Teoremi, hacmin

f Glx,y, z,. 1) dV
v /

kendisinin = zamanla hareket ettigi \

ve/veya sekil degistirdigi durumda bir A(f)
hacim = integralinin zamana  gbre =
tlrevini hesaplamada gereklidir. Buna

gore Leibniz teoreminin tg-boyutlu Gx, 5,50 >
bicimi, Reynolds transport teoremini .

alternatif  bir yolla tiretmek icin
kullanilabilir.



Maddesel hacim (sistem) ve
kontrol hacmi t aninda ' ayni
boslugu isgal etmekte (yesil

golgeli alan), ancak farkl bigcimde

hareket edip sekil
deqgistirmektedir. = Bir sure
gectikten sonra bunlar artik ust

Uste cakismaz.

ramnda sistem | maddesel hacim)
vie komtno] hacmm
/ I+ Aramnda =istem

Akis

I +‘£'..r ammda kontrol ha.:mi
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ORNEK 411 Bagil Hiz Cinsinden Reynolds Transport Teoremi

Leibniz teoremi ve genel Reynolds transport teoreminden {Denklem 4-53)
vola cikarak gelisiglzel sekilde hareket eden ve sekil degistiren bir kontrol
hacmi igin Denklem 4-44'0n gecerli cldugunu gdsteriniz.

COZOM Denklem 4-44'an ispati yapilacaktir.

Analiz Leibniz teoreminin genel Gg-boyutlu uyarlamasi olan Denklem 4-50
herhangi bir kontrol hacmine uygulanabilir. Biz bu denklemi, maddesel
hacimden (sistemden) farkli olarak hareket edebilen vefveya sekil degistirebi-

len bir kontrol hacmine uygulayalim (Sekil 4-62). G yerine pb alinirsa Denk-
lem 4-50 asagidaki hale gelir:

d i - .
—L pb dV = L —(pb) dV + L pbViy-n dA (n
dt ke Sy O Y

Denklem 4-53"ten kontrol hacmi integrali cekilirse,
R Vi dA @
.L:n i p) Cdr J;pr e
elde edilir. Denklem 2 Denklem 1'de yerine yazilirsa,
d dHﬂm — — —
—Lpbdu=—— pr-EdA - Lypbl"m-nd.-‘l (3)
dt by dt ] ]

bulunur. Bu ifadedeki son iki terim tek bir tenm altinda toplanir ve denklem
yeniden dizenlenirse agagidaki sonuca ulasilir:

dE.‘Ei.‘I d [ ? —
= — dv + BV — V. )i dA (4)
dr dt J;mpb .LYP f ) M

Denklem 4-43 ile verilen bagil hiz tanimi kullanilarak sonug ifade agagidaki
gibi elde edilir:

ﬂrBsi:- d [

Bagiul hiz cinsinden RTT:

= pbdV + | pbV-idA (5)
it di Jxn Ky !

Irdeleme Denklem 5 gergekten de Denklem 4—44 ile dzdestir ve bu sonugla
Leibniz teoreminin gicl ve zarafeti kanitlanmis olmaktadir.
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Maddesel Turev ve Reynolds Transport Teoremi (RTT)

Arasindaki lliski

L'%T'UIIH: - L) . Euler
vaklagm Dt vaklagmm
Sisterm — I'i.'.mtrul
amalizy |— | BIT [—= hacmi

analiz

Sonlu buayukltkteki kontrol hacimleri icin olan
Reynolds transport teoremi (integral analizi),
sonsuz kicuk buyuklukteki -hacimler icin olan
maddesel tlireve benzerdir. Her iki durumda da
Lagrange ya da sistem bakis acisini; Euler ya da
kontrol hacmi bakis acisina donustirulmektedir.

Reynolds transport teoremi sonlu
bluyukltkteki kontrol hacmini,
maddesel tirev ise sonsuz kucuk
akigskan parcgaciklarini ele almasina
kargin ayni temel fiziksel yorum her
Ikisi icinde gecerlidir.

Maddesel : turevin herhangi bir
akiskan ozelligine, bir skalere veya
bir vektore ‘uygulanabilmesi gibi,
Reynolds transport teoremi de
herhangi bir skaler veya vektorel
ozellige uygulanabilir.
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Ozet

Lagrange ve Euler Yaklasimlari

v jvme Alani
v Maddesel Tirev

Akis Desenleri ve Akisin Gorsellestirilmesi
v’ Akim Cizgileri ve Akim Tupleri, Yortinge Cizgileri
v Cikis Cizgileri, Zaman Cizgileri
v Kirthm Esasli Akis Gorsellestirme Teknikleri
v Yuzey Akisi Gorsellestirme Teknikleri
Akis Verilerinin Cizimi
v' Vektor Cizimleri, Kontur Cizimleri
v' Diger Kinematik Tanimlamamlar
v Akiskan Elemanlarinin Hareket veya Deformasyon Sekilleri
Vortisite ve Donumlultk
v |ki Dairesel Akistn Karsilastiriimasi
Reynolds Transport Teoremi (RTT)
v Reynolds Transport Teoreminin Alternatif Turetimi
v" Maddesel Tlrev ve Reynolds Transport Teoremi (RTT) Arasindaki iligki
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