AKM 204-BOLUM 4-UYGULAMA SORU VE COZUMLERI

1. Asagida verilen daimi, iki boyutlu hiz alanin1 dikkate aliniz:
V = (u,v) = (0.66 + 2.1x)i +(-2.7-2.1y)]

Bu akis alaninda bir durma noktasi var midir? Varsa nerededir?
Kabuller:

1. Akis daimidir.

2. Akis 2-boyutludur. (x-y diizleminde)

COzim:

Durma noktasinda u ve v sifir olmalidir.

Hiz bilesenleri: u=0.66 + 2.1x v=-27-21y

0=0.66 +2.1x 0=-27-21y

Durma noktasi:
x =-0.314 y=-1.29

2. Xy- diizleminde daimi, sikistirilamaz, iki-boyutlu bir hiz alani,

u=185+2.33x+0.656y
v=0.754 —2.18x — 2.33y

bi¢iminde iki bilesen ile verilmektedir. ivme alanin1 bulunuz (ax Ve ay ivme bilesenleri icin
ifadeler bulunuz) ve (x, y) = (-1,2) noktasindaki ivmeyi hesaplaymiz.

Kabuller:

1. Akis daimidir.

2. Akis 2-boyutludur. (x-y diizleminde)

Cozim:

Ivme alan1 bilesenleri, maddesel tiirev ifadesinden elde edilir:

a, = ] +U au + va—u + Wa—u =0+ (1.85+2.33x+0.656y)(2.33) + (0.754 — 2.18x — 2.33y)(0.656) + 0
ot OX oy oz

a, = ol +U (ol + v@ + W@ =0+ (1.85+2.33x+0.656y)(—2.18) + (0.754 — 2.18x — 2.33y)(-2.33) + 0
ot ox oy 0z

a, = 4.8051 + 3.9988 x

a, =-5.7898 +3.9988 y

(X, ¥)=(-1,2) noktasi i¢in ivme bilesenleri:

a, =4.8051 +3.9988x - x =-1— a, =0.80628 = 0.806
a, =-5.7898 +3.9988y »>y=2—>a, 6 =220/18 =221



3. Bir akisa ait hiz alan1 \Z"':—uiaf#v}'i wkrku=3x, v=-2y ve w=2z verilmektedir. (1,1,0)

noktasindan gegecek akim ¢izgisini bulunuz.
Kabuller:

1. Akis daimidir.

2. Akis, x-y-z diizleminde 3-boyutludur.

C06zUm: Verilen bir hiz alani1 i¢in (1,1,0) noktasindan gegecek akim ¢izgisi hesaplanacaktir.

dx dy dz

u v ow

dx dy dz

3x =2y 2z

Ik 2 denklemden:

Y lnx=—=lny+]
3% —2y veya zlnx =—zIny+Inc
1 -1

X3 * yT =
Verilen x=1, y=1 ve z=0 noktasi1 i¢in

13 %172 = ¢; buradanc, = lolurveYx =,y ; y=x?

Diger esitlikten:

dz B dx 1l 1l _

7= 3 veya > nz 3 nx =Inc

Vz

JiE=C veya GE=c buradan z = c * x2/3
(1,1,0) icin;

0=c*1%3, ¢=0 veya z=0

Akim ¢izgisi su sekildedir; y = x 2/ 3,2=0



4. Bir riizgar tiinelinin yayic1 kismindan gegen havanin daimi akisini géz 6niine aliniz. Sekilde
cizildigi gibi yayicinin merkez ¢izgisi boyunca hava hizi ugiis’ten ugks’a azalmaktadir.
Olgiimler yayicinin eksen ¢izgisi boyunca hava hizinin parabolik olarak azaldigin
gostermektedir. x=0’dan x=L’ye kadar verilen parametreler cinsinden eksen ¢izgisindeki hiz
u(x) icin bir denklem yaziniz.

Kabuller:
1. Akis daimidir.
2. Akis eksenel simetriktir.

Cozum:

Genel parabol denklemi: u =a+b(x—c)?

Burada (c, a) noktasi tepe noktasini ifade eder. Tepe noktasinin y degeri ugiris’e esittir.
(¢, 3)=(0,Ugiris)

2 o e s g .
U =Ugy, +b(X—0)" Simir kosullarindan yararlanarak b degerini de hesaplayabiliriz.
Sinir Kosullart: x =0 U = Ugiris

X = L u= quk1$

x=L ise
2
Ugiris = Ugiry + DL
b= Ucikis — ugirls
= T

Elde ettigimiz a, b, ¢ degerlerini denklemde yerine yazarsak;

Ugiis — U

giriy 2
giris LZ X

u=u

5. Bir akisin hiz alan1 v = (4x)i + (5y + 3)j + (33K ile verilmektedir. (Im, 2m, 4m)
noktasindaki pargacik i¢in t=1 s’deki yorunge ¢izgisi nedir?

C06zUm: Verilen bir hiz alani i¢in (1m, 2m, 4m) noktasindaki yoriinge ¢izgisi hesaplanacaktir.
u=4x

v=5y+3 hiz bilesenleridir

w=3t?

Tanimdan:

_dx _ _dy_ _dz_ g0
u—dt—4x v—dt—5y+3 w—dt—3t

t=1 s’de pargacigin konumu (x, y, z)= (1m, 2m, 4m).



E—ﬁla’r—}huh —4:11—:» Inx-1n1= 4(t-1)

.
lix= 4(t-1)

dy
e~ —dt —— 111{5} 3 =4

In(5y+3) - 111(13): 5(t-1)

In(5y+3)= In(13) + 5(t-1)

J*d:=j3r:d! — [} - ﬂ_’ szd=t o1
3

=1 +3

3 tane denklem elde edildi. Yoriinge ¢izgisini x, y, z cinsinden elde edebilmek igin;

x=4t-4 (1)
m[s“f’ | =515 (2)
2= 43 (3)

Denklem (1) ve (2) toplanirsa;

v+

1nx+h' |—9t

t’yi bulmak i¢in;

]n[ SJ}‘+31] L o= ot
13

1

S5xy + 3x
t=1+45 00 (202

13

Denklem 3’te t yerine konursa sonug asagidaki sekilde elde edilir.

1 S5xy + 3x 3
Z—f(x,y)—[1+§*ln<—13 )] + 3



6. Daimi, sikistirilamaz, iki-boyutlu bir hiz alani,
V =(u,v) = (L+2.5x+ y)i +(-0.5-3x—2.5y)]

seklinde verilmekte olup burada Xx- ve y-koordinatlart m, hizin biiyiikliigii ise m/s
birimindedir.

a) Bu akis alaninda durma noktalarinin olup olmadigini ve eger varsa nerede olduklarini
belirleyiniz.

b) x=0m’den 4m’ye ve y=0m’den 4m’ye olmak iizere sag-Ust dordilde birka¢ konumda hiz

Kabuller:

1. Akis daimi ve sikistirilamazdir.

2. Akis 2-boyutludur, hizin z bileseni yoktur.

COzim:

a) Durma noktasi U ve v hiz bilesenlerinin sifir oldugu noktadir.
u—>1+25x+y=0

v—>-05-3x-25y=0

Buradaki denklem sistemi (6rnegin ilk denklem 2.5 ile ¢arpilip taraf tarafa toplanarak
rahatlikla ¢oziilebilir) ¢oziilerek durma noktasinin koordinatlar1 elde edilir:

10 m/s
Scale: ==
Xx=-0.615m y=0.538m e
b) Ornegin (x, y) = (2,3) noktasindaki hiz vektoriinii ele alalim. s 1
~ = N 1 NN N
V =(u,Vv)=0+25x+Yy)i +(-0.5-3x-2.5y)j Buifadede x ve y 2 \ ||
degerlerini yerine yazilirsa; yo o3
1 \
V = (u,v) =9i —14] hiz vektorii elde edilir. Bu vektoriin biiyiikliigii -
V =+/9° +14% =16m/s *dir. Diger vektérler de bu sekilde cizdirilebilir. ¥ . aa
0 1 2 3 4 5

7. Her iki hiz bileseni de (x ve y yonlerindeki) lineer olan daimi, iki-boyutlu bir hiz alaninin
genel denklemi asagidaki gibi verilmistir.

V= (u,v) = (U + ax + E:,}'Ji} + (V + ax + bl!.'J_.fr

Bu ifadedeki U, V ve katsayilar sabit olup boyutlarinin uyumlu bi¢imde tanimlandig1 kabul
edilmektedir.

(a) Buna gore ivme alaninin x ve y bilesenlerini hesaplayimniz.
(b) Verilen hiz alani i¢in akisin sikistirtlamaz olmasi durumunda katsayilar arasinda nasil
bir iligki olmas1 gerekir?



(c) Verilen hiz alani i¢in X ve y yonlerindeki lineer sekil degistirme hizlarini hesaplayiniz.
(d) Verilen hiz alani i¢in x-y diizlemindeki kayma sekil degistirme hizini1 hesaplayniz.
(e) c ve d siklarinda bulunan sonuglari birlestirerek x-y diizlemindeki iki-boyutlu akis i¢in
asagida verilen sekil degistirme hiz1 tensoriinii olusturunuz. Hangi kosullar altinda x
ve y eksenleri asal eksen olur?
(ETT E:'I".: )
g = :
s A

(F) Verilen hiz alani i¢in vortisite vektoriinii hesaplayiniz. Bu vektor hangi yondedir?

Kabuller:
1. Akis daimidir.
2. Akis x-y duzleminde 2-boyutludur.
COzim:
a) Hiz alant: V=)= U+ ax+byi +(V+ax+by)j
Ivme alan1 hiz alaninin maddesel tiirevi ile elde edilir:
Maddesel ivmenin x bileseni:

o o
a, =g+1tft+1ift+zﬁ =\U+ax+by)a+(V+ax+by)h
: f e oy > \)Y )& h WV )15

—

Steady TwoD
y bileseni:
v v - :
a, = g +f*T+‘:T+yZ =(U+ax+hy)a, +(V+a,x+by)b,
' it ox ay o ST B s
Sy WD

b) Verilen hiz alani igin akigin sikistirilamaz olmasi i¢in hacimsel sekil degistirmenin sifir

olmasi gerekir.

Hacimsel sekil degistirme:

1 DV cu v -
——— =, +&, +E, =—+—+ =a +b,
V Dt » o av Az :

o
T

wo-D)

Verilen hiz alani i¢in akisin sikistiritlamaz olmasi igin: a+b, =0




€) Verilen hiz alani i¢in X ve y yonlerindeki lineer sekil degistirme hizlari asagidaki gibidir:

d) Verilen hiz alani i¢in x-y diizlemindeki kayma sekil degistirme hiz1 asagidaki gibidir:

1{éu &v 1, .
EI.‘- =E_'..‘|Z =: E-'_E =:|:‘E‘] +ﬂ2 ]

Simetriden dolay1 exy=gyx olur.

e) 2- boyutlu sekil degistirme hizi tensoriiniin genel gosterimi asagidaki gibidir.

¢ ve d siklarinda bulunan sonuglar bir araya getirilirse 2- boyutlu sekil degistirme hiz1 tensorii
asagidaki gibi olur.

a %':'5_""73}

Sekil degistirme hiz1 tensoriindeki diagonal elemanlar sifirdan farkli olur ve diagonal olmayan
elemanlar sifir olursa, x ve y eksenleri asal eksen olur. Bu durumda x ve y eksenlerinin asal
eksen olmasi i¢in h+a, =0 kosulunun saglanmasi gerekir.

f) Verilen hiz alani i¢in vortisite vektorii asagidaki gibi bulunur:

'\.T'P!D"D TwoD TwoD Tno-l:

Bu durumda vortisite vektori z yoniinde olur. Vortisitenin z bileseninin isareti ise a»-b1’in
isaretine baghdir.



8. Silindirik bir su tanki diisey ekseni etrafinda saat yoniiniin tersinde n =175 devir/dakika ile
kat1 cisim hareketi yaparak donmektedir. Tank i¢indeki akiskan parcaciklarinin vortisitesini
hesaplayiniz.

Kabuller:

1. Akis daimidir.

2. z ekseni diisey dogrultudur.

Cozum:

Vortisite = cevrinti vektorii=¢ = VxV = curl(V)

Birim zamandaki donme vektorii, ¢evrinti vektoriiniin yarisina

esittir. £ = 2@

52175 devir (1dak|kaj(27zrad

: : jE=18.326IZrad/s
dakikal 60s devir

£ =2 =2x18.326k = 36.652K = 36.7krad /s

9. Tam gelismis Couette akisini (sekilde gosterildigi gibi aralarinda h mesafesi bulunan Ustteki
hareketli alttaki ise sabit iki sonsuz paralel levha arasindaki akis) géz oniine aliniz. Akis xy-
diizleminde daimi, sikistirilamaz ve iki-boyutlu olup hiz alan1 asagidaki gibi verilmistir:

V:(u,v):V%T+OT

Bu akis alan1 dontimli mu yoksa dénimsiiz midir?
Eger doniimliiyse z-yoniindeki vortisite bilesenini
hesaplayimiz. Bu akistaki akigskan pargaciklari saat
yoénunde mi yoksa tersi yonde mi dénmektedir?

Kabuller:

1. Akis daimidir.

2. Akis sikistirilamazdir.

3. Akis, x-y duzleminde iki-boyutludur.
Cozum:

Akisin doniimlii (rotasyonel) olup olmadigini belirlemek igin vortisitenin z-bilesenini
hesaplamak gerekir. Sifira esit degilse doniimliidiir denilir.

Evet, akis doniimliidiir ve negatif olmas1 akiskan parcaciklarinin saat yoniinde déndiigiiniin
gostergesidir.



10. Daimi, 2-boyutlu hiz alani

V= (uv) = (2.85 + 1.26x — 0.896y)i + (3.45x + cx — 1.26y)j

ile verilmektedir. Bu akis alaninin donlimsiiz olmasi i¢in ¢ sabitinin degeri ne olmalidir?

C6zum: Verilen bir hiz alani igin, akis alaninin doniimsiliz olmasini1 saglayacak c sabiti
hesaplanacaktir.

Kartezyen koordinat sisteminde vortisite vektorii asagidaki gibidir:

\éz éx

o oy

- =

av]j. (éu éw'. [av au]-
+ + i
[

o i
T oley
Hiz bilesenleri:  #=285+126x—02896y, v=345+c—126y.andw=20

Vortisite vektori, hiz bilesenlerinin tiirev igslemlerinin ardindan asagidaki gibi bulunur:

S =(0)i +(0)] +(c—(—0.896) ) = (c + 0.896)k

Doniimsiiz akis i¢in vortisite vektoriiniin sifir olmasi gerekir. Bundan dolayi, c= -0.896 olarak
bulunur.

11. Reynolds transport teoreminin (RTT) genel bi¢imi soyledir:

dB,, d 7
—sis = — [ podv + | pbV,.fAdA
dt  dt Kprb Y KJYpb g

Burada \7b kontrol yiizeyine gore akiskanin bagil hizidir. Ayrica Bsis, akiskan pargaciklarindan

olusan sistemin kiitlesi, yani m olsun. Tanim geregi sisteme kiitle girisi veya ¢ikist
olmayacagindan bir sistem ig¢in dm/dt=0 oldugunu biliyoruz. Yukarida verilen esitligi
kullanarak bir kontrol hacmi igin kutlenin korunumu denklemini turetiniz.

COzim:

Bsis= m b=m/m=1 dm/dt=0

0= [ v+ pV, fidA
dt KH KY



12. Reynolds transport teoreminin (RTT) bir dnceki soruda verilen bigimini géz oniine aliniz.

Burada Bsis, akiskan pargaciklarindan olusan sistemin lineer momentumu, yani mV olsun. Bu
sistem i¢in Newton’un ikinci yasasinin asagidaki gibi verildigini biliyoruz:

Zﬁzmézmd—vzi(m\ﬁ
dt dt

sis

Buna gore RTT’yi ve Newton un ikinci yasasini kullanarak bir kontrol hacmi i¢in lineer
momentumun korunumu denklemini turetiniz.

B,,.=mV  b=mV/m=V

S E =L [ pVdv+ [ oV (Y, )dA
KY

13. Bir elektrikli siiplirgenin emis aparatindan i¢eri dogru olan hava akisinin xy-diizlemindeki
hiz bilesenleri yaklasik olarak asagidaki ifadelerde temsil edilebilir:

=X X* +y? +b?
al x* +2x2y? + 2x°h% + y* - 2y*b® +b*

" x* +y?—b?
. x* +2xPy% + 2x°h% + y* —2y*b® +b*

Burada b emis aparatinin zeminden olan yiiksekligi, L aparatin genisligi, © ise hortum igine
dogru emilen havanin hacimsel debisidir. Bu akis alanindaki durma noktasinin (veya
noktalarinin) konumunu belirleyiniz.

Kabuller:

1. Akis daimidir.

2. Akis, xy-duzleminde 2-boyutludur.

Co6zum:

Durma noktasinda hizin tiim bilesenleri (U, V) sifir olmalidir.

— X X’ +y%*+b’
u— 4 2.2 22 4 75 =0
al X" +2x°y +2xb°+y" -2y*h° +b

X=0—-u=0

— vy xX? +y?—b’
V- 4 2,2 22 4 77 7 =0
al X" +2x°y° +2x°b°+y" -2y°b° +b
y=0—->v=0

or
X2 +y?-b*=0->v=0



Bu durum (X, y) = (0,0) noktasinda saglanmaktadir.

Ayrica, (X, Y) = (0, b) noktasinda da bir durma noktasi var gibi géziikmektedir.

-y X* +y? —b?
al x* +2x7y% +2x°0% + y* - 2y*h* +b*
0y syt 0+b? - b? 0

A 0+0+0+b*—2b’0*+b* 0
Ancak (0, b) noktas1 bir durma noktas1 degil, akista bir tekillik (singularity point) noktasidir.



