Gradient

Bir f(x, y) fonksiyonu ile tanimli skaler alani uzayda diisiinelim. Biz biliyoruz ki bu fonksiyonun birinci kismi
tiirevi, o fonksiyonun belli koordinat eksenleri dogrultusunda, o fonksiyondaki degisim oranlarini verecektir.
Ornegin 1s1 gradyani bir vektordiir ve skaler sicakligin tiirevi ile elde edilir.

Kk ; "mabla" ; Vektorel tiirev operatoriidiir.

V.f=gradf = g—i?+ g—f}?+a—fﬁ
Divergence
of > 6/‘
V. f=gradf = 6y] k

V(x y, z) siirekli turev1 ahnablllr bir vektor fonksiyon ise ve bilesenleri V(u, v, w) ise,
. 7 O0u  O0v oOw
divV = P + 0_y + re

fonksiyonu uzayda V ile tanimlanan vektor alaninin diverjansi olarak tanimlanir.

divV:V.V:(%T+:—yT+%k) (u1+v1+wk) ( Z; ‘;_"Z")
2 2 2
divV =V.V =di df) =
v iv(grad f) = +6y =3

div (grad f) = V2f

Son ifade f skaler fonksiyonunun Lap/asyen idir.

Rotasyonel
V(x,y,z)=ul + vj + wk vektor fonksiyonu ise;

i j k
curl V = (Vxl7) = ai ai ai
x y z
u v ow

(aw 617) +(6u 6W>e+(6v 6u>i{
dy 0z 9z ax)) " \ox " oy

tanimlanan vektor fonksiyonunun rotasyonelidir.

e Birvektorel fonksiyon, bir skaler fonksiyonun gradient i ise, onun rotasyoneli sifirdir.
Bu da pratikte potansiyel yani ¢evrintisiz akimda karsimiza ¢cikar.

e Birvektor alanini tanimlayan bir vektor fonksiyonu, bir skaler fonksiyonun gradyenti
ise, bu alan "conservative= korunumlu" dir. (iinkii akiskan parcaciginin P: den Pz'e
gitmesi icin yapacagi is yola bagl degildir.
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FLUX integral

[[ Foan

F vektor fonksiyonun S egrisi tizerindeki yiizey integralidir. S yiizeyinden birim zamanda
gecen akiskan kiitlesini (kg/s) verir.

Laplace diferansiyel denkleminin ¢6ziimii ile ugrasan teoriye;

2 2 2
OO O
0x?  0dy? 0z?

POTANSIYEL teori denir.

Siirekli ve tamumli ikinci mertebe tirevieri olan ve V?f denkleminin ¢ézimii olan
fonksiyonlara "HARMONIK fonksiyon"lar denir.

0z

v Loy
/////WW dx U

u .

ow
z ’T‘ w+—dz

Jdu ow
u.dz + w.dx = (u+—dx) dz + (W+—dZ)dX

15):4 0z
divV=V.V=0
Streklilik denklemi
6u+(3w_0
ox 0z
di V—VV—(6*+ a*+aE) (ui + vj + E)_<au+av+aW)_az(z)+az(z)+62®
== okt 6y] 9z )\ TV TWE = G« dy 0dz) 0x2  0dy? 0z2
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Hareket denklemi;

du (du Jdu Jdu du 10b\ Oty  O0Tyx 0Ty
= 30+ e ) A

dt \at u&+va—y+w& B p 0X 0x dy 0z

dv /0 v v 10by 0ty Ot 0T,
v_<v><v % V)—Ky<b>+ A

at \a) T\ TV T Van) T ody) T ox T oy T oz

dw <6W) ( ow ow GW) ] (1 6b> N 0Ty, N 0ty N 01,

dat E “&J’Va_y”"az p 0z 0x dy 0z

Viskoz kuvvetler sifir yani akiskan ideal ise t;; = 0 olur.
Txx  Tyx  Tgx

T = |y Wy Tz

Txz Tyz Tzz

Bu durumda hareket denklemi EULER denklemlerine doniisiir.

<6u> ( du N du N 0u> K <1 613)
at) T \Max T Vay T Vo) T T (pax
(GV) N ( av N 6v tw 6v> K (1 6b>
ot Yax TV dy 0z Y \pay
(OW) ( ow 4 ow N (’)W) K <1 6b>
ot Yax TV dy Wz Z \poz

Viskoz kuvvetler sicaklik grandienti Tabakalasma, Non-lineer etkiler ihmal edilebildigi
durumlarda akim cevrintisiz olacakitr. Rotasyonel taniminda iki boyutlu akim icin;

curl (grad f) = VX(V f) = 0 icin (6—‘:’7—3—:) =0 olur.
o)
B et -k () = @)
w w o\ G+5
B+ (w2 -k —(%%) - @y
9 1 d (b
- E-I- (u +w )] —a(;ﬁ'KX)
09 1 2 (p
az FE AR b _£<E+KZ)
%+%(u2+wz)=—g—Kx+C1(z,t)
%+%(u2+wz)=—g—Kz+C2(x,t)

Ci(z, )= Cy(xt)
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Sinir Kosullarr
Kinematik Taban Sarti;
Taban yakinlarindaki akim tabana paraleldir. Taban gecirimsizdir.

w=20
20
E_O
z=—h

Kinematik Serbest Su Yiizeyi Sarti;
Baslangicta serbest su ylizeyinde olan su zerrecigi hep orada kalir.

z=1n(x,t)

an on
dZ = adx +Edt

Eger vir akiskan zerresi baslangictan dt zaman sonra tekrar ylizeyde olacaksa,

dz = Z—Z dt + Z—de "I saglamaktadir.

dx =u.dt ve dz=w.dt

(w.dt) = Z—Z dt + Z—Z (u.dt) denklemin her iki tarafi dt 'e boliiniirse;

Z=n

an  0n
W—Eﬁ'ua
W =10+ uUn,
Qz:nt'i'u-nx

Dinamik Serbest Su Yiizeyi Sarti
e Serbest su ytizeyi boyunca basing sabit olmall.
e Riizgar etkisi yok.

00 1 5, 2
E-'_E(u +w?)+g.n=0

Kabuller
1) Suderinligi (d) ve dalga periyodu (T) sabittir.
2) Iki boyutlu hareket
3) Dalgalar ilerlerken formlari bozulmuyor.
4) Akiskan sikismazdir.
5) Viskozite, tiirbiilans ve ylizeysel gerilme etkileri yoktur.
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6) H dalga yiiksekligi L dalga boyuna gore kiiciiktiir.

Serbest su ylizeyinde yazilan sinir kosullar1 non-lineer oldugu icin ve su yiizeyinin kendisi
bir bilinmeyen oldugu icin, denklemin daha da sadelestirilmesi gerekmektedir.

Sinir Kogullar1

. . o)

Kinematik Taban Sarti YTl ¢,=0 z=—h
VA

Kinematik Serbest Su Yiizeyi o9 0Jn _ _
Sarti a9z _ ot . =m =0 z2=0
Dinamik Serbest Su Yiizeyi o0 _ 1 _ _
Sarti 9c T8N = ®tg+n_ z=0
Periyodiklik Kosulu 0x(L,2,1) = 0x(0,2,1)

Baslangicta yapilan kabuller ile bu olayi tarif eden denklemin Laplace diferansiyel denklemi
oldugu ortaya cikacaktir.

62(25_62(25

0x% Q0z2

0<x<L
—h<z<0

Olayi tarifleyen temel denklemden olmadigi icin serbest ylizeyde yazilan sinir kosullarindan
n elimine edilmelidir (ortak coziilerek).

®,—n. =0 ; Kinematik Serbest Su Yiizeyi Sarti
n+ g @ =0 , Dinamik Serbest Su Yiizeyi Sarti ; t ‘e tiiretilerek % + 3 P =0
?,+ g @ = 0 ; Kombine Serbest Su Yiizeyi Sarti

Dalga Profili

Dalga periyodu ve dalga boyu sabit bir degerdir. Bu nedenle,

77(0: 0) = n(xo' to)

t=0 t=t,

Y G

o N x
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X L t X t X
t_ozc , C:; , _o__0=0 , 0:211'(_0__0)
o

nxt) , ¢xzt) ve n®) , ¢(6,2)

Sinir kosullari ile esas denklemde ii¢c bilinmeyen var. Iki bilinmeyene indirildi. Ancak
denklemlerden x ve t'yi yok etmek icin koordinat degisimi yapmak gerekiyor.

00 _ 0p 00 B ( 211) a0 _ a0 00 B (211)
dx 00 ax °\ L at 90 at °\T
920 21\ 2 GEL) 21\ 2
52 = 900 () =K% 30 = 900 () =09

Bu son durum icin denklemlerimiz,
LAPLACE DENKLEMI

k2®69 +0,,=0

Kinematik taban sarti, % =0 vez=-h

Kombine serbest su yiizeyi sarti,
2
®z+§ @9920 ; Z=0

Periyodiklik sarti
®9 (0, Z) = ®6 (ZT[' Z)

0 = wt — kx

Bu kisimda ise elimizde olan diferansiyel denklemin ¢oziimii ile ilgilenecegiz.
Kullanacagimiz yontem "degiskenlere ayirma’,

¢(0,z) , Harmonik Fonksiyonlar
$(6,2) = f(0).Z(2)

@ — f/ 7z aZQ _ fll
30 a0z "
LAPLACE'da yerine
00 - 0’9 ¢ konursa
9z " 922 F
—k? f_” = :
f z
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f yalnizca 0 ‘a bagimlii iken 7. yalnizca z 'ye bagimlidir. 8 ve z degeri icin bu iki ifadenin
esit ctkmasi icin ayni katsayiya olmalari gerekir. Ornegin A*

17 A2 _ 1 2 —
f +§f—0 ve z"—A%.z=0

22 .o
f" +§f =0 ¢Oziimi

dz_f — r2 )\2
d92 5 )\2 A=0—41§<0
r-+ E =0
f=1 Eslenik komleks kok cifti
0 0 2 A
n2=31 7120 T M e T A a = +pi
Genel (0ziim
f = Kie'® + Kpe2° f = K,e@*FD + K,el@-FD

ef* = cos(Bx) + i.sin(Bx)
Eulerformulu y = e*®[C;cos(Bx) + C,sin(Bx)]
e PiX = cos(Bx) — i.sin(fx)

Bizim denklemimizde o = 0

A A
f= A, cos (—0) + A, sin (— 9)

k k
A
f=A.sin<E9+6)
7' —A2.7.=0
L _ 2 ; T2=2%2=0
dz?
Z=1 ; A=14411>0

Z ve f ayriayn ¢oziilerek ¢(6,z) harmonik fonksiyonu bulunur.

A
f= A.sin(;g + 6)
Z = B.cosh(A.z) + sinh(A.z)

Buradaki A, B ve C integral sabitleri olup A ile birlikte degerlendirilecektir (sinr kosullari ile).

ilk sinir kosulumuz olarak periyodikligi kullanirsak f’'(0) = f'(2m) « @q
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%= 1 veya A =k olmaly, x ve t'nin merkezini secerek 6 =0

Taban sartini kullanarak
08 _ . r_ oy —
=0, Z=0 ;z= h

Z' = B.k.sinh(—kh) + C.k.cosh(—=kh) =0
B = C. coth(kh)

Z = C (coth(kh) . cosh(kz) + sinh(kz))

Z = m (cosh(kh) . cosh(kz) + sinh(kh).sinh(kz))

cosh[k(z + h)]
sinh(kh)

f=A.sinf

¢(0,2) = f(6).Z(z)

cosh[k(z + h)]\ .
¢ = A. C.( Sinh(kh) ).sm@

Kombine serbest su yiizeyi sartinida kullanirsak;

B sinh[k(z + h)]\ .
¢, =A.C.k < sinh(kh) ) 0
, (cosh[k(z +h)]\ |
P =—ACo < sinh(kh) ) o
sinh[k(z + h)]\ . 1 , (coshlk(z+h)]\
A.C.k( Sinh(kh) >.51n9 —EA. C.w ( Sinh(kh) ).sm@ =0

2

k.sinh[k(z + h)] — %cosh[k(z +h)] =0

" _ tanh(z +

ok anh(z + h)
z=0 icin;

w? = g.k tanh(kh)

2= %.tanh(kh)

Dr.Tarkan Mutlu 12mart1998



g-L 2nd
Cc = \/E.tanh (T)
1 _ W
n= —g—kqbt = —ACEcoth(kh) cos @

_AC 9
N =—-—_—cos

cos@ en fazla [0,1] ; (ﬂ) = g =aqa

H
N =a.cosf = fcos(a)t — kx)

_ Hc cosh[k(z + h)]\ | o
¢ ==\ "sinnan) ) S@t —kx)
yada
_Hc cosh[k(z + h)]\ . . .
¢ ==y ) S~ et
_|9-L (2nd)
c= \] o .tanh I
L= gT? . h(2nd)
== -tanh{—
d> L/z derin su;
tanh(%)—)l ; LO:% ; C0=%

L = L, tanh (an) ve C=¢, (ﬂ)

L

d <L/, sigsu;
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Hiz Alani

Hiz potansiyel fonksiyonun belli dogrultudaki tiirevlerinin o dogrultudaki hiz1 verdigine
gore;

U= a9 ve w a9
T ax az

o= — H.c <cosh[k(z +h)]

. i t — kx
2 sinh(kh) ) sin(ot — kx)
U= @ _Hc (cosh[k(z+h)]

dx 2 "\ sinh(kh)

)cos(a)t—kx) ; k=2—n ; c=E
L T

YEa TT

00 H h(k(z+h
= (Cossiih((zk:;) )]> cos(wt — kx)

_ @ _ _E sinh[k(z+h)] . _ . _ 2_7T . _ E
T8z 2" ( sinh(kh) )sm(wt kx) 5 k= 0 CTT
00 Hsinh[k(z+h)]\ . i
W= 52 T T\ sinaeny ) St(@t — k)

Potansiyel fonksiyonundan faydalanarak iki boyutlu orbital hizlari elde edebiliriz ancak bu
hizlar sozkonusu akiskan parcaciklarinin yoriingeleri hakkinda bir fikir vermez.

Akiskan konumu:
dx dz
e u(x, zt) ST w(x,z,t)

u ve w 'nin x ve z 'ye bagl olmalar1 nedeniyle bu ifadeleri dogrudan ¢ikaramiyoruz.
X=(0+Ax ; z=¢+Az

(C,&) — ortalama konum ; yoriingenin merkezi

_ oy H (coshlkGE+ W]\ 797
¥ =0t 5\ T sinhakn)y ) S(@E — kO
: 0
H (sinh[k(€ + h)] —_—
z=8&+ E( Sinh(kh) cos(wt — kQ)
27[__ __(3
LT \
’ . B
3n/2 \ :
n/ ; . i
R 2 /2
T 04 ‘
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H (sinh[k h

@D=00 v o=02r -5 (“mncar )
- H (cosh[k(E + h

@5 =00 ve o=(5);(%) “=§<Cossn[1h((1;) H)

BASINC
Dalgalarin olmasindan meydana gelen basing Bernoulli denklemiyle;

1
g.z+g+§(u2 +w?) +¢, =0
Yalnizca dalgalarin yaratacagi basing icin z=0 alinir ve ikinci mertebe terimler ihmal edilir
2 ve 2
dx ozl )’
Toplam basing  Dinamik basing

Pt = p + pgz

——
Hidrostatik basing

Dalga nedeniyle olusan basinci ifade eden p; Bernolli denklemi yardimiyla yazilirsa;

Pe 1o o 2y, 09 _
p+2(u +w )+6t_0
P90

p Ot
Pt = —pP:
_H cosh[k(z + h)] o
Pe = P& 2 cosh(kh) cos(w *)

Not: m= gcos(wt — kx)

GRUP HIZI
Genlikleri ve ilerleme yonleri ayni fakat periyodlar1 birazfarkl iki kii¢iik genlikli dalga
diistinelim.

N1 = a.cos(wit —kix) ve n, =a.cos(w,yt—kyx)

Burada T; < T, olarak diistiniirsek w; > w, ,L; <L, ve k; > k, olur.
Hareketin baslangicinda t=0 ve x=0 icin,

Ns =11 +1n, =2a ; olur

x = L, oldugunda ise ilk vektor 360° devir yaptigi halde T, # T, olduguicin T, tam
devir yapmamis olacak ve su yiizeyi ng + 2a olacaktir. Bir L mesafesi sonra bu iki
vektor arasi faz farki 180° olacak ve ns = 0 olacaktir. Bu séylediklerimizi analitik olarak;
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_ (,U1+(U2 k1+k2 (Ul_wz kl_kz
ns—Za.cos[( > )t—( > )x].cos[( > )t—( > )x]

DALGA ENERJISI

Dalga enerjisi potansiyel ve kinetik enerjinin birlesiminden olusmaktadir. Potansiyel enerji
serbest su ylizeyindeki degisimlerden, kinetik enerji ise akiskan parcaciklarinin hizlarindan
olusmaktadir.

Potansiyel enerji;
Yatay diizlemde birim alanda goriilen potansiyel enerji;

n 0 n 1
E, = f pgzdz —f pgzdz =f pgzdz = = pgn?
~h ~h 0 2
Ancak bizim icin genel hal;

2
E, = %pg (g cos 9) ;  "Anlik Deger”
E, ‘nin bir dalga peryodu veya dalga boyu boyunca ortalama degeri alirsak;

1 1 (H ’ H>
Epzngn =§pg Ecos@ =§pg7cos 0

1

E, = —pgH 2, "Zamansal Ortalama Deger"”

Kinetik Enerji
Yukarida verilen tanim geregi birim hacim icin anlik kinetik enerji (% sz) ;

1
E, = Ep(u2 + w?)

2 . 2
E, = %p {[ﬂ <COSh[k(Z + h)]> cos(wt — kx)l + lﬂ <smh[k(Z hl h)]> sin(wt — kx)l }

T\~ sinh(kh) T\~ sinh(kh)
21
0=
1 Hw ’ 2 2 : 2 Pan2
E, = 5P <251T(kh)) (cosh? [k(z + h)].cos* 6 + sinh® [k(z + h)].sin* 0)

w

c=—= %tanh kh ve ?=gktanhkh olur.

_ 1 H?*(g.k.tanh(kh)

E, = 5P~ Sinh2(keh) (cosh? [k(z + h)].cos? 8 + sinh? [k(z + h)].sin? 6)
tanh kh = sinh kh
an ~ coshkh

1 H?g.k

Bk = 5 P 4 Sinh(kR) cosh(kh)

(cosh? [k(z + h].cos? 6 + sinh? [k(z + h].sin? )

sinh(x) cosh(x) = sinh(2x) ise,
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1

— 2 2 2 ; 2 Pan2
Ey = 4png SN2 CkR)] (cosh? [k(z + h)].cos” 6 + sinh® [k(z + h)].sin* 0)

cosh?>x = 1 + sinh®>x
cos’x =1 — sin’x

E, = %png2 SIR[2 (] ([1 + sinh? [k(z + B)]].[1 — sin? 8] + sink? [k(z + h)].sin? 6)

. = Ismh2] 1 — sin? 0 + sinh? [k(z + h]—sin? Osinh? [k(z + h)] + sinh? [k(z + h)].sin? 6

_1_pHgk 2 0+ sinh?
Ek —Z.m(cos 0 + sinh [k(Z+h)])

Birim alanli yatay diizlem icin bu ifade cikarildiktan sonra diiseyde —h — 1 arasinda

integrasyonu yapilmalidir. Ancak -hile 0 arasi yapilacak integrasyon sonucu yapilacak
hata O[FP] mertebesindedir.

1 pH?gk , o
B = f_hg-m(cos 0 + sinh® [k(z + W)]) dz

1 H%gk
= et [ omt s

cosh2k(z + h) = 1 + 2sinh? [k(z + h)] ise;
cosh2k(z+h) -1

sinh? [k(z+ h)] = >

g, =L (_Pgk N[, 29+1f0( h2k(z + h) — 1)d
k_4' S]nh[Z(kh)] .COS ) ) COoS Z Z

go= L (Pgk N\ o0+ S sinh2kh
k= 2"\ Sinh[2(kh)] { cos® 6 + - sin }

gL o 1 2kh ( 2 1)
k=169 T gPIY Sinnzem\ S T T 2

Burada ilk terim ortalama deger iken ikinci terim salinimi gosterir. Toplam anlik degeri
verir.

Toplam enerji yogunlugu (energy density) =Kinetik ve Potansiyel enerjilerin ortalamasinin
toplamina denir.

1 2
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E—1 H?L
_8pg

ENERJI AKISI

Yukaridaki gibi hesaplanan enerji dogrudan dalga hareketindeki enerji denklemine
giremez. Bu nedenle derinlik boyunca integrasyonu yapilmis degerin birim genislikteki bir
diisey diizlemden gecen miktari 6nem kazanir. Birim genislikteki bu diizlemden gecen
enerjiye "Enerji Akis1 (Ef )" denir.

Birim genisligi ve derinlik dogrultusunda dz boyutu olan diisey diizleme (p.dz.1) kuvveti
etkimektedir.Bu kuvvet etkidigi akiskan hacmini dt zamaninda (u.dt) kadar yatay mesafe
aldirir. Oyle ise yapilan is = (p.u.dz.dt) olur.

Ayni zaman diliminde belirtilen hacimdeki su (u.dt.dz) bu kesitten bir miktar enerji ile
birlikte tasinir. (Potansiyel+Kinetik) enerji;

1
[pgz + Ep(u2 + wz)] u.dz. dt
Boylelikle birim zamanda, birim genislikten gecen enerji;
Ep = f_nh [p + pgz + %p(u2 + WZ)] u.dz  ;olur.

Er = f_nh [Pt + %P(uz + WZ)] u.dz ; p: - excess pressure

Lineerlestirme

n
Ef =J Pe-u.dz
-h

mH (cosh[k(z + h)]
u= T( Sinh(kh) )cos(wt — kx)

ve

H cosh[k(z+h)]

Pt = P87 ( cosh(kl) )cos(wt —kx) ; kullanarak

E; = f_oh peu.dz (belli bir diisey kesit, x=0)

1 cos? wt 0

E; = —pgH?
f=3P8 wcosh(kh).sinh(kh) _n

cosh? [k(z + h)]dz

£, = Loghze £05 @ 01[1+ hk(z + h)]d
r= 2P Yk )2 T (z+h)ldz
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1 , cos*wt 1
Ef = —pgH*w ———~ (h + 2—51nh(2kh)>

4 sinh(2kh) k
2kh

1
E, = = pgH? (1 _omr
r =gl e\ SihZin

) cosh?wt
Ortalama Flux

2kh

—_ 2
Er =Pt c| 1+ Giiom
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