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OZET

Bu c¢alismada Chebyshev polinomlarinin 6zellikleri ve kullanim alanlari
incelenmistir. Chebyshev polinomlar1 sayisal analiz konularina kolay adapte
edilebilmesi ve bilgisayar programlamaya uygunlugu nedeniyle yaklasim
polinomlariin olusturulmasinda, polinomlarin istenilen hata seviyesi i¢inde kalacak
sekilde derecelerinin disiiriilmesinde ve diferansiyel denklemlerin baglangi¢ ve sinir
deger problemlerinin ¢oziimiinde kullanilmaktadir. Bu tez kapsaminda bu konulara
deginilmesinin yan1 sira Ozellikle baglangic deger problemlerinin, Chebyshev

polinomlar1 kullanilarak sayisal ¢oziimii incelenmistir.



1. GIRIS

Chebyshev polinomlar ilk kez yaklasik 100 yil 6nce Rus matematik¢i Chebyshev
tarafindan kullanilmistir. Sonrasinda Lanczos ve Clenshaw iki farkli yontemle
Chebyshev  polinomlar1 yardimiyla yaklasim polinomlar1 olusturmuslardir.
Chebyshev polinomlart; polinomlar ailesi i¢inde, ortogonal olmalari, rekiirsif iligkiler
elde edilebilmesi ve bilgisayar programlamaya yatkin olmalar1 sebebiyle yaklagim

polinomu olarak kullanilmaya ¢ok uygundurlar.

Bu tez kapsaminda, Chebyshev polinomlarinin tanimi, ortogonal olmalari, ¢esitli
rekiirsif iligkileri ve "monic" Chebyshev polinomlari ikinci boliimde anlatilmustir.
Ucgiincii boliimde aym dereceli diger polinomlara gére maksimum hatayr minimum
yapacak sekilde Lagrange interpolasyonunda diiglim noktalarinin yerlerinin
belirlenerek yaklagim polinomlarinin olusturulmas1 ve yaklasim polinomunun
derecesinin yapilan toplam hata istenilen hata araligi iginde kalacak sekilde

diisiiriilmesi anlatilmigtir.

Chebyshev  polinomlar1  yaklasim  polinomu  olusturma gibi  amagclarla
kullanilabilmesine ragmen, adi ve kismi tiirevli diferansiyel denklemlerin baslangic¢
ve siir deger problemlerinin sayisal ¢oziimleri temel kullanim alanlaridir. Dordiincii
bolimde Chebyshev polinomlarinin sadece baslangic deger problemlerine

uygulamasi, Clenshaw algoritmasi anlatilmis ve ¢esitli drnekler verilmistir.



2. CHEBYSHEV POLINOMLARI

2.1. Tamm

T.(X) n. dereceden bir polinom olmak ilizere Vn =0 i¢in x € (—1,1)araliginda
T (X) =cos(ncos™' X)

seklinde tanimlanir [1].

2.2.  Ozellikler

2.2.1. Tn(x)’ ler Polinomdurlar:
(2.1) tantmindan
T,(X)=cos0=1
ve
T,(X) = cos(cos™' X) = X
oldugu goriiliir.
(2.1)de n>1 i¢in X =cosdatamasi yapilirsa
T (cos@) =cos(ncos ™' (cos §)) = cos(nd)
ifadesi elde edilir.
(2.4) ifadesinde n yerine Nn+1 yazilirsa,

T..,(cos @) =cos[(nN+1)8] = cos[nfd + ]
= cos(né) cos 8 —sin(nd)sin 6

n—1 yazilirsa,

T, ,(cos@) =cos[(n—1)0] = cos[nd - O]
=cos(nd)cosf + sin(nd)sind

sonuclarina ulasilir.

2.1)

(2.2)

(2.3)

(2.4)

(2.5)

(2.6)



(2.5) ve (2.6) toplamindan
T..,(cos@)+T.  (cos@)=2cos(nf)cosd (2.7)
esitligi elde edilir.
(2.7) denkleminde € = cos™ x doniisiimii yapilirsa
T ., (cos(cos™ X)) +T__ (cos(cos™ X)) = 2cos(ncos™' X)cos(cos ™' X) (2.8)
ve (2.8) denklemi yeniden diizenlenirse
T, (X)+T,,(X)=2XT (X) (2.9)
oldugu goriiliir ve
T () =2XT, () =T, (X) (2.10)
rekiirsif bagintisi elde edilir.
T,(X)=1 ve T,(X) = Xolduguna gore T,(xX) de en bilyiik dereceli terimin katsayisi1 2,
T,(x)’de  2x2=2° ve T, (x)’de 2"'oldugu goriilir. Dolayisiyla T (X)’ler
polinomdur.

(2.10) bagintis1 yardimi ile bulunan Chebyshev polinomlarinin bazilari;
T,(X) = 2XT,(X) =T, (X) = 2x* -1
T,(X) = 2XT,(X) - T,(X) = 4%’ - 3x

T,(X) = 2XT,(X) = T,(x) =8x* —8x* +1

seklinde elde edilir [1].

2.2.2. Chebyshev Polinomlar1 Ortogonaldirler.

Chebyshev polinomlari

W(X) =

— 2.11)
—X

agirhik fonksiyonuna gore X € (—1,1) araliginda ortogonaldirler.



Ispat:

n=m iken
ja)(x)Tn (X) T, (x)dx (2.12)

integrali ¢oziiliirse (2.1) tanimindan T (X) =cos(nNcos™ X) ve T_(X)=cos(Mcos™' X)

esitlikleri yazilarak

jcos(ncos1 X).cos(mcos*1 X)d @.13)

X )

e 1-x*

ifadesi elde edilir.
cos'x=40
LS (2.14)
1-x?

cos” (1)=0, cos™(-1)=x

doniistimleri yapilirsa

I—cos(n@)cos(m@)d@ (2.15)

T

trigonometrik doniisiim formiillerinden (2.15) ifadesi

[cos(n+m)6&+cos(n—m)oldé (2.16)

O ==y
N | —

seklinde yazilabilir. Bu integral ¢oziillirse

T

=0 (2.17)

_ 1} sin(n+m)é N sin(n—m)&
2 (n+m) (n—m)

0

bulunur ki, bu sonu¢ T,(X) polinomlarmin x e (-1,1) araliginda ortogonal oldugunu

gostermektedir [2].

2.3.  Chebyshev Polinomlarinin Kokleri ve Ekstremumlar:

Teorem: T (X) polinomunun n>1 iken X € (-1,1) aralifinda



noktalarinda n tane koki ve
ﬂ:cos(klj k=0,1,2,....,n

noktalarinda n+1 tane ekstremumu vardir.
Ispat:
(2.1) taniminda X, noktalar1 yazilirsa

2k —

1
o )]

T (X,) = cos[ncos ' (cos(

elde edilir. Buradan

Tn(Yk)zcos(2k_1

oldugu goriiliir ve

T.(X)=0
olacagindan X, noktalar1 Chebyshev polinomlarimin kokleridir.
Ekstremum noktalar i¢in ise (2.1) taniminin tiirevini alinirsa

nsin(ncos™ X)

V1=x2

Tn'(X) =

ifadesi elde edilir.

(2.23) de X, noktalar1 yazilirsa

nsin(ncos™ cos(k:))
T (X) =

elde edilir ve ifade diizenlenirse

(2.18)

(2.19)

(2.20)

2.21)

(2.22)

(2.23)

(2.24)



nsin(kz)

T(X)=—F = (2.25)
) ( kﬁj
sin| —
n
A\~
T.(%)=0 (2.26)

oldugu goriiliir. Yani X, noktalar1 ekstremum noktalardir. Bu ekstremum degerler

ise
T,(%) = cos[ncos ' (cos(5))]
(X)) =cos[ncos ™ (cos . (2.27)
=coskrx
esitliginden
T, (%) = (-1)" (2.28)

bulunur ve T, (X) polinomunun K tek say1 ise minimum, K ¢ift say1 ise maksimum

deger aldig1 goriiliir [1-2].

2.4. “Monic” Chebyshev Polinomlar:

T (X) polinomunda en biiyiik dereceli terimin katsayisini 2" oldugu onceki

boliimde gosterilmistir. Tiim polinomun bu katsayiya boliinmesi ile elde edilen, yani
en biiyiik dereceli teriminin katsayis1 bir olan yeni polinoma “monic” Chebyshev

polinomu denir ve

To(X) =
2.29
T.(x) = Tz()f) n>1 229

seklinde tanimlanir.
(2.29) ifadesinde T (X) polinomlar: n=1 i¢in yazilirsa

T,(X) =2xT,(x) =Ty (X) (2.30)
elde edilir. (2.29) yardimu ile (2.30)

27T, (%) = 2x27'T, (%) = T, (%) (2.31)



sekline getirilir ve katsayilar sadelestirilirse
7,00 =XT,00 -2 7,00
oldugu goriiliir. n>1 i¢in benzer islemler yapilirsa (2.10) ifadesi
2MT () =2x2"'T, (%)= 2" T (%)
sekline gelir. Buradan
2"T ,,(X)=2"XT (X)=2">T__,(X)
olur ve katsayilar sadelestirilirse

T,..(0) = XT,(x) —%T]_mx) n>l

bagintisi elde edilir.

(2.32)

(2.33)

(2.34)

(2.35)

fn(x) ile T (X) polinomlar1 arasinda yalmzca katsayr farki oldugundan T (X)

polinomunun (2.18) ifadesi ile verilen kokleri 'I:n(x) polinomunun da kdokleri ve

benzer sekilde (2.19) ifadesi ile verilen ekstremumlar1 da fn(x) polinomunun da

ekstremumlaridir [1].



3. CHEBYSHEV POLINOMLARININ KULLANIM ALANLARI

3.1. Yaklasim Polinomu Olusturma

Chebyshev polinomlar1 Lagrange interpolasyonunda diiglim noktalarini esit
araliklarla degil de, hatayt minimum yapacak sekilde secilerek yaklasim
polinomlarmin olusturulmasinda kullanilabilir. Bdylece yaklasim polinomunun
verilen aralikta maksimum hatasinin ayn1 dereceden diger yaklagim polinomlarinin
tiimiinden daha kiiclik olmasi saglanir ki, bu o6zellik Chebyshev polinomlarini

yaklagim polinomlar1 olusturma da ¢ok {istiin kilmaktadir.

Teorem: P(x) Lagrange interpolasyon polinomu ve IT n. dereceden tiim monic

polinomlar kiimesi olmak tizere

; VR.(X) el (3.1

= max

T (x ‘S max |P, (X
xe[-1,1] (%) Xe[—l?(l]| n(X)

2n—l

dir. Esitlik ancak
P,00)=T,(%) (3.2)
oldugunda saglanir.

Bu teorem Lagrange interpolasyonunda, interpolasyon noktalarinin yerinin

belirlenerek hatanin minimizasyonunda kullanilabilir. Yani;

Xos Xsereene X [-1,1] araliginda ayrik noktalar, f eC™'[-1,1] ve £(x) (=1,1)

araliginda bir say1 olmak iizere hata

f(X)—P(X)=m(X—XO)(X—XI) ...... (X=x,) (3.3)
(n+1)!

ile verilebilir. (3.3) ifadesini minimize etmek i¢in ¢ (x) {lzerinde higbir kontrol

olmadigina gore minimize edilmesi gereken biiytikliik
(X=X (X = X))o (X=X,)| (3.4)

olmalidir.



(X=X )(X=X))......(x = x) ifadesi (n+1). dereceden bir polinomdur ve teorem bu
polinom ancak ve ancak an(X) olarak segcilirse, (3.4) ifadesinin minimum olacagini

soyler. Buna gore Lagrange polinomunun kokleri T (X) polinomunun kokleri yani

n+1

Yk+l = COS [M 72-}

2(n+1)
(3.5)
2k +1
=Cos V2
2(n+1)
olarak secilmelidir.
Bu teknik sadece [-1, 1] araliginda degil
|
x:E[(b—a)x+a+b] (3.6)

degisken dontisiimii ile keyfi [a,b] araligina da genisletilebilir [3].
Ornek:

f(x)=xe* fonksiyonuna xe[0,1.5] araliinda Lagrange interpolasyonu ve

Chebyshev polinomlar1 ile yaklasim polinomlar1 olusturarak her iki yoOntemde

yapilan hatayi karsilastiriniz.

Ik olarak Chebyshev polinomlar1 kullanilmadan sadece Lagrange interpolasyonu

yontemi ile h=0.5 esit aralikli noktalarla (Tablo 3.1)

1} X; f.(x)=xe"
0 0 0

1 0.5 0.824361

2 1 2.71828

3 1.5 6.72253

Tablo 3.1. Noktalar ve fonksiyonun o noktalarda ki degerleri

yaklagim fonksiyonu olusturulmak istenirse,

Loo= TT 22X (3.7)

j=0, ji (Xi - Xj)

ifadesi yardimi ile Lagrange polinomlari



L) = ZZONX=DXTLS) 335054 45— 3.6667x+1

(0—0.5)(0—1)(0—1.5)

XZOXX=DXZLD) s 1640 4 6

LI(X) = =
(0.5-0)(0.5—1)(0.5—1.5)

L= (X=O(X=05)(X=LS) __, s or

C (1-0)(1-0.5)(1-1.5)

(X=0)(x=0.5)(x-1)
(1.5-0)(1.5-0.5)(1.5-1)

L,(X) = =1.333x’ —2x*> +0.6667X

seklinde elde edilir ve P, (X) yaklasim polinomu

P,(x) = L) f(x) (3.8)
i=0
ifadesinden
P,(x)=1.38769x" +0.0575811x* +1.27301x (3.9)

olarak elde edilir.

Ikinci olarak x mnoktalart T _,(X)=T,,(X)=T,(X) polinomunun kokleri olarak

secilirse (3.5) bagintis1 yardimi ile noktalar Tablo 3.2 de

!’

1 X

0 0.92388
1 0.38268
2 -0.38268
3 -0.92388

Tablo 3.2. T,(x) polinomunun kokleri

goriildiigii sekilde bulunur. Ancak bu noktalar [-1,1] aralifindan [0,1.5] araligina
taginmalidir. (3.6) doniistimiinden yaralanarak bu araliktaki noktalar ve fonksiyonun

kars1 gelen degerleri Tablo 3.3 te verilmistir.
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3

X
1.4429
1.03701
0.46299

0.05709

f.(x)=xe"
6.10783
2.92581
0.735601
0.060444

Tablo 3.3. Noktalar ve fonksiyonun o noktalarda ki degerleri

(3.7) yardim ile Lagrange polinomlari

L, (x) =1.81419%" —2.82486X> +1.0264x — 0.0497277

L, (x) =—4.3799x’ +8.59768x” —3.40257x —0.167045

L,(x)=-4.3799x> —11.1118x* +7.17378x - 0.37415

L,(x)=-1.81419x> —5.33901x* +4.79762x +1.25683

seklinde elde edilir ve (3.8) tanimindan yaklasim polinomu

olarak elde edilir. Her iki fonksiyon igin hataya bakilirsa (Tablo 4), P,(x) bazi
noktalarda P,(X)’e gore kotlii sonu¢ verse de verilen aralikta maksimum hataya

bakildiginda Lagrange polinomlari ile elde edilen yaklagim polinomunda maksimum
hata 0.0308983 ve Chebyshev polinomlari ile elde edilen yaklasim polinomunda ise

maksimum hatanin 0.0205903 oldugu goriiliir ki, bu sonu¢ Chebyshev polinomlari

P,(x) =1.38109x° +0.044652x> +1.30309x — 0.0143519

ile ayn1 dereceden daha iyi yaklagim polinomu elde edildigini géstermektedir.

X [ 1f0-P| | [f0-Px| | % | e -Px| |[x-Fx)
0 0 0.0143519 0.8 0.0146759 0.0166142
0.1 |0.0187472 0.0072677 0.9 0.00966702 0.012227
0.2 |0.02372 0.012926 1 0 0.00379661
0.3 ]0.01959 0.012926 1.1 0.0124185 0.00673066
0.4 |0.01049 0.005689 1.2 0.0243196 0.0160463
05 |0 0.003367 1.3 0.0308983 0.019306
0.6 | 0.008995 0.0113774 1.4 0.0256199 0.00993508
0.7 ]0.0143282 0.0162202 1.5 0 0.0205903

Tablo 3.4. Yaklasim polinomlarinin karsilastirilmasi

11
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3.2. Yaklasim Polinomunun Derecesini Diisiirme

Chebyshev polinomlar1 yaklasim polinomunun derecesini yapilan toplam hata

istenilen hata seviyesi i¢inde kalacak sekilde diisiirmek amaciyla da kullanilabilir.
[-1,1] araliginda n. derece keyfi polinom

P(X)=a,+aX+.....+aXx" (3.11)
ile tanimlansin. Amag

max [P, (X)~ P, (%) (3.12)

ifadesi minimum olacak sekilde P, ,(X) polinomunu segmektir.

Pn (X) — Pn—l(x)
a

n

ifadesi Nn. derece "monic" bir polinomdur. Teoremden

I:,n (X)_ Pn—l(X)| > 1

i s R L G.13)
elde edilir. Esitligin ancak
Pn(x)_Pn—l(X) :-I: (X) (314)

a

n

ile saglandig1 6nceki boliimde gosterilmistir. Dolayisiyla buradan;
P () =R (0)-a,T,(x) (3.15)

seklinde secilebilir ve

Pn(x) _ Pn—l(x)| — a‘n

P.(X)—P,_,(X)|=]a 3.16
max R, ()= P, , (X) Inlxrgagg]‘ T (3.16)
esitligi saglanir [1-2].
Ornek:
f (x) =€" fonksiyonuna [-1,1] araliginda Maclaurin serisi
x> x x
P(X)=1+X+—+—+— 3.17
4 (X) 5 6 2 (3.17)

12



ile yaklasilabilir ve kesme hatasi

[FrCoolx]
120 120

~0.023

R.00[=

olarak bulunur.

(3.18)

0.05 hatanin kabul edilebilir oldugu varsayilirsa, hata istenilen aralikta kalacak

sekilde yaklasim polinomunun derecesi ne kadar disiiriilebilir?

(3.15) ifadesi kullanilarak P,(X) polinomu

P,(x)=P,(x)—a,T,(x) = 1+x+x—2+x—3+x—4 LR T,(X)
} ) s 2 6 24) 24"

seklinde elde edilebilir. (2.35) ifadesinden f4(x) polinomu
£ 4 2 1
T,(X)=X"=X"+—
8
(3.19) denkleminde kullanilirsa P;(X) polinomu

2 3 4
P(X)= lrx+ oy XX —L[x“ -X’ +1)
2 6 24) 24 8

x> 13x2 191
RARE +X+—
6 24 192

olarak bulunur. P,(X) ile P,;(X) arasindaki hata

11 1 1
|P,(x)—P,(x)| = \aT(x)\ TS =055 = oy < 00053

elde edilir. Bu hata ile P,(X) hatasi toplanirsa P,(X) i¢in toplam hata

0.023+0.0053 =0.0283
bulunur ki, bu da kabul edilebilir hata olan 0.05 ’ten kiigiiktiir.

Benzer sekilde P,(X) polinomu olusturulursa

Pz(x) = P3(X)_a T. (X)

1 13 , 91y 1( 5 3 13 ., 9 191
=X+ =X+ X+ ——| X ==X ==X X+ —
6 24 192) 6 4 24 8 192

13
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(3.20)

(3.21)

(3.22)

(3.23)



elde edilir. P,(x) ile P,(X) arasindaki hata

" 11 1
|P3(x)—Pz(x)|:‘a3T3(x)‘sngzﬂzO.Mz (3.24)

Bu hata P,(X) polinomunun hatas ile toplanirsa

0.0283+0.042 =0.0703

elde edilir ki bu hata kabul edilebilir hatadan biiyiik oldugu i¢in yaklagim polinomu

olarak P,(X) polinomu kullanilamaz ancak yapilan hata istenilen hata aralig1 i¢inde
kaldigindan P,(X) polinomu yaklasim polinomu olarak giivenle kullanilabilir.
3.3. Diferansiyel Denklem Coziimii Icin Kullanim

Chebyshev polinomlar1 diferansiyel denklemlerin baslangic ve siir deger
problemlerinin sayisal ¢6ziimii i¢in de kullanilabilir. Adi diferansiyel denklemlerin

baslangi¢ deger problemlerinin ¢ézliimii 4. boliimde ayrintili olarak incelenecektir.
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4. BASLANGIC DEGER PROBLEMLERININ COZUMU

4.1. Clenshaw Yontemi

f©(x) k. dereceden tiirev ve p,(X) polinom olmak iizere

h0= p(x)f¥(x) @.1)

seklinde tanimlanan diferansiyel denklemin Clenshaw yontemi ile ¢oziimii agagidaki

gibi bulunabilir. h(x) diferansiyel denklemi Chebyshev polinomlarina agilarak f(x)

¢Ozlimi

(=Y 'CT,(x 42)

seklinde hesaplanabilir. Clenshaw yontemi i¢in gerekli adimlar asagida agiklanmaistir.

f (x) fonksiyonunun S. dereceden tiirevi

fOx) = %Cés) +COT(X)+COT,(X) +.... + COT (X)) +COT (X)+COT_ (X) +... (4.3)

T.,(X)+... (44)

n+l1
ve S=1 i¢in

LOO+COT ()+COT (X)) +...(4.5)

n n+l'n

f'(x)= %Cé” +CT, () +CT,(X) +.....+ C T,

olarak elde edilir. Chebyshev polinomlarinin tiirevleri arasindaki iliski,

T,(0=T/(X)

|
T,(X) =ZT2 (X) (4.6)
Tn(x):l L_L n>?2

2\n+1 n-1

15



ve
(1 - X2 )Tn'(x) = n[XTn (X) _Tn+1 (X)] = n[Tnfl (X) - XTn (X)] (47)
bagintilar ile verilir.

(4.5) ifadesi (4.6) yardimi ile integre edilirse

1 1 1
f(x)= ECO + Eco(l)Tl (x)+ ch(l)Tz(X) RERRE

+ lcrﬁl—)l (Tn (X) _ TnZ(X)j

2 n n-2
(4.8)
+ lcr(]l) Tn+1 (X) _ Tn—l (X)
2 n+1 n-1
s Lo (T2 _LO9Y,
2 n+2 n

elde edilir. Burada dikkat edilmesi gereken nokta (4.8) denklemindeki %CO ile (4.4)

denklemindeki l(:0 katsayisinin farkli sayilar oldugudur.
2

(4.8) ile (4.4) denklemleri esitlenirse

2rc® =C -l r>1 (4.9)
esitligi elde edilir.
s =0 icin (4.9) ifadesinin

2rC, =C/_, -C/

r+1

(4.10)
oldugu goriiliir.

g(x) ile verilen bir polinomun Chebyshev agiliminda, T,(X) polinomunun katsayis1

C, (9(x)), r>0

4.11
C (9(x))/2, r=0 10

olarak gosterilirse, (4.1) diferansiyel denkleminde ki terimlerin Chebyshev agilimi

icin genel yap1

s 1 & p s
Cr(pr( )):FZ( .}(r—)p-uj (412)

i—o\_J

16



seklinde verilmistir. Dolayisiyla (4.1) diferansiyel denklemi (4.12) yardimiyla
Chebyshev polinomlarima agilip, esitligin her iki tarafinda ayni dereceden Chebyshev
polinomlarimin katsayilar1 esitlenerek (4.2) ¢oziimiinii Chebyshev polinomlari
cinsinden yazmak i¢in gerekli katsayilar elde edilebilir. Bu amagcla asagida anlatilan

rekiirsif yontem kullanilir [2].
Rekiirsif Yontem:

1. N sayist ¢oziimiin dogrulugu istenilen hata aralifinda kalacak sekilde

yeterince biiyiik olmak {izere,

C =keyfi r=N

(4.13)
C¥=0 r>N

seklinde keyfi N ve C degerleri segilir.

2. r=N sayisindan baglanarak C{’, katsayilari, s =1,......,micin (4.9) ifadesi
ile hesaplanir.

3. Bir onceki adimda ki ifadeler ve (4.1) ile verilen diferansiyel denklemden

(4.12) yardimiyla elde edilen rekiirsif iligkilerden ise Cy,_, = C,,_, hesaplanir.

4. (2) ve (3) islemleri r =0 oluncaya kadar devam ettirilir [2].
Ornek:

Xy"+y +16xy=0 , 0<x<Il , y0)=1 , y'(0)=0 (4.14)
denkleminin ¢6ziimiinii ve y(1) degerini Chebyshev polinomlar1 yardimiyla bulunuz.
Coziim:

Clenshaw yontemi kullanabilmek i¢in denklem
C,.(xy")+C.(y)+16C, (xy)=0 r=123,... (4.15)

seklinde yazilir. (4.12) ifadesi kullanilarak

1 <1 1|(1 1 1
C, (") == c?® =[] |c®+| |c@ [==(cr,+Cr).
r( y ) 21 ;(JJ [r—1+2 ] 2|:(0j |r—1| [lj r+1j| 2( r-1 r+1)

! 1 d 0 ’
C.(y ZFZ(JC(BMJ =C/, (4.16)
0

1 (1 1[(1 1
.om=3 3t - 5[[0]@‘11 +[Jcsz} ~(C.1+C)

17



katsayilar1 elde edilir. Bu katsayilar (4.15) denkleminde yazilirsa

(e,
2
ifadesi elde edilir.

(4.17) ifadesinde r yerine r —1 yazilirsa,

1 C’', +C")+C' +8(C,,+C )=0 r=2,3,4,..
2 r-2 r r-1 r-2 r

r+1 yazilirsa

r+2 r+l1

%(CHC” )+C,

ifadeleri elde edilir.

(4.19) ifadesinden (4.18) ifadesi ¢ikarilirsa

1 " " ' '
E(Cr—z - Cr+2 ) + (Cr—l - CH—l

)+8(C,,+C

r+2

sonucuna ulagilir.

(4.20) ifadesini basitlestirmek i¢in (4.9) ifadesinde r yerine r —1 yazilirsa

2(r-1)Ce =CcP —Cc

r-1
r+1 yazilirsa

2(r+1)C)

r+l1

— C(s+l) _ C(s+1)
r

r+2

ifadeleri elde edilir ve (4.21) ile (4.22) ifadeleri toplanirsa

2(r—1)CE) +2(r+1CE) =CE; —Cc )

r+l r+2
elde edilir. s =1 i¢in (4.23) ifadesinin

" "
c’,-C

r+2

=2(r=1)C/, +2(r +1)C/

r+l1

sekline gelir. (4.20) ifadesinde (4.24) kullanilirsa

(r-nC;,+(r+DC/,,+(C/ ,-C/.)+8C, ,-C..,)=0
r(C;—l +C/ )+ 8(Cr—z _Cr+2) =0

r+l

r+l1

elde edilir ve diizenlenirse

18

)+C,+8(C,,+C,,,)=0 r=123,.

+8(C,+C,,)=0  r=0,1,2,3,...

)=0  r=2,34,.

(4.17)

(4.18)

(4.19)

(4.20)

4.21)

(4.22)

(4.23)

(4.24)

(4.25)



C - _ r(Cr—l +Cr+1)+c

r-2 r+2
8

(4.26)

ifadesine ulasilir.

(4.13) ifadesinde N =20 ve ézo =1 olarak seg¢ilir ve daha biiylik dereceli katsayilar

sifir olarak belirlenirse, (4.10) ve (4.26) ifadeleri ile katsayilar

r ¢ G r ¢ G
20 |1 0 9 |0 -15413803680
19 10 40 8 | 18609052225 0
18 | -100 0 7 10 28231031920
17 |0 -3560 6 |-267715177744 |0
16 | 7921 0 510 -2930251101008
15 (0 249912 4 2004549104041 |0
14 | -492804 0 310 13106141731320
13 0 -13548600 2 | -5355660492900 | 0
12 | 23280625 0 1 |0 -8316500240280
11 |0 545186400 0 | 807138731281 0
10 | -797949504 | 0
Tablo 4.1: C_ ve C/ degerleri
Tablo 4.1 de goriildiigii gibi hesaplanir.
L@ =D (4.27)
T,.,(0)=0
olduguna gore
y(0) = %éo —C,+C, —....+C,, =8050924923505.5 (4.28)

olarak bulunur. Problemde verilen y(0)=1 baslangi¢ kosulunun saglanmasi i¢in bu
deger kendisine yani Y(0)degerine bolinmelidir. Bu durumda (4.2) gercek C,

degerleri
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C = 70) (4.29)

ifadesi kullanilarak hesaplanir.

r C, r C,

20 | 0.0000000000001 | 9 0

19 |0 8 0.00231141

18 0.000000000012 | 7 0

17 |0 6 -0.0332527231

16 | 0.000000000983 |5 0

15 0 4 0.248983703

14 | 0.000000061210 |3 0

13 0 2 -0.665223007

12| 0.000002891670 |1 0

11 0 0 0.100254161

10 | -0.00009911277

Tablo 4.2 C, degerleri

Tablo 4.2 den elde edilen C, degerleri ile y(1)

20
y(1) = %+ > C.T,(1) = ~0.39714980986386982001 (4.30)

i=1
olarak hesaplanir [2].

Ornek:
, 3
(5+30)y' =2y , Y1) =2

denkleminin ¢6ziimii i¢in dérdiincii dereceden bir yaklasim polinomu olusturunuz.
Coziim:

Bir onceki 6rnege benzer sekilde denklem

scmwwscmwv=§cxw 431)

20



seklinde yazilir. (4.12) ifadesi kullanilarak

c.oy)=-3"co, ., =c;
f(y)_?z J [r-0+2j = ~r>

i=0

i=0

1 <0 M
C.() :?Z i Crlonay = Ci

=0

! 1 <0 1 ' '
Cr(xy) :?Z( jjcg)nzj :E(CHI +Cr71)a

degerleri bulunur. Bu degerler (4.31) ifadesinde yerine yazilirsa

! 3 ! ! 3
5Cr +E(Cr+l +Cr—1) = Ecr

olur. (4.10) ifadesi yardimu ile (4.33) ifadesi basitlestirilmek istenirse

(3-6r)C, =10C! +6C!

r+l

ifadesi elde edilir.

(4.32)

(4.33)

(4.34)

(4.13) ifadesinde N =7 olarak secilir (57 =10 ve daha biiyiik dereceli katsayilar sifir

olarak belirlenirse (4.10) ve (4.34) ifadelerinden katsayilar

r C, C!

7 |3 10

6 |11 -42

5 |43 142

4 | 184 -472

3 |-887 1614

2 |5362 -5794

1 |-65285 23062
0 |-408423 -136364

Tablo 4.3. C, ve C’ degerleri

olarak belirlenir. Bulunan degerler en yakin tamsayiya yuvarlanmistir.

T(-D=(-1

olduguna gore

21
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y(-1)==C,-C,+C, —....—C, =—132436 (4.36)

N | =

olarak bulunur. Bu degerin verilen ger¢ek y(—1) degerine yani J2 ye esit olmast

icin tlim ér katsayilar _132536 sayist ile ¢arpilmalidir. Buradan C, degerleri

C,
0.00003
-0.00012
0.00046

-0.00196

=

0.00947

N (W R 0 Y

- 0.05726

1 0.69714
0 4.36133

Tablo 4.4. C, degerleri

seklinde bulunur.

Sonug olarak ¢6ziim

Y, (X) =2.1807+0.6971x —0.0573(2x* —1)+0.0095(4Xx’ —3X)
—0.0020(8x* —8x> +1) (4.37)
=2.2360+0.6686X —0.0986x> +0.0380x* —0.0160x*

olarak elde edilir [3].
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