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MONTE CARLO YONTEMI ILE STATIK ELEKTRIK ALAN HESABI
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OZET

Miuhendislik uygulamalarinda elektrik alan
hesaplamalarinda kullanilan degisik yontemler
vardir. Bu yontemlerden birisi de, istatistiksel
kokenli bir yontem olan Monte Carlo
Yontemidir. Bu calismada, Monte Carlo
Yonteminin iki temel tlirti olan sabit ve serbest
rasgele yurlyisli Monte Carlo Yontemleri ile
Dirichlet sinir kosullarina sahip Laplace tipi iki
boyutlu statik elektrik alan problemlerinin
¢cOzumu aciklanmis ve bir kabloda, serbest
rasgele yurtyusli Monte Carlo Yontemi ile
potansiyel hesabi drnegi verilmistir.

1. GIRIS

Yiksek gerilim tekniginde statik elektrik alan
incelemeleri, aygitlarin tasariminda ve bosalma
olaylarinin incelenmesinde 6nemli yeri olan bir
konudur. Bu incelemeler yardimi ile bir
diizende potansiyel ve alan dagilimlari hakkinda
bilgi edinilir. Statik alan incelemeleri, ¢oztimsel,
orneksel veya sayisal yontemler kullanilarak
yapilmaktadir.  Bunlar  arasinda  sayisal
yontemlerin, hizli, kapsamh ve yeterli
dogrulukta inceleme yapma olanagini vermeleri
bakimindan ayri bir yeri vardir. Sonlu farklar,
sonlu elemanlar, yik benzetim, sinir elemanlari
ve Monte Carlo yontemleri bilinen ve yaygin
olarak kullanilan sayisal yontemlerdendir /1/.

Monte Carlo Yontemi (MCY), istatistiksel
kokenli, bir noktanin potansiyelini, bir anda,
buyik yaklasim islevieri  kullanmaksizin
dolayisiyla az islem ve bilgisayar bellegi
kullanarak kisa stirede hesaplama olanagi veren
bir yontemdir. Bu yontem tim problemi
¢cOzmeksizin bir alt bolgenin incelenmesine
olanak verir. Bu ¢alismada, temel Monte Carlo
Yontemleri ile Dirichlet tipi sinir kosullarina
sahip bir bolge iginde Laplace denkleminin

sayisal olarak c¢ozumi aciklanmistir. Amag,
elektrostatik alan problemlerinin ¢6ziimunde
farkh  bir secenek sunmak, bir yontemin
uygulamasinda kullanilabilecek farkli yollardan
ornekler vermek ve bir problemin istatistiksel
yaklasimla nasil ¢ozilecedi gostermektir.

2. MONTE CARLO YONTEMIi (MCY)

Monte Carlo Ydntemi, rasgele yuruyus ilkesine
dayanir. Bu yontemle bir noktanin potansiyeli,
herbiri bu noktadan baslayan ve sinirlarda son
bulan belli sayida rasgele yirtyus ile kestirilir
11-4]. Bu rasgele ylriyusleri
gerceklestirebilmek icin  rasgele  sayilara
gereksinim vardir. Rasgele sayilar degisik
yontemler kullanilarak elde edilebilir /3/.
Ornegin burada yapilacagi gibi rasgele sayilar
bir bilgisayarin rasgele sayi Uretecinden elde
edilebilir.

Yontemde kullanilan farkh rasgele yuriyis
trleri, farkli MCY'lerin ortaya c¢ikmasina yol
agmistir. Burada en taninmis Monte Carlo
yontemlerinden, sabit ve serbest rasgele
yariyusli MCY hakkinda bilgi verilecektir.

2.1. Sabit Rasgele Yuruyuslt MCY

Sabit rasgele yurlyislu MCY'de rasgele
ylriyusler sabit uzunluktaki adimlarla ve
koordinat eksenlerine paralel olarak yapilr.
Yontem, Laplace denklemini ¢6zmek igin
kullanifabilir. - Dirichlet tipi sinir kosullarina
sahip bir bolge icin Laplace denklemi

N2V =0 1)

ve bolgenin sinirinda V' = V,, yazilabilir. Sabit
rasgele yuruyusli Monte Carlo Yonteminde
isleme, bolgeyi dizgin (kare gozli) bir aga
bolerek baslanir ve N2 yerine sonlu fark
esdegeri alinir. Sekil 1'den gorilduga gibi kare
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g6zlerden olusan bir agin herbir kare g6zinin
kenar uzunlugu h olarak alinirsa, V'nin X'e ve
y'ye gore merkezi farklarla ikinci tiirevi yaklasik
olarak

Y

V(x+h,y)- 2V(x,y)+V(x- h,y)
2@ 7 )
2 . R

olarak yazilabilir. (2) ve (3) denklemleri (1)'de
kullanilirsa Laplace denkleminin sonlu farklar
yazilimi elde edilir.

0=[V(x+hy)+V(x- h,y)+V(x,y+h)
+V(X,y- h) - 4V(x,y)]/h? (4)

Buradan V(x,y) ¢cozuliirse

V(X,y) =px V(X +h,y) +py. V(x- h,y)

+py V(X y+h)+p, V(x,y- h) (5)
elde edilir. Burada;
Px+ =Px- =Py+ =Py. =1/4 (6)

dir. CozUm icin dizgin dikdortgen gozli ag
kullanildiginda, p,, = Py, Py« = Py V€ Py * P,
olur. (5) denklemi olasiliksal olarak deger-
lendirilebilir. Herhangi bir (x,y) noktasindan
rasgele hareket eden bir parcacigin sirasiyla (X,
y) noktasindan (x+h, y), (x-h, y), (X, y+h) ve (X,
y-h) noktalarindan birisine hareketi p, ve py
olasiliklari ile belirlenir. Parcacigin hareket
edecegi yonu belirlemek icin, O<n<1 aralijinda
rasgele bir n sayisi tiretmek gerekir. Uretilen n
rasgele sayisinin degerine gbre parcacigin
hareket edecegi yon belirlenir.  Ornegin,
varsayima gore, pargacik (X, y) noktasindan;

0<n<0,25 ise (x+h,y) noktasing;

0,25<n<0,5 ise (x-h,y) noktasina;

0,5<n<0,75 ise (x,y+h) noktasina veya
0,75<n<1,0 ise (x,y-h) noktasina hareket eder.

Bir (x,y) noktasindaki potansiyeli hesaplamak
icin bu noktadan baslamak Uzere rasgele
ylriyen bir pargacik goz ontine alinir.

y Vi(2)
V(D)
: P(x.y)
h
f
—h+— X hal

Sekil 1. Sabit rasgele yiriyus érnegi.

Parcaclk agdaki dugimden digime, sinira
ulasana kadar ilerletilir. Pargacik sinira
ulastiinda ylruyls sona erer ve pargacigin
ulastigit  noktadaki V, sinir  potansiyeli
kaydedilir. Ornegin, birinci yurime sonundaki
Vydegeri V(1) olarak kaydedilir (Sekil 1).
isleme (x, y) baslangic noktasindan ikinci bir
parcacik yola cikarilarak devam edilir. Bu
parcacigin sinira ulasip yurdyisin sonlandigt
sinirin 'V, degeri de Vy(2) olarak alinir. Bu
islem, (X, y) noktasindan ¢ikan 3., ..., N'inci
parcaciklar ile yurdydsleri sonunda Vy(3), ...
Vp(N)  degerleri  belirlenerek  strdurildr.
Bilinmeyen potansiyel degeri, bilinen potansiyel
degerlerinden istatistiksel olarak kestirilir. Buna
gore Dirichlet probleminin ¢6zimi olan (X, y)
noktasindaki potansiyelin  beklenen degeri,
V(1) V(2), ... Vu(N) degerlerinden

N
V(xy) =& Vo) ™

i=1

bagintisiyla hesaplanabilir. Burada N toplam
yuriyis sayisidir. Daha dogru sonuclar elde
etmek icin daha ¢ok sayida yuriyis yapmak
gerekir. Her yurlyus dizisi yalnizca bir
noktanin potansiyelini verir. Bu tir Monte
Carlo yonteminin bir olumsuzlugu yavas
olmasidir. Bu nedenle bu yontem genellikle az
sayida potansiyel de@erinin hesaplanmasi
gerektigi durumlarda kullanilir.

2.2. Serbest Rasgele Yuruyusli MCY

Serbest rasgele yurdyusli MCY'nin ilkesi,
potansiyel  teorisinin ~ "Ortalama  DeQer
Teoremi*ne dayanir. Bu teoreme gore, 6rnegin,
(X, y) merkezli R yaricaph bir dairenin
merkezindeki V(x, y) potansiyeli, daire ¢evresi
uzerindeki potansiyellerin ortalamasina esittir.
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1
V(X,y) —ﬁ%vmdl ®)
dir. Buradan
V(x,y) =2V(r,f)dF 9)

0

yazilabilir. Burada r ve f kiresel koordinat
degiskenleri ve F = f /2p dir. F, f 'ye karsi dlisen
olasilik islevi olarak g6zonine alinabilir. dF/df
= sabit oldugundan, butun f acilarinin esit
olasilikli oldugu s6ylenebilir.

Sekil 2. Serbest rasgele yiriyis érnegi.

Serbest rasgele yuriyislu MCY'de, 6rnegin
rasgele hareket eden bir pargacigin .
yurtylstinde j. adimdan sonra (x;,y;) noktasinda
bulundugu varsayilirsa, j+1'inci adim su sekilde
atilir: 6nce, merkezi (x;y;) noktasinda olan ve
R; yaricapi (x;,y;) noktasi ile sinir arasindaki en
kisa uzakliga esit olan bir ¢ember cizilir. f
koordinati, 0 < n < 1 araliginda bir n rasgele
sayisi ile (0, 2p) arasinda duzgiin olarak
dagilmis bir raslanti degiskeni olarak f = 2pn
bagintisindan hesaplanir. (j+1). adimdan sonra
parcacik

Xj+l :Xj+Rj COSfJ'
yj+1:yj+Rj Sinfj (10)

noktasinda bulunur (Sekil 2). Bir sonraki adim,
merkezi (Xj:1,yj+1) noktasinda bulunan ve
yaricapl Rji1, (X1, Yj+1) noktast ile sinir
arasindaki en kisa uzakliga esit olan ¢emberin
cizilmesi ile atiir. Bu islem, birgcok kere
yinelenir. YUrlyls, sinira, 6nceden ongdrilen
kiictk bir d uzakhgina yaklasana kadar surer ve
bu durumda sinira ulasildigr varsayilir. i. yolun
sonunda V(i) potansiyeli kaydedilir. Sonunda

sabit rasgele yurtyuiste oldugu gibi herhangi bir
(x,y) noktasindaki potansiyel N yuruyusten
sonra (7) denklemi kullanilarak bulunur.
Serbest rasgele ydriylsli  Monte Carlo
Yonteminde, hem adim uzunluklari hem de
hareket yonleri sabit degildir. Bu blyuklukler
serbest olarak degerler aldigindan bu hareket
serbest rasgele hareket olarak goz 6niine alinir.
Serbest yurlylste uzun bir adimda sabit
ylriyusteki bircok ara adim gegilebilir. Sinira
ulasmak icin genelde birka¢ adim yeterlidir, bu
ylizden hesaplama sabit adimli yuriytsten daha
hizlidir.

3. UYGULAMA ORNEGI

Bu altbolimde, Dirichlet tipi sinir kosullara
sahip, Laplace tipi iki boyutlu bir potansiyel
probleminin serbest rasgele ylriyisli Monte
Carlo yontemi ile ¢ozumune iliskin yapilan bir
uygulama 6rnegi verilmistir. Monte Carlo
Yonteminin - dogrulugunu  ve  gecerliligini
g6rmek bakimindan analitik ¢ozume sahip bir
ornek ele alinmistir (Sekil 3).

|

V=Vp=0V

Sekil 3. Bir fazh kablo.

Ele alinan ornek, Sekil 3'te goruldugi gibi,
sonsuz uzunlukta, daire kesitli, tek fazli bir
kablo yani bir es eksenli silindirsel elektrot
sistemidir. Kablonun damarinin (i¢ iletkeninin)
yaricapt 10 mm, potansiyeli 10 kV ve siperinin
(dis iletkeninin) yaricapt 16 mm ve potansiyeli
sifir olarak alinmistir. Kablo icinde, (8, 8), (9,9)
ve (10, 10) noktalarindaki potansiyeller serbest
rasgele yuruyusli MCY ile hesaplanmistir.

Problemin ¢dzuminde r; < r < r, araligindaki
herhangi bir (x,y) noktasinin orijine olan
uzakhgi r = (x2+y2)2 bagintistyla hesaplanmig
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ve bu noktanin kendisine en yakin sinira olan
uzakligr (r-ry) ve (rp-r) degerlerinden kiguk
olana esit alinmistir. Rasgele yurlyuste aglyi
(dogrultuyu) belirlemek igin gerekli olan O ile 1
arasinda dizgun dagihmh rasgele sayilar, bir
kisisel bilgisayarin rasgele sayi tretecinden elde
edilmistir. Rasgele ylriys sirasinda gelinen bir
nokta ile en yakin sinir arasindaki uzaklk d =
10 degerinden kiglk oldugunda sinira
gelindigi varsayilmis ve s6z konusu yakin sinirin
potansiyeli ulasilan sinir potansiyeli olarak
alinmistir.

Problemin  analitik  sonuglari  silindirsel
koordinatlarda yazilan iki boyutlu Laplace
denkleminin ¢ozumunden bulunan,

U
In(r2 0 ——In(r, /1)

bagntisindan hesaplanmigtir.

(11)

Cizelge 1'de problemin MCY ve analitik
yontemle bulunan sonuglari verilmistir. Bu

sonuglar Kkarslilastirildiginda, yuriyis sayis
arttikca  degerlerin  birbirine  yaklastig
gorulmektedir.
Cizelge 1. Hesap sonuclari.
X y MCY Analitik
(mm) | (mm) | N Coziml | Cozim (kV)
(kV)
8 8 | 250 7,8800 7,3738
500 7,6600
1000 7,5000
3000 7,4033
9 9 250 4,9200 4,8678
500 4,9400
1000 4,9400
3000 4,9633
10 10 | 250 2,2400 2,6261
500 2,4400
1000 2,4800
3000 2,6900
4. SONUC

Elektrostatik alan hesaplarinda Monte Carlo
Yonteminin -~ kullanimina  iliskin  bilgilerin
verildigi bu ¢alismadan goraldigu gibi, burada
aciklanan Monte Carlo yontemleri, Laplace tipi
potansiyel problemlerini ¢6zmek icin basit ve
uygun yontemlerdir. Yontem Neumann tipi

sinir kosullu problemlere, Poisson denkleminin
¢Ozumune ve (¢ boyutlu problemlere de kigik
degisikliklerle kolaylikla uygulanabilir. Sonug
olarak Monte Carlo Yontemi, Ozellikle az
sayida verinin hizh bir sekilde elde edilmesinin
istendigi, batin sisteme iliskin - denklemleri
yazip ¢Ozmeden sonu¢ alinmasi gereken
durumlarda uygun bir yontemdir.
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