En Kisa Yol (Ag) Sorunu

(Winston 20.2., s. 1005)

Joe Cougar New York’ta yasamakta ancak Un ve sans aramak igin Los Angeles’a
gitmeyi planlamaktadir. Joe’nun sinirh parasi vardir, bu nedenle yolculugundaki her
geceyi bir arkadasinin evinde gecirmeye karar verir. Joe’'nun Colombus, Nasville,
Louisville, Kansas City, Omaha, Dallas, San Antonio ve Denver sehirlerinde
arkadaslari vardir. Joe, bir gunlik yolculugun sonunda Colombus, Nashville veya
Louisville’e; iki gunluk yolculugun sonunda Kansas City, Omaha veya Dallas’a; Ug¢
gunlik yolculugun sonunda ise San Antonio veya Denver’a ulasabilir. Kat edilen yolu
enkuglklemek icin Joe yolculugunun her gecesini hangi kentlerde gecirmelidir?

Sehirler arasindaki yol uzunluklari Sekil 1'de gosterilmektedir.
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Yanit:

Joe, Jekil 1'deki New York ve Los Angeles arasindaki en kisa yolu bilmek
istemektedir. Bu yol geriye dogru giderek (geriye dogru yineleme yodntemi ile)

bulunabilir.



Joe’nun yolculugunun n. gunundn baslangicinda bulunabilecegi tum sehirler, n.
asama sehirleri olarak siniflandirnimistir. Ornegin; Joe 4. giiniin baslangicinda (1.
guin Joe New York’tan ayrildiginda baslar) sadece San Antonio ya da Denver'da
bulunabileceginden, San Antonio ve Denver dorduncu asama sehirleri olarak
siniflandiriimigtir.

Geriye dogru gitme (yineleme) fikri, kolay bir problemin ¢dzimuyle baglamanin,
sonunda karmasik bir problemin ¢dézUmune yardim edecegdini gostermektedir. Bu
nedenle, yalniz bir gunluk suris mesafesinin kaldigi sehirlerden (4. asama sehirler)
Los Angeles’a giden en kisa yol belirlenir. Bundan sonra bu bilgiden yararlanilarak
yalniz iki gunlik suris mesafesinin kaldigi sehirlerden (3. asama sehirleri) Los
Angeles’a giden en kisa yol bulunur. Eldeki bu bilgi ile Los Angeles’a u¢ gunluk
uzaklktaki sehirlerden (2. asama sehirler) Los Angeles’a giden en kisa yol
bulunabilir. Sonunda, Los Angeles’a dort giin uzakliktaki sehirlerden (yalniz bir taner:
New York) Los Angeles’a giden en kisa yol bulunabilir.

Gosterimi basitlestirmek icin on sehir Sekil 1’deki 1,2,...,10 sayilari ile eslestirilmistir.
cj i sehirden j sehire gitmek igin kat edilmesi gereken yolu géstermektedir. Ornegin;
¢35=580 Nashville (3) ile Kansas City (5) arasindaki uzakligi ifade etmektedir.

f(i) ise t. asamadaki i. sehirden Los Angeles’a (10. sehir) giden en kisa yoldur.

4. ASAMA HESAPLAMALARI

Once her 4. agsama sehirinden 10. sehire giden en kisa yol belirlenir.

Her 4. asama sehirinden 10. sehire giden yalniz bir yol vardir. Denver'dan Los
Angeles’a giden en kisa yol f4(8)=1030’dur. Benzer sekilde, f4(9)=1390’dur.

3. ASAMA HESAPLAMALARI
Simdi bir asama geri giderek her 3. asama sehirinden 10. sehire giden en kisa yol
bulunur.
Ornegin; f3(5)'i belirlemek igin 5. sehirden 10. sehire giden en kisa yolun asagidaki
yollardan biri olduguna dikkat edilmelidir.

Yol 1: 5. sehirden 8. sehire git ve 8."den 10.’ya en kisa yolu seg.

Yol 2: 5. sehirden 9. sehire git ve 9."dan 10.’ya en kisa yolu seg.

Yol 1’'in uzunlugu csg+f4(8) ve Yol 2'nin uzunlugu csg+f4(9) olarak yazilabilir.



Bdylece 5. sehirden 10. sehire en kisa yol;
+ £,(8)=610+1030=1640*
I (5) _ min{css f4( )

Cso + £,(9)=790+1390 = 2180
seklinde yazilabilir (* f3(5)’i olusturan rotayi géstermektedir): 5. sehirden 10. sehire
en kisa yol 5-8-10 yoludur. Burada f4(8) ve f4(9) bilgilerinin kullanildigina dikkat
edilmelidir.
Benzer sekilde, f3(6)’y1 bulmak igin 6. sehirden 10. sehire giden en kisa yolun 8.
sehire veya 9. sehire giderek basladigina dikkat edilmelidir:

f3(6)=min{

Ces + f1(8)=540+1030 = 1570 *

Coo + [1(9) =940 +1390 = 2330

6. sehirden 10. sehire en kisa yol 1570 uzunlugundaki 6-8-10 yoludur.
f3(7)yi bulmak igin;

. [cqg + £,(8) =790 +1030 = 1820
£,(7) = min
Cro + £,(9) =270 +1390 = 1660 *
f3(7)=1660 ve 7. sehirden 10. sehire en kisa yol 7-9-10 yoludur.

2. ASAMA HESAPLAMALARI
f3(5), f3(6) ve f5(7) bilgileri ile bir asama geri gitmek ve £»(2), f2(3) ve f(4)'U, yani 2., 3.
ve 4. sehirlerden 10. sehire giden en kisa yolu hesaplamak kolaydir.
Bunu gostermek igin ilgili sehirlerden 10. sehire giden en kisa yol (ve onun uzunlugu)
bulunacaktir.
2. sehirden 10. sehire giden en kisa yol 2. sehirden 5., 6. veya 7. sehire giderek
baslamalidir. En kisa yol bir kez 5., 6., ya da 7. sehire geldiginde bu sehirden Los
Angeles’a giden en kisa yolu izlemelidir. Bu usavurum 2. sehirden 10. sehire giden
yolun asagidakilerden biri oldugunu gostermektedir:
Yol 1: 2. sehirden 5. sehire git, 5. sehirden 10. iehre en kisa yolu izle. co5+f3(5)
Yol 2: 2. sehirden 6. sehire git, 6. sehirden 10. iehre en kisa yolu izle: cys+13(6)
Yol 3: 2. sehirden 7. sehire git, 7. sehirden 10. iehre en kisa yolu izle: co7+f3(7)
¢y + £3(5) = 680 + 1640 = 2320 *
£,(2)=min{c, + £,(6)= 790 +1570 = 2360
¢y, + £,(7)=1050 +1660 = 2710

Boylece, ,(2)=2320 ve 2. sehirden 10. sehire en kisa yol: 2-5-8-10’dur.



Diger sehirler icin benzer bir hesaplama yapllirsa:
cys + £3(5)=580+1640 = 2220 *
£,(3)=min< c,, + £,(6)=760+1570 = 2330
¢y, + £3(7)= 660 +1660 = 2320
f2(3)=2220 ve 3. sehirden 10. sehire en kisa yol: 3-5-8-10’dur.

Cus + £5(5)=510+1640 = 2150 *
£,(4)=min{c,, + £,(6)=700+1570 = 2270
iy + £5(7)=830+1660 = 2490

f2(4)=2150 ve 4. sehirden 10. sehire en kisa yol: 4-5-8-10’dur.

1. ASAMA HESAPLAMALARI

¢, + f,(2)=550+2320 = 2870 *
£,(1)=minq ¢ + £,(3) =900 + 2220 = 3120
.+ fo(4)=770+2150 = 2920

EN iYi COZUMUN (OPTIMAL YOL) BELIRLENMESI
f1(1)=2870 ve New York’tan Los Angeles’a giden en kisa yol (1-2-5-8-10): New York,

Columbus, Kansas City, Denver, ve Los Angeles'tir.



Dinamik Programlama Uygulamalarinin Ozellikleri

1. Sorun her asamada bir karar alinacak sekilde asamalara béliinebilir.
‘En Kisa Yol sorununda t. asama Joe’nun yolculugunun t. gununin
baglangicinda bulunabilecedi sehirleri kapsamaktadir. Bir ¢ok dinamik
programlama sorununda asama, sorunun baglangicindan itibaren gegen
suredir. Bazi durumlarda her asamada karar vermek gerekmeyebilir.

2. Her asamanin kendisi ile ilgili durumlari vardir.
Durum ile her agsamada en iyi karari vermek icin gerekli Dbilgi
kastedilmektedir. “En Kisa Yol” sorununda t. asamadaki durum basit olarak
Joe’nun t. gunin baslangicinda bulundugu sehirdir. Ornegin 3. asamada
olasi durumlar; Kansas City, Omaha ve Dallas’tir. Herhangi bir asamada
dogru karari vermek igin Joe’nun o asamadaki sehire nasil geldigini
bilmesine gerek olmadigina dikkat edilmelidir. Ornegin Joe Kansas City’de
ise, alacagi karar Kansas City’'ye nasil geldiginden etkilenmez, sadece o
anda Kansas City’de olmasindan etkilenir.

3. Herhangi bir asamada secilen karar mevcut asamadaki durumun bir sonraki
asamadaki duruma nasil déndgtigdni tanimlar.
“‘En Kisa Yol” sorununda Joe’nun herhangi bir asamadaki karari basitce
ziyaret edecegi diger sehirdir. Bu bir sonraki asamadaki durumu agik bir
sekilde belirler. Yine de bir ¢ok sorunda karar, bir sonraki asamanin
durumunu “kesinlik” ile belirlemez, aslinda, mevcut karar bir sonraki
asamadaki durumun yalnizca olasilik dagihimini belirler.

4. Mevcut durum verildiginde, geri kalan asamalar igin gecerli en iyi karar
Onceden erisilen durumlara veya énceden segilen kararlara dayanmamalidir.
Bu 6zellige “optimallik (en iyilik) ilkesi” de denir. “En Kisa Yol” sorununda
optimallik ilkesi su sekildedir: 1. sehirden 10. sehire en kisa yolun (R olsun)
i. sehirden gectigi bilinsin. Bu durumda R’nin i. sehirden 10. sehire giden
parcasi i. sehirden 10. sehire giden en kisa yol olmak zorundadir. Bu
zorunluluk olmasaydi R’'nin 1. sehirden i. sehire giden pargasina i. sehirden
10. sehire giden en kisa yolu ekleyerek R'den daha kisa bir yol elde
edilebilirdi ki bu durum R’nin 1. sehirden 10. sehire giden en kisa yol olma
ozelligi ile gelisir. Ornegin, 1. sehirden 10. sehire giden en kisa yolun 2.
sehirden gegctigi biliniyorsa, o zaman 1. sehirden 10. sehire giden en kisa yol

2. sehirden 10. sehire giden en kisa yol parcasini da (2-5-8-10) icermelidir.



5. Sorundaki durumlar T asamadan birine siniflandiriimissa; t, t+1,...,T

asamalari boyunca kazanilan &6dil veya maliyetleri, t+1, t+2,..., T
asamalarinda kazanilan &dil veya maliyetler ile iliskilendiren bir yineleme

vardir.
“En Kisa Yol” sorununda geriye dogru yineleme bagintisi (denklemi)

f,(i)=minc, + £.,(/)}
seklinde vyazilabilir. Burada j, t+1. asamadaki bir sehir olmaldir ve
f5(10)=0’dr.



Stok Modelleri

Asagidaki Ozelliklere sahip herhangi bir stok (envanter) sorunu dinamik

programlama ile ¢oézulebilir:

1. Zaman donemlere ayriimistir. Mevcut donem Donem 1, bir sonraki Donem 2
ve son donem de Donem T olarak isimlendirilir. Donem 1’in baglangicinda,
her donem boyunca talep bilinmektedir.

2. Her donemin baglangicinda, firma udretiimesi gereken Urin adedini
belirlemelidir. Her ddnem boyunca Uretim kapasitesi sinirlidir.

3. Her donemin talebi mevcut Uretimden veya stoktan zamaninda
kargilanmaldir. Uretim yapilan her dénemde Uretim igin bir sabit maliyet ve
birim basina degisken maliyet olugsmaktadir.

4. Firmanin sinirli stok kapasitesi vardir. Bu kapasite dénem sonu stogunda bir
sinirlama ile yansitilir. Donem sonu stogunda Urun varsa birim basina stokta
tutma (envanter tagsima) maliyeti s6z konusudur.

5. Firmanin amaci; 1., 2., ..., T. dénemlerin taleplerini zamaninda karsilama
maliyetini en kiguklemektir.

Bu modellerde, firmanin stok diizeyine her donemin (6rnedin her ayin) sonunda

bakilmakta ve daha sonra dretim karari verilmektedir. Boyle bir modele

Donemsel inceleme Modeli denir.

Stok Sorunu

(Winston 20.3., s. 1013)

Bir girketin Urinine 6numuzdeki dort ay boyunca talep sirasiyla 1, 3, 2 ve 4
adettir. Her ayin basinda sirket o ay ka¢ adet Urln Uretecegine karar vermek
zorundadir. Uretim igin hazirlik (sabit) maliyeti $3'dir. Uretilen her Griin igin
degisken maliyet $1°dir. Her ayin sonunda eldeki her Griin igin 50¢’lik bir stokta
tutma maliyeti s6z konusudur. Bir ayda en fazla 5 adet trun Uretilebilir. Her ayin
sonunda stokta en fazla 4 adet Grdn olabilir. Birinci ayin basinda elde 0 Grin
oldugu varsayilacaktir. Sirket dort ay boyunca taleplerin zamaninda karsilandigi
ve uretim ile tagsima maliyetlerinin en kiguklendigi bir Uretim gizelgesi belirlemek

istemektedir.



Yanit

Bu sorunun ¢ozimunde dinamik programlama kullanilabilmesi i¢in uygun
durum, asama ve kararin belirlenmesi gerekmektedir. Tek bir agsama kaldiginda
sorun aglkga ¢ozulebilecek sekilde agsama tanimlanmalidir.

Doérduncu ayin baglangicinda firma talebi en kiiguk maliyetle basit olarak o ay
urettiginin ve Uguncu ay sonu stokda kalanin dordincu ay talebini kargilayacak
sekilde Uretimi yaparak (4. ay Uretimi = 4. ay talebi — 3. ay sonu stogu)
kargilayacaktir. Bdylece geriye bir ay kaldiginda firmanin sorunu kolayca
¢ozulebilir. Bu nedenle zaman asamayi gosterecektir. Pek ¢ok dinamik
programlama sorununda asama zamanla ilgilidir.

Her asamada (ya da ayda) sirket ka¢ adet Urln Uretecegine karar vermelidir. Bu
karari vermek igin sirket icinde bulunulan ayin baslangicindaki stok duzeyini
bilmelidir. Bu nedenle herhangi bir agamadaki durum baslangi¢ stogu duzeyi
olacaktir.

f(iYyyi t, t+1, ..., 4 aylan igin t ayinin baglangicinda /i birimin elde olmasi
durumunda talebi karsilamanin en dusik maliyeti olacak sekilde tanimlamak
gereklidir.

¢(x); bir ddnemde x adet uretmenin maliyetidir.

¢(0)=0 ve x>0 igin c(x)=3+x'dir.

Sinirl stok kapasitesi ve talebin zamaninda kargilanmasi zorunlulugu nedeniyle
her donemde olasi durumlar O, 1, 2, 3 ve 4’dur.

Bu nedenle 14(0), f4(1), fa(2), fa(3), ve fa(4) belirlenerek ¢ozime baglanmalidir.
Daha sonra bu bilgi kullanilarak f3(0), f3(1), f3(2), f3(3) ve f3(4) belirlenir.

Bir sonraki asama £(0), (1), f2(2), 2(3) ve f»(4) belirlenmesidir.

Son olarak f1(0) belirlenir.

Tum bu iglemler sonucu her ay i¢in en iyi bir Uretim seviyesine karar verilir.

x{i): t ayinin baslangicinda elde i birim olmasi durumunda ¢, t+1, ..., 4 aylan

boyunca toplam maliyeti en kigukleyen Uretim duzeyidir.



4. AY HESAPLAMALARI
Firma dorduncu ay boyunca dordincu ayin talebi olan dort birimi karsilamaya

yetecek kadar Urun Uretecektir.

f2(0)= 4 — 0 birim Uretmenin maliyeti = c(4)= 3+4= $7 ve x4(0)= 4-0 =4
f2(1)= 4 —1 birim Gretmenin maliyeti = c(3)= 3+ 3= $6 ve x4(1)= 4-1 =3
f4(2)= 4 — 2 birim Uretmenin maliyeti = c(2)= 3+2= $5 ve x4(2)= 4-2 =2
f4(3)= 4 — 3 birim Uretmenin maliyeti= c(1)= 3+ 1= $4 ve x4(3)= 4-3 =1
fa(4)= 4 — 4 birim dretmenin maliyeti= c(0)=0 ve x4(4)= 4-4 =0

3. AY HESAPLAMALARI
f3(i), 3. ve 4. aylar boyunca 3. ayin baglangicinda elde i birm olmasi durumunda
olusan en kuguk maliyettir.
3. ay boyunca bitin olasi Gretim dizeyleri icin 3. ve 4. aylar boyunca toplam
maliyet:
(72)(i+x=2)+c(x)+fa(i+ x—2) (1)

3. ay boyunca x adet urun uretilirse 3. ayin bitis stogu i + x — 2 olacaktir.

Bu durumda 3. ay stokta tutma maliyeti (2 ) (i + x — 2) ve

3. ay uretim maliyeti de c(x) olacaktir.
4. aya elde (i + x — 2) birim ile girileceginden 4. ayin en iyi maliyeti f4(i + x — 2)
olacaktir.
3. ayin uretim dizeyini Denklem 1’deki dederi en kugukleyecek sekilde segmek

istedigimizden
f.(i)= mxin{(%j(i +x—2)+c(x)+£,(i + x—2)} (2)

Denklem 2’de x {0, 1, 2, 3, 4, 5} kimesinin bir elemani olmalidir.
Ayrica x, 4 2 i + x — 2 2 0 kosulunu saglamahdir.
Bu kisit mevcut ayin talebinin karsilanmasi (i + x—2 2 0) ve
Donem sonul stok seviyesinin agiimamasini (4 = i + x — 2) ifade etmektedir.

3(0), f3(1), f5(2), f3(3), ve f3(4) icin hesaplamalar asagidaki Tablo 1’de verilmigtir.



Tablo 1. f3 igin hesaplama

x (Vo) (itx—=2) + c(x) fa(i + x—2)

Toplam maliyet

f(/)

3.,4. aylar x3(/)
02 0+5-5 7 5+7-12%
1 13 13 25
03 —+6=- 6 13,625
2 2 2 2 £(0)=12
0 4 147=8 5 8+5-13  x3(0)=2
05 Sig=1d 4 19, ,.27
2 2 2 2
1 1 0+4=4 7 447 =11
12 %*522 6 gm:?
£(1)=10
13 116=7 5 745=12
3 _ 1 17 o5 XM=
14 247="1 4 LA
2 2 2 2
15  2+8=10 0 10+0=10*
20 0+0-0 7 0+7=7*
2 1 Ti422 6 9,624
2 2 2 2
£(2)=7
22 115-6 5 6+5=11
3 15 15 o3 @0
23 Sip-_ 4 15,423
2 2 2 2
2 4 2+7=9 0 9+0=9
30 0= 6 1,613
2 2 2 2
3 1 1+4=5 5 5+5=10 f3(3)=g
32 S.5-1 4 13 4.2 x(3)=0
2 2 2
33 246-8 0 8+0=8
4 0 1+0= 5 1+5=6*
4 1 §+ :ﬂ 4 ﬂ+4:E f3(4)=6
2 2 2 2 xs(4)=0
4 2 245=7 0 740=7




2. AY HESAPLAMALARI

ikinci ayin basinda elde i adet Griin bulunmasi durumunda 2., 3. ve 4. aylar

boyunca toplam en kig¢uk maliyet demek olan f,(/) hesaplanabilir.

X, 2. ayin Uretim miktari olmak Uzere, 2. ayin talebi 3 birim oldugundan 2. ayin

sonunda stokta tutma maliyeti (’2) (i + x — 3) formulu ile hesaplanir.

Bu durumda 2. ay boyunca olusan toplam maliyet (72) (i+x — 3) + c(x)

formuld ile hesaplanir.

Uclincli ay (i + x — 3) stogu ile basladigindan 3. ve 4. aylar boyunca olusan

maliyet f3(i + x — 3)'dur.

(2)'deki denkleme benzer sekilde agagidaki denklem yazilabilir:
f,(i)= min{%}(i +x=3)+c(x)+f(i +x— 3)}

Denklem 3’de x {0, 1, 2, 3, 4, 5} kumesinin elemanidir
Ayrica x, 0 < (i+x — 3) < 4 kosulunu saglamalidir.
f2(0), (1), £2(2), 2(3), ve f(4) hesaplamalari Tablo 2’de verilmigtir.

1. AY HESAPLAMALARI

f1(/) asagidaki yineleme bagintisi ile belirlenebilir:
£ ()= mxin{(%j(i wx—A)+ o)+ £, (i + x - 1)}

Denklem 4’de x {0, 1, 2, 3, 4, 5} kimesinin elemanidir.

Ayrica x, 0 < (i+x — 1) < 4 kosulunu saglamalidir.

(3)

(4)

Birinci ayin baginda elde urun bulunmadigindan f1(0) ve x4(0) degerlerinin

hesaplanmasi yeterlidir (Tablo 3).



Tablo 2. f; igin hesaplama

i X (%) (i#x—3) + c(x) fy(i + x - 3)

Toplam maliyet

fa(i)

2-4. aylar Xo(/)
0+6=06 12 6+12=18
f(0)=16
L 10 15 40235 #O)
2 2 2 2 x2(0)=5
1+8=9 7 9+7=16"
0+5=5 12 5+12=17
1+6:E 10 E+1O:§
2 2 2 f(1)=15
1+7=8 7 8+7=15* Xx2(1)=4
§+8:g 13 Q+E:16
2 2 2 2 2
0+4=4 12 4+12=16
1 11 11 31
—+5=— 1 —+10=—
2 0 2"
f(2)=14
1+6=7 7 7+7=14*
X2(2)=3
§+7:£ 13 £+E:15
2 2 2 2 2
2+8=10 6 10+6=16
0+0=0 12 0+12=12*
1+4=g 10 g+10=§
2 2 2 2
f(3)=12
1+5=6 7 6+7=13
x3(3)=0
E+6=E 13 E+E=14
2 2 2 2 2
2+7=9 6 9+6=15
1+0=l 10 1+10:§*
2 2 2 2
21
1+5=6 7 5+7=12 f2(4)=7
§+5:E 13 E+E=13 x2(4)=0
2 2 2 2 2
2+6=8 6 8+6=14




Tablo 3 f1(0) icin hesaplama

Toplam maliyet f1(7)
i x (%2) (Hx—=1)+c(x) KL{i+x-1)

1.-4. aylar x1(/)
01 0+4=4 16 4+16=20"*
1 11 11 41
2 —+5=— 1 — +15=—
0 2 2 0 2
03 1+6=7 14 7+14=21  £(0)=20
3 17 17 41 x1(0)=1
~HT=— —+12="
04 5 > 12 > 5
21 21 41
05 2+8=10 — 10+=—=—
i 2 2 2

EN iYi URETIM CiZELGESININ BELIRLENMESI

Bu hesaplamalarin sonunda her ayin talebini zamaninda karsilayan en kuguk
maliyetli bir Uretim gizelgesi belirlenebilir.

Baslangi¢ stogu 0 adet riin oldugundan doért ay igin en disik maliyet f1(0)=$20
olacaktir.

f1(0)1 bulmak igin birinci ay boyunca bir adet Gran Gretilmelidir: x4(0)=1.

ikinci. ayin bagindaki stok 0 + 1 — 1 = 0 adet olacaktr.

ikinci ayda x(0)=5 adet Uriin (retilmelidir.

Bu durumda Uguncu ayin baginda eldeki stok miktari: 0 + 5 — 3 = 2’dir.

Bu nedenle Uglncl ay boyunca x3(2)=0 adet UGran Uretilmeli, yani Uretim
yapiimamalidir.

Bu durumda doérduncu ay stokta 2 — 2 + 0 = 0 adet Urun ile baglayacaktir.
Boylece dordincu ay boyunca x4(0)=4 adet Urin Uretilmelidir.

Ozetle, en iyi Uretim plani $20’lik toplam maliyet ile birinci ayda 1 adet, ikinci

ayda 5 adet ve dorduncu ayda 4 adet urun Uretmekle elde edilir.



Kaynak Tahsisi Modelleri

Sinirli kaynaklarin, belirli aktivitelere atandigi kaynak tahsisi sorunlari, genellikle

dinamik programlama ile ¢ézulur.

Kaynak tahsisi sorunlarini dogrusal programlama ile de ¢ozmek mumkundur.

Ancak kaynak tahsis sorunlarinda dogrusal programlama kullanmak igin

asagidaki varsayimlari yapmamiz gerekir:

1. Kaynagin herhangi bir aktiviteye tahsis edilen miktari, negatif olmayan bir
saydir.

2. Her bir aktiviteden elde edilen fayda, o aktiviteye tahsis edilen kaynak ile
orantildir.

3. Birden c¢ok aktiviteden elde edilen fayda, her bir aktiviteden elde edilen
faydalarin toplamidir.

Dinamik programlama ise birinci ve ikinci kabullenme kosullari saglanmasa bile,

uclncu kosul saglandiginda ve her bir aktiviteye atanacak kaynak miktarinin

sonlu bir kimenin elemani olmasi durumunda; kullanilabilmektedir.

Kaynak Tahsisi Sorunu
(Winston 20.4., s. 1018)
Finco’nun yatirm igin ayirdigi $6000 ve bu yatirimi yapabilecegi ¢ yatirim
secenegi vardir. Finco d; dolar j yatinmina harcarsa r(d;) dolar kazang

saglayacaktir:

r(d)=17d, +2 (d, >0)
r(d,)=3d,+7 (d, >0)
r(d,)=4d, +5 (d, >0)
11(0)=r,(0)=1,(0)=0

Her bir yatinma ayrilan para $1000’in katlari kadar olmalidir. Finco kazancini

enbUlylklemek icin $6000’1 nasil kullanmalidir?



Yanit:
Yatirimin geri dénls orani, yatirim miktari ile dogru orantilh degildir. (Ornegin;
16=r1(2)#2r1(1)=18). Bu yuzden bu sorunda en iyi ¢ézumu bulmak i¢in dogrusal

programlama kullanilamaz.

Finco sorunu matematiksel olarak asagidaki gibi gosterilebilir:

max {ri1(d1) + ra(dz) + r3(ds)}

st.di+d,+d3=6

d; > 0 ve tamsayi (j=1,2,3)
ri(d;) dogrusal olsaydi, bir sirtgantasi sorunu s6z konusu olacakti.
Finco sorununu bir dinamik programlama modeli olarak formule etmek igin,
oncelikle asamalar tanimlanmalidir (Stok ve en kisa yol érneklerinde oldugu
gibi, sorunu asama asama ele almak ¢6zimu kolaylastirmaktadir).
t. asama eldeki paranin t, t+1, ..., 3 yatirmlan icin tahsis edilmesi olarak
tanimlanabilir.
Belirlenen bir agama igin bulunmasi gereken en iyi yatirimin ne oldugudur. Basit
olarak, “t, t+1, ..., 3 yatinmlar icin ne kadar para kullanilabilir?” sorusu
yanitlanmaya caligilir.
Bu dogrultuda, her bir asamadaki durum; ¢, t+1, ..., 3 yatinmlari i¢in kullanilabilir
para miktari (binlik birimlerde) olarak tanimlanabilir.
$6000’dan daha fazla harcanilmayacagi igin, asamalardaki olasi durumlar da 0,
1,2,3,4,5ve 6dr.
d;, t. yatirrma yatirilabilecek mevcut kullanilabilir parayi gostersin.
t, t+1,..., 3 yatirmlarina d; bin dolari yatirarak elde edilebilecek en buylk net
simdiki deger (NSD) para miktari f{(d;) olarak tanimlanir.
Ayrica x{d;) de f(d:)'yi elde etmek igin t yatirrmina tahsis edilmesi gereken
miktar olarak tanimlanir.
Oncelikle f3(0), f3(1), ..., f3(6)y1 belirlenir, daha sonra ise f(0), f(1),...,f2(6)
belirlerinir. $6000"1 yatirm 1, 2, ve 3’e yatirmamiz mimkin oldugu igin,
hesaplamalar f1(6)'nin hesaplandigi noktada tamamlanir. Daha sonra her bir
asamay! geriye dogru izleyerek, hangi yatirrmlara ne miktarda yatirm

yapilacagini belirlenir.



3. ASAMA HESAPLAMALARI

f3(ds) kullanilabilir d; miktar paraylr 3. yatirma tahsis etme durumu olarak

belirlenmisti:
f3(0) = 0 x3(0) = 0
(1) = 9 x(1) = 1
f3(2) = 13 x3(2) = 2
f3(3) = 17 x3(3) = 3
f3(4) = 21 x3(4) = 4
f3(5) = 25 x3(5) = 5
f3(6) = 29 x3(6) = 6

2. ASAMA HESAPLAMALARI

f2(0), f(1),....,£2(6)'y1 hesaplamak icin, 2. yatirrma atanabilecek olasi miktarlara
bakilir. f5(d2)yi bulmak igin, x» yatinm 2’ye yatirilan para miktari olarak
tanimlanmisti. Bdylece ikinci yatirrmdan elde edilebilecek en blyuk deder ry(x2)
ve Uguncl yatinmdan elde edilebilecek olan en buyuk deger fs(d>—x2)
kazanilmis olacaktir. xz en iyilik ilkesi geregi, 2. ve 3. yatirmlardan elde
edilecek net simdiki degeri en buyuklemeye calistigina gore, asagidaki denklem

yazilabilir:
fz(dz):mxax{rz(xz)+f3(d2 _Xz)} ()

x2 {0,1,...,d2} kimesinin bir elemanidir.
f2(0), f(1), ..., f2(6) ve x2(0), x2(1), ..., x2(6) igin yapilan hesaplamalar asagidaki

Tablo 4’de verilmigtir.

1. ASAMA HESAPLAMALARI
(5) nolu denkleme benzer bir denklem yazilir:

1‘1(6):mgx{r1(x1)+f2(6—x1)} (6)

Denklem 6'da x1 {0,1,2,3,4,5,6} kimesinin bir elemanidir. f(6) igin yapilan

hesaplamalar Tablo 5’de gosterilmigtir.



Tablo 4. f; icin hesaplama

Yatirrm 2 ve 3 f2(db)
do X2 ra(x2) f3(da—x2)

igin N$D X2(d2)
« (0)=0
00 0 0 0 (0)=0
10 0 9 9 £(1)=10
11 10 0 10* xo(1)=1
2 0 O 13 13
£(2)=19
2 1 10 9 19*
X2(2)=1
2 2 13 0 13
3 0 O 17 17
3 1 10 13 23* £(3)=23
3 2 13 9 22 x2(3)=1
3 3 16 0 16
4 0 O 21 21
4 1 10 17 27*
f(4)=27
4 2 13 13 26
x2(4)=1
4 3 16 9 25
4 4 19 0 19
5 0 O 25 25
5 1 10 21 31*
5 2 13 17 30 £(5)=31
5 3 16 13 29 x2(5)=1
5 4 19 9 28
5 5 22 0 22
6 0 O 29 29
6 1 10 25 35*
6 2 13 21 34
£,(6)=35
6 3 16 17 33
X2(6)=1
6 4 19 13 32
6 5 22 9 31
6 6 25 0 25




Tablo 5. f; icin hesaplama

_ Yatirm 1-3 f1(6)
di X1 ri(xq) Fa(6

X1) icin NSD x1(6)
6 0 0 35 35
6 1 9 31 40
6 2 16 27 43
£,(6)=49
6 3 23 23 46
x1(6)=4
6 4 30 19 49*
6 5 37 10 47
6 6 44 0 44

EN iYi COZUMUN BELIRLENMESI

f1(6)=49, x1(6)=4 oldugundan, Finco birinci yatirnma $4000 tahsis edecektir..

Bu durumda ikinci ve Gglincl yatinmlara $6000 — $4000 = $2000 kalmaktadir:
f2(2), x2(2)=1.

Finco ikinci yatirrma $1000 tahsis edeceginden Uglincli yatirrma da $1000
kalmaktadir: f3(1), x3(1)=1

Boylece Finco Uglincl yatirnnma $1000 tahsis eder.

Boylece Finco $49000 net simdiki geliri, $4000 yatirnm 1’e, $1000 yatinm2’ye ve
$1000 yatirim 3’e yatirarak elde eder.



Genellestiriimis Kaynak Atama Sorunu

Mevcut kaynagin w birim ve bu kaynagin tahsis edilebilecegi T adet aktivite
oldugu varsayilsin.

t aktivitesi x; dizeyinde (x; negatif olmayan bir tamsayi iken) uygulanirsa,
kaynagin gg«x;) birimi t aktivitesi tarafindan kullanilir ve r«(x;) kadar yarar saglar.
Sinirli kaynaklar kisiti altinda toplam yararin en buylklenmesi sorunu asagidaki
sekilde formule edilebilir:

max 3., (x,
:Tt=1 (7)

t=1

Burada x; {0, 1, 2,...} kimesinin elemani olmak zorundadir.

Cesitli drneklerde r(x;), g« x:), ve w igin bazi olasi yorumlar Tablo 6’da verilmigtir:

Tablo 6. Genellestiriimis Kaynak Atama Ornekleri

r{xt) g(xt) w

Xt miktarda ¢ tipi birimin bir  x; miktarda ¢ tipinde birimin Bir sirt gantasinin

sirt cantasina yerlesti- agirhigi alabilecegi
rilmesinden elde edilen maksimum yuk
kazang miktari

Haftada x; saat t dersinin  t dersini ¢alismak igin Bir haftalik galisma
calisiimasi sonunda ¢ hafta harcanan x; saat saati

dersinden elde edilen not
t bolgesine x; adet satig X; satis temsilcisini t bol- ~ Toplam satis gucu
temsilcisi gonderildiginde  gesine atamanin maliyeti  butcesi

bir Grindn t bolgesindeki

satiglari

t bolgesine x; adet arag t bolgesine haftada x; adet Yangin araglari igin
atandiginda 1 dakika i¢in-  yangin aracinin haftalik butce
de olumlu yanit verilen atanmasinin maliyeti

yangin ihbarlarinin sayisi




Denklem 7’yi dinamik programlama ile ¢cozmek f(d) tanimlanir: t, t+1, ..., T
aktivitelerine d birim kaynak ayrildiginda bu aktivitelerden elde edilebilecek en
blayUk yarar.
Yinelemeler asagidaki sekilde genellestirilebilir:

fre1(d)=0  tim dler igin

f(d)=max {ri{x) + fis1(d — ge(xt))}

Xt, g(Xz)<d kosulunu saglayan negatif olmayan tam sayidir.

x¢{(d), f(d) yararini saglayan tahsis miktari olsun.

1, 2, ..., T aktivitelerine kaynaklarin en iyi sekilde tahsis edilmesini belirlemek
icin ilk 6nce fr(-) ve xr(-) belirlenir. Daha sonra f»(-) ve x(+) belirlenene kadar
tum fr_1(+) ve x7_1(-)’ler belirlenir. Sonug olarak f;(w) ve x1(w) bulunur.

Bu durumda aktivite 1 x4(w) duzeyinde yerine getirilir. Bu noktada geri kalan 2,
3, ..., T aktiviteleri icin w—g1(x1(w)) birim kaynak kalmistir. Daha sonra aktivite 2
xo[w—g1(x1(w))] dluzeyinde vyerine getirilir. Tum aktivitelerin yerine getiriime

dizeyleri belirlenene kadar bu sekilde devam edilir.



Sirt Cantasi Sorunu

(Winston 20.4., s. 1023)

Agirhigi sirasiyla 4, 3 ve 5 kg olan esya 1, 2 ve 3'Un saglayacagi yararlar 11, 7
ve 12'dir. 10 kg’'lik bir sirt ¢gantasi s6z konusu oldugunda toplam faydayi en

blayuklemek igin sirt gantasi nasil doldurulmalidir?

Yanit:
ri(x1) = 11x4, ra(x2) = 7x2, r3(xs) = 12x3
gi1(x1) = 4x4, g2(x2) = 3x2, g3(X3) = 5x3
fi(d), d kg agirhgin t, t+1, ..., 3 esyalariyla doldurulmasindan elde edilen en

blayuk fayda olarak tanimlanir.

3. ASAMA HESAPLAMALARI
f,(d) = max{12x, |

5x3 < d ve x3 negatif olmayan bir tamsay1 oldugu igin:
f3(10) = 24
f3(5) = £3(6) = f3(7) = £3(8) = £3(9) = 12
f3(0) = f5(1) = £3(2) = £3(3) = f3(4) = 0
x3(10) = 2
x3(9) = x3(8) = x3(7)
x3(0) = x3(1) = x3(2)

X3(6) = X3(5)

1
X3(3) = X3(4) 0

2. ASAMA HESAPLAMALARI

f,(d)=max{7x, +f,(d - 3x, )}

3x2=d ve x2 negatif olmayan bir tamsay! oldugu igin:
7(0)+£,(10)=24*  x,=0
fz(10)=max 7(1)+ f3(7) =19 x,=1
72+ £,4)=14  x,=2
7(3)+ f3(1) =21 X2:3
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SIRTCANTASI SORUNUNUN EN iYi COZUMUNUN BELIRLENMESI

f1(10) = 25 ve x4(10) = 1 olarak belirlenmigtir.

Bunun i¢in dncelikle birinci esyadan 1 adet sirt gantasina yerlestiriimelidir.
Bundan sonra 10 — 4 = 6 kg ikinci ve Uguncu egyalar i¢in kalmis olur.

X2(6) = 2, 2 adet ikinci esyadan konulmasi gerektigini dnerir.

Son olarak 6 — 2(3) = 0 kg Uguncu egya igin kalmistir.

Ozet olarak, 10 kg'lik bir sirt gantasini doldurmak igin elde edilen en blyik
fayda f3(10)=25tir. Bu fayday! saglamak icin de birinci egyadan 1 ve ikinci

esyadan 2 adet, gantaya konulmalidir.



Techizat Yenileme Modelleri

Bir makinenin veya tecghizatin hizmet verme suresi arttikgca bakim maliyeti de
ayni oranda yuksek olur ve uretkenligi de ayni oranda azalir. Bir makine belirli
bir yasa geldigi zaman onu yenilemek daha ekonomik olabilir. Burada sorun,
makinenin en ekonomik kullanilacag! yagin belirlenmesidir. S6z konusu sorun

¢ogu zaman dinamik programlama ile ¢ozular.

Techizat Yenileme Sorunu
(Winston 20.5., s. 1030)
Bir otomobil tamir atdlyesi, bir motor analiz makinesini her zaman hazir
bulundurmalidir. Yeni bir motor analiz makinesini $1000’a mal olmaktadir. i.
yilindaki bir motor analiz makinesini onarma maliyeti su sekildedir:
m1 = $60, my = $80, m; = $120.
Bir analiz makinesi 1, 2 veya 3 yil kullanilabilir. i yildir kullanilan makine
yenisiyle degistirildiginde, s; hurda degeri elde edilir. Yillara gore hurda degerler
$1=$800, s,=$600, s3=$500.
seklindedir. Sirketin su an (zaman 0; sekile bakiniz) yeni bir alet almasi
gerektigi gergegini goz 6nune alarak gelecek bes yil igin sirketin net maliyetlerini
[(onarim maliyetlerii) + (degistirme maliyetlerii) —(hurda degeri)] enazlayacak bir

satin alma politikasi belirleyiniz.

Yil 1 Yil 2 Yil 3 Yil 4 Yil 5

o @ L @ @ @ >
Zaman Zaman Zaman Zaman Zaman Zaman
0 1 2 3 4 5
Yanit:

Oncelikle atélye yeni bir makine aldiginda, bu makineyi yenisiyle ne zaman
degistirecegine karar vermelidir. Bu dogrultuda,

g(f): t zamaninda yeni bir makine alindiginda f. zamandan 5. zamana kadar
karsilagilan en kiguk net maliyet olarak tanimlanmigtir (Bu degerde yeni alinan
makinenin Ucreti ile, hurda degeri de g6z énunde bulundurulmustur).

Ayrica ci bir makineyl t zamaninda alip x zamanina kadar kullanmanin net

maliyetidir (satin alma ve hurda maliyetleri de buna eklenmistir..



Bu durum igin uygun yineleme bagintisi asagidadir:
g(t)=minic, +g(x)} (t=0,1 2 3, 4)

Makineyi x zamaninda degistirme karari alindiginda t. zamandan 5. zamana
kadar olugan maliyet, makinenin alimindan x zamanindaki satigina kadar
olusan maliyet (ci) ile x zamanindan 5. zamana kadar (x zamaninda yeni bir
makine alinacagi g6z 6énunde bulundurularak) olusan maliyetin (g(x)) toplamidir.
SOz konusu baginti t+1 < x < t+3 ve x<5 kosullarini saglamahdir.
Bu sorun bes yillik bir zaman dilimini kapsadigindan, 5. zaman i¢in olusan
maliyet 0’dir: g(5)=0 yazilabilir.
Bakim maliyeti, hurda deger ve satin alma maliyeti sabit kabul edildiginden her
bir ¢ sadece makinenin ne kadar elde tutulacagi ile ilgilidir. Diger bir deyigle ¢k
sadece x — tile ilgilidir.

Ctx =$1000 + my + ... + My — Sy

Buradan su sonuglara ulasilir:

C,,=C,,=C,,=C,, =C,, =1000+60 —800=%$260
C,, =C,3 =C,, =C,, =1000 +60 +80 —600=$540
C, =C,, =C,;=1000 +60 +80 +120-500=$760

Once g(4) hesaplanir ve g(0)a ulasana kadar geriye dogru yineleme yapilir.
xX'lerin g(0), g(1), 9(2), g(3) ve g(4)'teki degerleri optimal degistirme stratejisinin
belirlenmesinde kullanilir.
4 zamaninda bir makine alindiginda yalniz bir anlamli karar vardir: 5 zamanina
kadar makineyi elde tutmak ve hurda degerine satmak:

g(4)=c, +g(5)=260+0=$260"*
3 zamaninda yeni bir makine alinirsa 4 zamanina kadar ya da 5 zamanina

kadar elde tutulabilir:

9(3)_ min{cu +g(4):260 +260=$520*

¢, +9(5)=540+ 0 =$540
Bir makinenin 3 zamaninda alinmasi durumunda 4 zamaninda degistiriimesi

gerektigi anlagilir.



2 zamaninda bir makine alinirsa 3., 4., veya 5. zamanda degigtirilebilir.
c,, +9(3)=260+ 520 = $780
g(2)=min{c,, +g(4)=540 + 260 = $800
c,. +9(5)=$760*
Bir makinenin 2 zamaninda alinmasi durumunda 5 zamaninda degistiriimesi
gerektigi anlasilir.
1 zamaninda alinan bir makine ise 2, 3, veya 4 zamaninda degistirilebilir.
c,,+9(2)=260+760=1020*
g(1)=min; c,, + g(3)=540 + 520 = 1060
c,, +9(4)=760+260=1020*
1 zamaninda bir makine alinirsa 2 veya 4 zamaninda degigstirilmelidir.
0 zamaninda bir makine alinirsa 1, 2, veya 3 zamanlarinda degistirilebilir.
C,, +9(1)=260+1020=1280*
g(0)=min{c,, +g(2)=540+760 =1300
C,, +9(3)=760+520 =1280*

0 zamaninda bir makine alinirsa 1 veya 3 zamaninda degistiriimelidir.

EN iYi COZUMUN BELIRLENMESI

Once rassal bir secimle 0 zamaninda alinan bir makine 1 zamaninda
degistirilsin. 1 zamaninda alinan makine 2 veya 4 zamaninda degistiriimelidir.
Yine rassal bir se¢imle 1 zamaninda alinan makine 2 zamaninda degistirilsin. 2
zamaninda alinan makine 5 zamanina kadar tutulacak ve 5 zamaninda hurda
degerine satilacaktir. Bu politika ile g(0)=$1280 net maliyet olusmaktadir.
Asagidaki diger degistirme politikalari da ayni en iyi gozUmu verir:

e 1,4 ve 5 zamanlarinda degistirme yapmak

e 3, 4 ve 5 zamanlarinda degistirme yapmak

Burada butun maliyetlerin sabit kaldigr varsayilmistir. Bu varsayim cg
hesaplamalarini basitlestirmek igin yapiimistir. Cok kisa bir planlama siresi s6z
konusu oldugunda, optimal degistirme politikasi bu slreye fazlasiyla bagimi
olmaktadir. Daha uzun planlama suresi kullanmak daha anlamli sonuglar

yaratacaktir.



ileriye Dogru Yineleme

Dinamik programlama sorunlari geriye dogru yineleme yontemi ile ¢gozullrken; t
asamasinin basindaki i durumu igin t, t+1, ..., T asamalarinda olusan en kuguk
maliyet fi(i) olarak tanimlanmigti. Geriye yineleme ile 6ncelikle f+(i), daha sonra
fr.4(i), ... ve en son f4(i7) hesaplanmaktaydi. Elde edilen degerler kullanilarak
siraslyla en iyi birinci agama, en iyi ikinci agsama, ..., en iyi T. agsama karari
veriliyordu.

Gogu zaman dinamik programlama modelleri ileriye dogru yineleme yapilarak
da ¢ozulebilir:

T asamasinin sonunda, sistemin i¢inde oldugu arzulanan bir durum oldugu
varsayilir.

f(i), t asamasinin sonundaki i durumu igin 1, 2, ..., t asamalarinda olugsan en
klguk maliyet olarak tanimlanir.

Oncelikle fi(i), birinci asama sonunda olusabilecek tim durumlar gdz éninde
bulundurularak, hesaplanir. Daha sonra fy(i)ler igin fi(i)ler cinsinden
yinelemeler gelistirilerek ikinci asama sonunda olusabilecek tUm durumlar igin
f,(i) hesaplanir. Bu sekilde fr belirleninceye kadar devam edilir.

Elde edilen degerler kullanilarak sirasiyla en iyi T-1. agsama, en iyi T-2. agsama,

..., en iyi birinci agama karari verilir.

Stok Sorunu

(Winston 20.3., s. 1013)

Bir girketin Urintne onumuzdeki dort ay boyunca talep sirasiyla 1, 3, 2 ve 4
adettir. Her ayin basinda sirket o ay kag¢ adet urln Uretecegine karar vermek
zorundadir. Uretim icin hazirlik (sabit) maliyeti $3'dir. Uretilen her Griin igin
degisken maliyet $1'dir. Her ayin sonunda eldeki her Grlin igin 50¢’lik bir stokta
tutma maliyeti s6z konusudur. Bir ayda en fazla 5 adet trun uretilebilir. Her ayin
sonunda stokta en fazla 4 adet Urun olabilir. Birinci ayin basinda elde 0 Urun
oldugu varsayilacaktir. Sirket dort ay boyunca taleplerin zamaninda karsilandigi
ve Uretim ile tagima maliyetlerinin en ktguklendigi bir Uretim gizelgesi belirlemek

istemektedir.



Yanit (ileriye yineleme ile):
Oncelikle f(i); 1, 2 ..., t aylar sirasinda olusan en kiglk maliyet olarak
tanimlanir (t ayinin bitig stogu i; ve t ayindaki Uretim miktari x«i;) iken)
Sinirh stok kapasitesi; 1., 2. ve 3. aylarin sonundaki stok miktarinin 0, 1, 2, 3
veya 4 degerine esit olmasini gerektirmektedir.
Toplam maliyeti en kiguklemek icin 4. ayin sonundaki stok duzeyi O olmalidir.
Bundan sonra iglemlere fi(i1) hesaplanarak baslanir.
Birinci ayin talebi 1 birim ve baslangi¢ stogu 0 oldugu igin eger bu ay boyunca
it+1 birim Uretim yapilirsa birinci ay sonunda olugsacak stok miktari i¢dir.
c(x) bir ayda x miktar trin Gretmenin maliyeti olsun:
c(0)=0,c(1)=4,c(2) =5, c(3) =6, c(4) =7 ve c(5) = 8 (ay sonu stok miktari
en fazla 4 adet olmal!)
Elde tutma maliyetleri $0.5/adet/ay oldugu igin
fi(i1) = c(it+1) + 0.5 (iy)
olarak yazilabilir. Bu dogrultuda agsagidaki hesaplamalar yapilir:
f1(0)=c(1) = $4.0 x1(0)=1
fi(1)=c(2)+0.5=855 x4(1)=2
f1(3)=c(3)+1=%7.0 x1(2)=3
fi(3)=c(4)+1.5=%$8.5 x4(3)=4
fi(4) =c(5) + 2.0 =$10.0 x4(4)=5
Bu asamada fi(.)'lerden yararlanarak f»(-)’'yi hesaplamak igin yineleme yapilir:
fo(i2) = min (c(x2) + 0.5 i, + f1(3 + iz — x2)).
Eger ikinci ay boyunca x, adet uretim yapilirsa, ikinci ay sonunda olugsan stok
miktari (iz) i1 + X2 — 3 seklinde gdsterilebilecektir (ikinci ayin talebi 3 adet).
Bdylece ikinci ayda x» birim tGretmenin maliyeti c(xz) + 0.5 (i2) olacaktir.
Ayrica0 < x,<5ve4 >3+ i,— x»> 0 kosullari gozonunde tutulmahdir.
c(0)+ £,(3) = 0+8,5=$8.50 *
clh+ f,(2)=4+7=9511.01
J>(0) = min c§2)) +J;1f,((1; —5455 :$$1o.50
c(3)+ f,(0)=6+4=3%510.00

Buradan £,(0) = $8.5 ve x,(0) = 0 olarak bulunur.



c(0)+0,5+ £,(4)=0+0,5+10=$10.50 *
c()+0,5+ f,(3)=4+0,5+8,5=%13.00
£,()=min{c(2)+ 0,5+ £,(2) =5+0,5+7 =$12.50
c(3)+0,5+ f;(H)=6+0,5+5,5=%12.00
c(4)+0,5+ £,(0)=7+05+4=311.50

Buradan f,(1) = $10.5 ve x»(1) = 0 olarak bulunur.

c)+1+ f,(4)=4+1+10=815.00
c2)+1+ £,(3)=5+1+8,5=%14.50
£,(2) =min{c3)+1+ £,(2) =6+1+7 =$14.00

(@) +1+ f,(1)=7+1+55=813.50
c(5)+1+ £(0)=8+1+4=313.00*

Buradan £,(2) = $13.0 ve x»(2) = 5 olarak bulunur.

cQ)+15+ f;(4)=5+1,5+10=3$16.50
c3)+L5+ f,3)=6+1,5+8,5=$16.00
(@) +15+ £,(2)=7+1,5+7 =$15.50
c(5)+15+ f,(1) =8+15+5,5=515.00*

/,(3) = min

Buradan £,(3) = $15.0 ve x»(3) = 5 olarak bulunur.
c(3)+2+ f(4)=6+2+10=3518

fr(H)=minjc(d)+2+ £,3)=7+2+85=8$17.5
cS)+2+ f,(2)=8+2+7=8%17*%

Buradan f5(4) = $17.0 ve x2(2) = 4 olarak bulunur.

fa(i3)'i f2(i2) ile bagintili olarak tanimlamak igin x3’Un dglncu ay boyunca yapilan
uretim oldugunu soyliyoruz. S6z konusu ayin talebi 2 adet oldugu igin Gguncu
ay sonunda olusan stok miktari (i3) i + X3 — 2 seklinde gdsterilebilecektir.
0<x3<5ved>3+i3—x3>0kosullariigin
fa(iz) = min (c(x3) + 0.51i3 + f2(2 + i3 — Xx3))
olarak yazilabilir.
0+ £,(2)=$13.0%
f5(0) =min<4+ £, (1) =$14.5
5+ £,(0)=%13.5

Buradan f3(0) = $13.0 ve x3(0) = 0 olarak bulunur.



0+0,5+ f,(3) =$15.5
4+0,5+ f,(2)=8$17.5
5+0,5+ f,(1)=$16.0
6+0,5+ f,(0)=$15.0%

f5;(1) = min

Buradan f3(1) = $15.0 ve x3(1) = 3 olarak bulunur.

0+1+ £,(4)=818.0
4+1+ £,(3)=%$20.01
£,(2)=min{5+1+ £,(2) =$19.0
6+1+ f,(1)=$17.5
7+1+ £,(0)=816.5%*

Buradan f3(2) = $16.5 ve x3(2) = 4 olarak bulunur.

4+1,5+ f,(4)=9%22.5
5415+ f,(3) =$21.5
£,(3)=min{6+15+ £,(2) = $20.5
7+15+ £,(1) = $19.0
8+15+ £,(0)=$18.0*

Buradan f;5(3) = $18.0 ve x3(3) = 5 olarak bulunur.

5+2+ f,(4)=824.0
f;(4) =min 6+2+ 1,03) = $23.0
T+2+ f,(2)=822.0

8+2+ f,(1)=$20.5*

Benzer yinelemelerle f4(is) igin:

0<x4<5ved4d>3+i,—x4>0kosullariigin
fa(is) = min (c(xs) + 0.5 is + f3(4 + is — X4))

yazilabilir:

0+ f,(4) =820.5

4+ £,(3)=%22.0

f,(0)=min{5+ f,(2) =8$21.5

6+ f,(1) =$21.0

7+ £,(0) =$20.0*

Buradan f;(0) = $20.0 ve x4(0) = 4 olarak bulunur.



Tum bu hesaplamalar yapildiktan sonra en iyi Uretim gizelgesi belirlenir:
X4(0) = 4 olduguna gore dorduncu ayda 4 adet Grun dretilmelidir.

Bu durumda Uguincu ayin sonunda iz = 4 + iy — x4 = 0 stok olmalidir.
x3(0) = 0 oldugu icin Gglncl ayda uretim yapilmamalidir.

ikinci ayin sonunda iz = 2 + i3 — x3 = 2 birim stok olmalidir.

X2(2) = 5 birim olduguna gore ikinci ayda 5 adet Urun Uretilmelidir.

Son olarak birinci ayin sonunda i1 =3 + i — x2 = 0 birim stok olmalidir.
Boylece x4(0) = 1 adet Urun birinci.ayda Uretilecektir.

Bu Uretim gizelgesi icin toplam maliyet $ 20 olacaktir.



Wagner-Whitin Algoritmasi ve Silver-Meal Sezgisel Yaklagimi

Bu algoritmalar dinamik parti hacmi belirlemede kullanilirlar.

DINAMIK PARTI HACMi MODELININ TANIMLANMASI

1. ilk dénemin basinda t déneminin (t =1, 2, ..., T) d; talebi bilinmektedir.

2. t doneminin talebi stoktan veya t donemi Uretiminden karsilanabilmelidir.
x adet Uruna herhangi bir donemde Uretme maliyeti ¢(x)'dir.
¢(0) = 0 ve x>0 icin ¢(x) = K + cx olarak tanimlanmistir (K= bir peryotta Urunu
uretmenin sabit maliyeti, c= birim bagina Uretim maliyetidir.)

3. Bir t déneminin sonunda J; stogu olusmaktadir ve bu stogu elde tutma
maliyeti hif dir.
ip birinci.donemden 6nce elde bulunan stok miktarini gostermektedir.

4. Amac her bir t donemindeki talepleri zamaninda karsilamak igin toplam
maliyeti en klgukleyecek x;leri (t donemindeki Gretim miktari) hesaplamaktir.

5. tdonemi sonunda olusan stok Ust siniri ¢; ‘dir.

6. tdoneminin tretim ast siniri r; ‘dir.

Parti Hacmi Sorunu

(Winston 20.7., s. 1047)

K = $250, ¢ = $2, h= $1, d; = 220, d, = 280, d3 = 360, ds = 140 ve ds = 270
degerlerinden olusan bes ddonemlik bir dinamik parti hacmi modeli igin en iyi
uretim gizelgesi belirlenmek istenmektedir. Baglangi¢c stogu sifir olarak kabul

edilecektir.

Wagner-Within Algoritmasi

Parti Hacmi Sorunu 6rnegi bir dinamik programlama modeli olarak dusunulebilir.
Birinci donem sirasinda O’'dan d;+d>tds+ds+ds = 1270’e kadar her miktarda
Uretim olasidir. Ayni durum ikinci dénem igin de gegerlidir. ikinci dénem
baslangi¢ stok degeri 0, 1, ..., 1270 — d; = 1050 olsun.

En iyi ¢6zUmU bulmak igin f2(0), fo(1), ..., f2(1050)’yi belirlemek gerekmektedir.
Goruldiagu gibi s6z konusu sorunu dinamik programlama yaklasimiyla ¢ézmek
cok fazla matematiksel islem gerektirmektedir. Bu yuzden Wagner ve Within
(1958) parti hacmi belirleme modelleri i¢cin program yapmayi kolaylastiran bir
yontem o&nermiglerdir. Wagner-Within algoritmasinin  gelistiriimesi icin ki

aksiyom kullanilir.



AKSIYOM 1

t doneminde pozitif bir degerde Uretim yapmanin optimal oldugunu varsayilsin.
Bu durumda bazij =0, 1, ..., T — t de@erleri icin t ddnemindeki Uretimden sonra
d + dieq + ... + dy miktarlar stokta olacaktir.

Bir bagka deyigle eger t ddoneminde Uretim yapilacaksa bu uretimin ¢, t+17, ..., t4f
donemlerinin taleplerini karsilamasi gerekmektedir.

AKSIYOM 2

Egder t doneminde Uretim yapmak optimalse i..1 < d; olmalidir.

Bir bagka deyisle t doneminin talebini karsilamaya yetmeyecek kadar az stok

olmadikg¢a t doneminde Uretim yapilamaz.

Wagner-Within Algoritmasi ile Soruna Yanit:
f6 =0

fs = 250 + 2(270) + fs = 790 (besginci donem igin Uretim yapmak)
Eger besinci donemin basinda yeterli stok yoksa besinci ddonemde bu déneme

yetecek miktarda Uretim yapmak gerekmektedir.

f . 250 + 2(270)+ fS = 1320 * (4.Doénem igin iiretim yapmak)
=min
N 250 + 2(140 + 270)+ 270 + f6 = 1340 (4. ve5.donemler igin iiretim yapmak)
Eger doérdincli doneme 0 stok dizeyi ile baglanirsa dordinct doénemin talebini
kargilayacak miktarda Uretim yapmak gerekmektedir.
250 + 2(360)+ f4 = 2290 3.dénemigin tiretim yapmak
£ =ming 250 +2(360 +140)+ 140 + f; = 2180* 3 ve4 donemiericin iretim yapmak

250 + 2(360 + 140 + 270)+ 140 + 2(270) + f6 == 2470 3,.,4,5.donemler igin tiretim yapmak
Eger Uguncu doneme 0 stok duzeyi ile baglanirsa Uguncu donemin talebini

kargilayacak miktarda Uretim yapmak gerekmektedir.

250 +2(280)+ £, = 2290 *

250 +2(280 +360)+ 360 + £, = 3210

250 + 2(280 + 360 +140)+ 360 + 2(140) + f, = 3240

250 +2(280 + 360 + 140 + 270 ) + 360 + 2(140) + 3(270) + f, = 3240

f, =min

Eger ikinci doneme 0 stok duzeyi ile baslanirsa ikinci donemin talebini

kargilayacak miktarda Uretim yapmak gerekmektedir.




250 +2(220)+ £, = 3680 *

250 +2(220 + 280)+ 280 + £, = 3710

250 +2(220 + 280 + 360 )+ 280 + 2(360) + f, = 4290

250 +2(220 + 280 + 360 + 140 ) + 280 + 2(360) + 3(140) + f; = 4460
250 +2(220 + 280 + 360 + 140 + 270 ) + 280 + 2(360) + 3(140) + 4(270)
+ f, = 4460

f, = min

Bu hesaplamalar sonucunda:

Birinci doneme 0 stok duzeyi ile baslandigi varsayildigindan birinci donem
sirasinda d; = 220 adet Grin Uretmek en iyidir.

ikinci déneme 0 stok diizeyi ile baslanilir ve f ikinci dénemin talebini karsilamak
olarak belirlendigi igin ikinci ddonem sirasinda d» = 280 adet urun uretilir.

Bdylece uclncu doneme de 0 stok ile baslanilir. En iyi f; degeri 3. ve 4.
dénemler igin Uretim yapmak olarak belirlendigi i¢in Gglincli dénem sirasinda ds
+ d4 = 500 adet urun uretilir.

Besinci doneme 0 stok duzeyi ile baglanilir ve beginci donem sirasinda ds = 270
adet Uran Uretilit.

Ozetlenirse en iyi Uretim cizelgesinin toplam maliyeti f; = $3680’'dir ve birinci
donemde 220 adet, ikinci donemde 280 adet, ucuncu donemde 500 adet ve

besinci donemde 270 adet Urlun Uretilir.

Silver-Meal Sezgisel Yaklagimi
Silver-Meal sezgisel yaklasimi, Wagner-Within algoritmasindan daha kolay
uygulanabilir ve en iyi gozime yakin sonug verir.
SOz konusu ornek gibi sorunlarda her zaman dy + d2 + ds + ds + d5 = 1270 adet
arin Uretilmelidir. Bu da hesaplamalari yaparken her zaman 2(1270) olan
degisken maliyeti goz ardi edebilmeyi saglar. Bu tarz sorunlarin ¢ozumunde,
hesaplamalari kolaylagtirmak icin degisken maliyetler goz ardi edilebilir.
Bu durumda amag¢ donem basina ortalama maliyeti enklguklemektir.
Birinci donemin basinda iken birinci donemde yapilacak Uretimle ka¢g donemin
talebinin karsilanmasi gerektigi belirlenmeye calisilsin. Sonraki t dénem igin
uretim yapilirsa (degisken maliyetler goz ardi edildiginde); HC(t), t donem
boyunca olusan elde tutma maliyeti (su anki donem de dahil) olmak Uzere
toplam maliyet asagidaki gibidir:

TC (t) = K+ HC(t)



t donem boyunca olusan ortalama maliyet:

AC(t)=TC(t)/ t
1/t tnin azalan bir konveks fonksiyonu olduguna gore, t arttikca k/t azalan
ivmeyle azalir. Cogu durumda t < t* igin, AC(t+1) < AC(t) ve AC(t*+1) > AC(t*)
kosullarini saglayan t* tamsayisi vardir.
S-M yaklasimi birinci donemde 1, 2, ..., t* donemlerinin talebini kargilayacak
miktarda Uretim yapilmasini 6nerir (eger boyle bir t* yoksa 1. donemde 1, 2, ...,
T donemlerinin tumanun kargilanmasi gerekmektedir). t*, AC(t) igin yerel (belki
de global) minimum oldudu igin, birinci donem sirasinda d; + d, + ... + dg
miktarinda Gretmek 1, 2 ..., t* dénemleri boyunca olusan minimum ortalama
maliyete yakin bir maliyet saglayacaktir.
Daha sonra, t*+1’inci donem ilk donem olarak dusunulerek yeniden islem yapilir
ve T déneminin talebi kargilanana kadar S-M yaklasimi uygulanmaya devam
edilir.
Pek cok farkli dinamik parti hacmi belirleme problemi igin S-M yaklasimi en iyi
¢6zUmu verir. S-M yaklagimi ile ¢dzllen parti hacmi sorunlarinin Wagner-Within

algoritmasina gore %1’den az maliyet artigina yol actigi belirlenmistir.

Silver-Meal Sezgisel Yaklagimi ile Soruna Yanit:

TC(1) = 250 AC(1)=250/1 =250

TC(2) =250 + 280 = 530 AC(2) =530/ 2 =265
AC(2) > AC(1) oldugu icin t*=1’dir. S-M yaklasimi gercevesinde birinci ddnemde
ds = 220 adet drun Uretilmelidir.

TC(1) = 250 AC(1)=250/1 =250

TC(2) =250 + 360 = 610 AC(2)=610/2 =305
AC(2) > AC(1) oldugu icin t*=1"dir. S-M yaklasimi ¢ercevesinde ikinci donemde
d> = 280 adet urun Uretilmelidir.

TC(1) = 250 AC(1)=250/1 =250

TC(2) =250 + 140 = 390 AC(2)=390/2 =195

TC(3) =250 + 2(270) + 140=930 AC(3)=930/2=310
AC(3) > AC(2) oldugu igin t*=2'dir. S-M yaklasimi c¢ercevesinde uguncu
dénemde Uguncl ve dorduincu donemlerin talebini karsilamak Uzere ds + dy =
500 adet urin dretilmelidir.

Son dénem olan besinci ddbnemde ds= 270 adet drtn Uretilmelidir.
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