TP SORUNLARININ GOZUMLERI

(Bu notlar Dog.Dr. Sule Onsel tarafidan hazirlanmistir)
TP problemlerinin ¢ézimu icin baslica iki yaklasim vardir.

ilk gelistirilen yéntem kesme diizlemleri (cutting planes) olarak isimlendirilir. Tamsayiligi

saglamak icin kisitlar eklemeye dayanir.

1980’lerden beri kullanilan ve daha etkin olarak nitelendirilen yéntem ise dal sinir (branch

and bound) olarak isimlendirilir. Sorunu alt sorunlara bélen bir aga¢ arama yaklagimidir.

Aslinda, tim yaklasimlar tekrarli bir sekilde DP’ler ¢ézmeyi igerir. DP ¢6zimi igcin genel
amacli (¢ozulen DP’den badimsiz herhangi bir DP’yi ¢bzebilecek yapida) ve etkin islem
yapabilen (baylk DP’leri ¢dzebilen) algoritmalar (6rn. simpleks) vardir. TP ¢6zUmu igin ise

hem genel amagli hem de etkin islem yapabilen benzer bir algoritma yoktur.
TP igin ¢6zum yontemleri iki sinifa ayrilabilir:

Genel amagli (herhangi bir TP’yi ¢dzebilecek yapida) fakat etkin islem yapamayan (goreli

olarak daha kuguk sorunlari ¢ézen); veya
Ozel amagli (Belirli bir tipteki TP sorunu igin gelistirilen) ve daha etkin islem yapabilen.

TP ¢6zUm yontemleri ayni zamanda ¢6zime gitmeleri agisindan asagidaki gibi de

siniflandirilabilir:

En iyi (Optimal)

Sezgisel (Heuristic)
“En iyi” algoritma matematiksel olarak en iyi ¢6zUmu bulmayi garantiler
Bazi durumlarda en iyi ¢6zimle ¢ok fazla ilgilenmeyebiliriz ginku:

e ¢Ozmek istedigimiz sorunun buyuklugu mevcut en iyi algoritmalarinin etkin islem
yapabilme sinirlarinin GUstindedir (kullanabilecedimiz bilgisayar zamani gibi)
e harcanacak zamana, paraya en iyi ¢cozumu bulmak degmez, yaklasik bir ¢ozim

yeterli gérilebilir

Bu gibi durumlarda sezgisel algoritmalar kullanilabilir. Bulunan ¢ézim olurlu bir ¢ézimdur ve
blylk bir olasilikla iyi tasarlanmis bir yéntem kullaniliyorsa en iyi ¢oziime yakin kaliteli bir

¢6zimddr.




Bu durumda ¢6zim algoritmalari icin dort farkl kategori vardir:
Genel Amacli, En iyi
Sayma, Dal sinir, kesme dizlemi
Genel Amacli, Sezgisel (ders kapsaminda degil)
Genel amagli bir en iyi algoritmasini ¢alistirmak ve belirli bir stire sonunda durmak
Ozel Amagli, En iyi (ders kapsaminda degil)
Sinir iretmeye dayali aga¢ arama yaklagimlari
Ozel amagli, Sezgisel (ders kapsaminda degil)

Sinir tabanl sezgiseller, tabu arama, genetik algoritmalar...

DP Gevsetmesi (DP ile iliski)

Herhangi bir TP icin ayni amag fonksiyonu ve kisitlari kullanarak fakat degiskenlerin tamsayi

olma gereksinimini asagidaki gibi degistirerek bir DP elde edebiliriz:
“x; = 0 veya 1” degiskeni 0 <= x; <= 1 surekli araliginda degerler alir
“x; > 0 ve tamsay!” degiskeni salt x; >= 0 isaret sinirlamasini saglar

Degiskenler Gzerindeki tum tamsayi ve 0-1 sartlarini yoksayarak elde edilen DP, TP’nin DP
Gevsetmesi (LP Relaxation of the IP) olarak isimlendirilir. S6z konusu dogrusal gevsetmeyi

(DG) DP ¢b6zum algoritmalarini kullanarak ¢ozebiliriz.

Egder DG’nin en iyi ¢ézimuindeki tim degiskenler tamsayili degerler aliyorlarsa bu durumda

bulunan en iyi ¢6zUm orijinal TP sorununun da en iyi ¢ézimudur (dogal tamsayili DP)

DG, TP sorununa gére daha az kisith (gevsek) oldugundan asagidaki durumlarla

karsilasilabilir;

Eger TP enbuyukleme sorunu ise, DG’nin en iyi amag¢ degeri TP’ninkine esit veya daha

blyuktar.

Eger TP enkugukleme sorunu ise, DG’nin en iyi amag degeri TP’ninkine esit veya daha

kiigUktdr,

Eger DG olurlu degilse (olurlu ¢dzimu yoksa), TP de olurlu degildir.




Bu durumda DG’nin ¢ézllmesinin bir bilgi verecegi agiktir: en iyi amag degeri siniri belirlenir
ve sansl isek en iyi ama¢ degerini buluruz. Fakat daha 6nce de goérdugumuz gibi en iyi
¢ozimdeki degisken degerlerini tamsayl degerlere yuvarlamak genel olarak en iyi TP

¢6zUmUnu vermeyebilir; hatta yeni ¢6zim olurlu bile olmayabilir.
Genel olarak DP tabanli TP ¢6ziim paketleri asagidaki ¢6zim sdrecini kullanir

TP’nin belirlenmesi: amag, kisitlar, tamsayili degigkenler (x; = tamsay:r ve 0 ile n
arasinda).

DP Gevgetmesinin yapilmasi: TP'deki amag ve kisitlara ek olarak 0<=x;<=n fakat tamsayi

olma sartinin kaldirilmasi.

Dal sinir algoritmasi ile TP’nin en iyi ¢6zUmunun bulunmasi

Sayma
DP’den (degigkenlerin surekli aralikta degerler alabildigi (>=0)) farkli olarak TP’de (tum
degiskenler tamsayili) her degisken sadece sonlu sayida kesikli (tamsayi) degerler alabilir.

Tam olasi ¢dzUmleri sayma (enumerate) — her biri icin amag fonksiyon dederini hesaplama

ve olurlu ¢éziimlerden en iyisini se¢gme — bir ¢6zim yaklagimi olabilir.
Ornegin agsagidaki gok dénemli sermaye bitceleme sorununu inceleyelim,
Maks 0.2%x,+0.3%X,+0.5x%x3+0.1x4
Oyle ki 05x:+1 X,+15x%x3+0.1x,<3.1
03x,+0.8x,+15x3+0.4x,<25
02x,+02x,+0.3x%x3+0.1x,<04
x;=0orl j=1,...4
Bu sorun igin 2'=16 olasi ¢dziim vardir. Bunlar:

ic proje uygulama
bir proje uygula

iki proje uygula U¢ proje uygula

corog
coor 5

dort proje uygula




En iyi ¢6zUmu kesin olarak bulabilmek icin, 6érnedimizde, 16 olasi ¢6zimi hesaplamamiz
gerekmektedir. Bu 6érnek TP icin genel bir dogruyu gdsterir. Kiglk bir sorunu kolay bir

sekilde ¢ézmek igin kullanilacak algoritma, sorun buyldikge artan bir hizla zorlagsmaktadir.

Ornegin ikili degerler (0-1) alabilen 100 degiskenli bir TP modeli igin tek tek sayilacak olasi
¢Ozlim sayisi 2x2x2x ... x2 = 2'% (yaklagik olarak 10%°) adettir Tim olasi géziimleri saymak
ve olurlular iginden en iyisini se¢gmek kavramsal olarak bir sorun yaratmasa da islemsel

(sayisal) olarak imkansizdir.

Dal Sinir

Sistematik bir sekilde olurlu ¢ézimlerin sayilarak en iyi tamsayili ¢6zimin bulunmasi icin
kullanilan genel amagh bir DP tabanli aga¢ arama (LP-based tree search) yéntemi olan Dal

Sinir Algoritmasi 1960’larin basinda Land ve Doig tarafindan énerilmigtir.

Sayma yoéntemi gibi tim olurlu ¢ézUmleri saymak yerine sadece belirli sayida olurlu ¢ézimu

inceleterek (klguUk bir kisminin incelenecedi Umidi ile) en iyi ¢dzUmu garanti bir sekilde bulur.
Ornegin gok dénemli sermaye bltgeleme drnegini ele alalim:
Enb. 0.2%x,+0.3%X,+0.5x%x3+0.1x4
Oyle ki 05x:+1 X,+15x%x3+0.1x,<3.1
0.3x;+0.8X%X,+15x3+04x,<25
02x;+02x,+03x3+0.1x,<04
xi=0veyal j=1,...4

Bu sorunun ¢6zimuind guglestiren degiskenlerin tamsayi degerler (sifir veya bir) almaya

zorlanmasiydi.

Eger degiskenler kesirli dederler alabilseydi (sifir ve bir arasindaki tim degerler) sorunu DP

olarak ¢odzebilirdik.

Sorunun bu sekilde bir DP gevsetmesini [x; = 0 veya 1 (j=1,...,4) yerine 0 <= x; <=1 (j=1,...,4)

kisitlarini kullanalim] gbzecegimizi varsayalim.

Herhangi bir DP ¢6zUm paketi ile x,=0.5, x3=1, x;=X,=0 ve en iyi amag fonksiyon degeri 0.65

olarak hesaplanir.

Bu durumda esas tamsayili sorunumuzun en iyi amag fonksiyon degeri hakkinda fikir sahibi

oluruz (<= 0.65). 0.65 en iyi tamsayili ¢dzim igin bir st sinirdir (upper bound).
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S6z konusu degerin Ust sinir olmasinin nedeni tamsayi zorunlulugunu kaldirinca elde edilen
DP gevsetmesinin ¢gozumunun degerinin en az tamsayili ¢ézumunki kadar (belki de daha iyi)

olacagidir.

Elde edilen DP gevsetmesi ¢dziminde x, degiskeninin tamsayili yerine kesirli bir deger

aldigini gorariaz. Tamsayili deger almasi igin iki yeni sorunun ¢ézimd ile ilgilenebiliriz:
P1: orijinal DP gevsetmesine ek olarak x,=0
P2: orijinal DP gevsetmesine ek olarak x,=1

Bu sekilde sadece bir degiskenin kesirli deger yerine tamsayili deger almaya zorlanarak yeni
¢6zim aranmasi islemine dal islemi (branching) denilir. Dal islemi, bir aga¢ tzerinde (aga¢

arama isminin nasil ortaya ¢iktigini gésterecek sekilde) sematize edilebilir.
P1 ve P2 DP gevsetmelerini ¢cozersek, asagidaki ¢ozimleri elde ederiz:
P1’in ¢6zUmU x;=0.5, X3=1, X,=X,4=0, z= 0.6
P2’in ¢6zimu x,=1, X3=0.67, X;=X4=0, z=0.63
Sekilden de gérildiugu gibi yeni ¢cozimlerdeki degisken degerleri de tamsayili degildir:

En iyi tamsayili ¢6zUmU bulmak igin sureci tekrar ederiz, kesirli deder alan bir degiskeni

tamsayili olmaya zorlayarak iki yeni sorun uretiriz..

P1 sorunu uzerinde dal islemi yapalim. Bu durumda elde edilecek DP gevsetmeleri ve

¢ozUmlerinin listesi:
P3 (P1’e ek olarak x;=0) ¢dzUmu x3=x,=1, X;=X,=0, amag¢ fn.: 0.6
P4 (P1’e ek olarak x;=1) ¢6zUmu x;=1, X3=0.67, Xo=X,=0, amag¢ fn. 0.53

Gordldugu gibi bu adimda P3 sorununun ¢dzimi 0.6°dir ve tim degiskenlerin degerleri
tamsayilidir. P3 Uzerinde yeni bir dal igslemi yapmaya gerek kalmaz ve DP gevsetmeleri

listesinden cikarilir.

En iyi tamsayili ¢6zim degeri hakkinda yeni bir bilgi elde etmis oluruz: amag fonksiyonunun

en iyi ¢6zim degeri 0.6 ile 0.65 arasinda (her iki deger dahil) olacaktir.

P4’0 daslnelim, su anki degeri 0.53'dir ve x3 degiskeni kesirlidir. Yeni bir dal islemi
yapmamiz durumunda amag¢ fonksiyon dederi daha iyi duruma gelemez. Zaten 0.6’lik bir

tamsayili ¢ozimuimuz oldugundan P4 de DP gevsetmeleri listesinden ¢ikarilir. Bu sekilde alt




sinirdan (lower bound) daha iyi bir olurlu ¢ézim bulunamayacagi icin eleme yapilmasina

sinir iglemi (branching) denilir.

Geriye sadece P2 kalir:

P2 ¢d6zimu x,=1, X3=0.67, X;=X,=0, amag¢ fn: 0.63

P2 icin dal islemi yapllirsa

P5 (P2’ye ek olarak x3=0) ¢d6zUmU x;=X,=1, X3=%X4,=0, amag fn: 0.5

P6 (P2’ye ek olarak x3=1) ¢6zUmu olurlu degil

Bu durumda ne P5 ne de P6’dan dal islemi yapmak gerekmez.

En iyi tamsayil ¢ézim (esas sorunun ¢oézimu) amag fonksiyon degeri 0.6 ve X3=X4=1,

X1=X,=0 seklindedir.

DP gevsetimi
Z=0.65

X1=x4=0, x2=0.5, x3=1

P1 (x2=0)
Z2=0.6
X1=0.5, x2=x4=0,
x3=1

O

P3(x1=0)
Z=0.6
X3=x4=1, x2=x1=0

P4 (x1=1)
Z=0.53
X1=1, x2=x4=0,
x3=0.67

P2 (x2=1)

X1=x4=0,
x3=0.67, x2=1

T

P3(x3=0)
Z=0.5
X1=x2=1, x2=x3=0

P4 (x3=1)
Olurlu olmayan
¢6zim

En iyi ¢b6zimu elde etmek i¢in kullanilan tim streg:

Dikkat edilecegi gibi sayma ydnteminde sayilacak tiim olasi ¢oziimler 16 (2*) adet iken biz

sadece 7 DP ¢dzduk. Dal sinir algoritmasi ¢ok buyuk sorunlarla ilgileniimemesi durumunda

en iyi tamsayili ¢6zimuU bulmak igin etkin bir yoldur.




Ornek:

Enb z=8x1+5x2

Oyle ki:
x1+x2<6
9x1+5x2<45
x1,x2>0 ve tamsay!
DP gevsetimi
7=165/4

X1=15/4; x2=9/4

P1 (x1>4) P2 (x1<3)
Z=41 P Z=39 X1=3;x2=3
X1=4; x2=9/5 D AS=40

O

\ 4

P3(x2>2) P4 (x2<1)
Olursuz ¢6zum Z=365/9
X1=40/9; x2=1

N

P5(x1>5) P4 (x1<4)
Z=40 Z=37
X1=5; x2=0 X1=4; x2=1
Aday AS=40

Karigik TS problemlerinin ¢gozumu

Bu tarz problemlerin dal sinir algoritmasi ile ¢déziminde sadece tamsayi degiskenler

Uzerinden dallanma yapilir.

Ornek:

Enb z = 2 x1+ x2
Cjweld
5x1+2x2<=8
x1+ x2<=3
x1, x2 . 0; x1 tamsayi




DP gevsetimi
Z=11/3
X1=2/3; x2=7/3

P1 (x1<0) P2 (x1>1)
Z=3 < » Z=7/2 X1=1;x2=3/2
X1=0; x2=3 AS=3
Aday ¢6zliim

2.alt problem x1’in tamsayi olma gerekliligini yerine getirmekte ve 1.alt problemden daha iyi

bir ¢6zim vermektedir. Dolayisiyla en iyi ¢ozume ulagiimigtir.

Sirt gantasi problemlerinin ¢ozumu

Tdm degiskenlerin 0-1 tamsayl oldudu tek kisitli problemlerin geneline sirt g¢antasi

problemleri dendigini biliyoruz.

Problemin yapisi geregi, DP gevsetimi icin grafik ¢6zim ya da herhangi bir yazihma gerek

kalmaz. Soyle ki:

ci i.degiskenden saglanan yarar

B eldeki kaynak miktari

ai ise i.degigkenin eldeki kaynagi kullanim miktari olmak Uzere, bir sirt cantasi problemi:

Enb z = cixa1 + cax2 + -+ + CnXn
Oyle ki aix1+ a2x2+ - +anxn<b

xi=0orl(i=1,2,...,n)olarak ifade edilebilir.
(ci/ai) orani (ri olarak adlandiralim) i.degiskenin kullandigi her kaynak miktarin basina

saglanan yarar olarak ifade edilebilir. Boylece, daha blylk rye sahip degiskenlerin en
faydall/iyi olduklari sdylenebilir.




Bir sirt cantasi problemini ¢ézmek igin, tim degiskenler icin bu orani hesaplamak gerekir.
Daha sonra en iyi orana sahip degisken sirt cantasina koyulmalidir. Ve oran sirasina bagl

olarak sirt gantasina yerlestirme devam etmelidir.

Ornek

Enbz=8x1+11x2+6x3+4x4
Oyle ki
5x1+7x2+4x3+3x4<14
xi=0or1j=1,...4

Oranlari hesaplayalim:

ri=8/5=1.6
r2=11/7=157
r3=6/4=15
r4=4/3=1.33

Bu oranlari kullanarak problemin DP gevsetimi uygulanmis ¢ézimu:
Xx1=1,x2=1,x3=05,x4=0,z=22

x3 Uzerinden dallaniriz

P1 (DP gevsetimi+ x3=0): x3=0, x1=x2=1, x4=2/3, z=21.67

P2 (DP gevsetimi + x3=1): x3=x1=1, x2=5/7, x4=0, z=21.85

P2’yi secip buradan ilerleyelim. Bu durumda x2 Uzerinden dallaniriz :
P3 (P2 + x2=0): x3=1, x2=0, x1=1, x4=1, z=18

P4 (P2 + x2=1): x3=x2=1, x1=3/5, x4=0, z=21.8

P3 olurlu bir ¢g6zimdur. Yani aday ¢oziimdir. Oyleyse: AS = 18 olur
P4 Uzerinden ilerlenir ve x1 Uzerinden dallanma yapilirsa :

P5 (P4 + x1=0): x3=x2=1, x1=0, x4=1, z=21 olur. Aday ¢ézimdur. AS=21 olur




P6 (P4 + x1=1): Olursuz ¢dézimdur

Bu asamada P1 alt problemine dobnersek, z dederinin 21.67 oldugu goérulir ki buradan
ilerlendiginden hali hazirda bulunan z degerinden daha iyi bir sonu¢ vermesi mumkin

degildir. O yluzden bu asamada o dal budanir.
Optimal ¢6zim: P5’de bulunan ¢6zimdur:

x3=x2=1, x1=0, x4=1, z=21

DP gevsetimi
=22
X1=x2=1; x3=1/2

P1 (x3=0) P2 (x3=1)
7=21.67 R 7=21.85
X1=x2=1; x4=2/3 g X1=x3=1;x2=5/7

e >~

P3 (x2=0) P4 (x2=1)
Z=18 Z=21.8
X1=x3=1;x4=1 X2=x3=1;x1=3/5
Aday ¢6ziim AS=18
& A 4
P5 (x1=0) P4 (x1=1)
Z=21 Olursuz ¢6zim
X2=x3=1=x4=1
AS=18
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