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Dogrusal Olmayan Programlama

» Eger bir Matematiksel Programlama modelinin amacg
fonksiyonu ve/veya kisitlari dogrusal degil ise bu tip
modellere Dogrusal Olmayan Programlama (DOP)
denir.

» DOP’un ¢cozumu DP’ye gore ¢cok daha zordur.

» DOP’ta esas caba problemin ¢cozumu i¢in harcanir.



Diferansiyel Analiz
» Limit:
lim f (x) =c

X—a

X, a 'ya yaklasgirken (ama esit degil), f(x)'in degeri
c'ye yaklasmaktadir.

» f(x) fonksiyonu a nokasinda surekli olmasi igin
lim f (x) = f(a)

olmalidir. Eger f(x), x=a'da surekli degil ise a
noktasinda sureksiz denir.



Diferansiyel Analiz

» f(xX)'in X = a noktasindaki turevi [f(a) olarak ifade
eidlir] asagidaki gibi tanimlanir:

i f@ra) - f(a)
AX—0 AX

» f(a), f(x)'in x = a’daki egimidir.
Eger x = a ‘'dan baslayarak x ¢ok kuguk bir miktar, A
kadar (A pozitif veya negatif olabilir), arttirilirsa, f(x)'teki
artis yaklasik olarak Af’(a) olacaktir.

Eger f(a)>0 ise f(x), x = a 'da artandir.
Eger f(a)<0 ise f(x), x = a 'da azalandir.



Diferansiyel Analiz

» F(x) fonksiyonun x = a ‘daki turevi (eger varsa) fo(a)
= f”(a) seklinde tanimlanir.

» Benzer sekilde daha yuksek dereceli turevler su
sekilde tanimlanabillir.

fm(a) : fe-u(x)'nin X = a 'daki turevi



Diferansiyel Analiz

» Parcali Turev
» f(Xq, X5,...X,)'IN X 'ye gore pargall turevi:

o _ i F (X ey Xo + AX ey X0 ) — T (X0 Xy X))

OX. -0 AX

» Ikinci derece parcgali tiirevnicin asagidaki
notasyonu kullanacagiz.

0’ f
OX; OX;




Diferansiyel Analiz

» likinci derece parcali tiirev alabilmek igin once f(x,,
X,,...X,) fonksiyonunun x; 'ye gore parcali turevi
alinir, sonra ortaya ¢ikan fonksiyonun x;'ye gore
parcall turevi alinir.

» Eger bir fonksiyon icin ikinci derece pargali turev var
ve tum tanimli noktalarda surekli ise asagidaki ifade
dogrudur:

o f o f

OX.OX;  OX.0X,




Dogrusal Olmayan Programlama

» Genel olarak dogrudal olmayan programlama
(DOP) asagidaki gibi ifade edilebilir:
X1, Xo,...X,, karar degiskenleri olmak uzere,
maks (veya min) z = f(xy, X5,...,X;,)

s.t. g,(Xy, X5,...,X,) (£, = veya =) b,
gZ(Xll XZI---/Xn) (SI = Veya Z) b2

gm(Xll XZI---IXn) (SI = Veya Z) bm

» DP, DOP’nin 0zel bir durumuduir.



Oransallik

Toplanabilirlik




DOP

» f(Xq, Xp,...,X,) amag fonksiyonu

» g1(Xq, Xp,.. %) (S, =, 0r 2)by, ..., 9 (Xq, Xo,..0X,) (S, =,
or 2)b,, kisitlar

» DOP’ta dogrusal olmayan kisit ve amag
fonksiyonlarina izin verilir.

» Hig kisit icermeyen DOP’a kisitsiz DOP denir.



DOP

» DOP’un olurlu bolgesi tum m kisiti saglayan (x;,
X5, ...,X,) NOKtalarinin kumesidir.

» Eger DOP enbuyikleme (maksimizasyon) problemi
Ise, tum olurlu x noktalari icin f(x*)2f(x) kosulunu
saglayan olurlu x* noktasina DOP’un en iyi cozumu
denir.

» Eger DOP enkictikleme (minimizasyon) problemi
Ise, tum olurlu x noktalari igin f(x*)<f(x) kosulunu
saglayan olurlu x* noktasinina DOP’un en iyi
¢cozumu denir.



DOP

» Bir A noktasi lokal (yerel) en buyuk (maksimum) veya
en kuguk (minimum) ise bu noktaya lokal u¢ deger
denir.

» DOP’un olurlu bolgesi konveks olsa bile en iyi cozum
bir u¢ nokta olmak zorunda degildir.



DOP

X = (Xq, Xy, ..., X,) bir olurlu gozum olsun,
Eger x'e yeterince yakin x” noktalar (x-€<x;<x+€ tum j ve
cok kuguk €) icin f(x)=2f(x") ise x bir lokal maksimumdur.

z 1 c

z = f(x) B
A\/
/

0

maks f(x)
s.t.0<x<1

> X

1
» Birden cok lokal maksimum olabilir: A, B ve C

noktalari. Fakat DOP’un ¢cozumu tektir: C noktasi
(global maksimum) to NLP




Ornek 1. Grafik Analizi

Min [(x - 14)2 + (y - 15)2]1/2
Oyle ki; (x-8)2 + (y-9)2 < 49
X > 2
X < 13
X +y < 24



Ornek 1. Cevap

y Uyari: en iyi cozum

18 | bir kose noktasi
degildir.

16 —|—

14 —— isokonturun olurlu

12 | bolgeyi ilk kestigi
noktadir.

10 |
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Ornek 2. Grafik Coziim

Min [(x - 8)2 + (y - 8)2]%/2
Oyle ki (x-8)2 + (y-9)2 < 49
X > 2
X < 13
X +y < 24



Ornek 2. Coziim

y
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En iyi cozum olurlu
bolgenin sinirinda
degildir.
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DOP modelleme

» En yaygin DOP uygulamalari lokasyon problemileri,
portfoy yonetimi, regresyon ...

» DOP ¢ok geneldir ve ¢ozumu oldukga zordur.



Ornek 3. Kisitsiz tesis yeri secimi

Deponun yeri x-y koordinatlarinda herhangi bir yer olabilir. Depo
yerini musterilerin agirhikli uzakliklarinin toplamini en
klcUkleyecek sekilde belirlemek icin DOP modelini kurunuz.

Koordinat Talep A C
A: (8,2) 19 e 2
B: (3,10) 7 2 - D (5
C: (8,15) 2 0 .(7)
D: (14,13) 5 .| B
P 5 . I
4
2 - e A (19)

T T T T T T 1 > X
0o 2 4 6 8 10 12 14 16



Ornek 3. Cevap

» Maliyet mesafeye gore orantilidir
» Taleplere gore agirliklandirilir

dP.A) = V(X—8)" +(y—2)?

d(P.D) = /(X —14) +(y —13)?

min 19 d(P,A) + ... + 5 d(P,D)

Oyle ki; P kisitsizdrr.



Ornek 3. Cevap

55 farkli nokta i¢in maliyet fonksiyon degerleri

350
300 —e—Xx=0
g 250 —m—xXx=2
Is _
> 200 x=4
(D]
2 X =6
o 150 3
) —x%— X =
o)
o 100 —e—x =10
50 —X =12
O | | | | | | | | | |
values
fory




Ornek 4. Kisitl Tesis yeri secimi

Depo yeri igin belirli bir bolge sarti varsa?

A Y
14 4
12
10 4

rFr - °r ° & 1 ‘|
0 2 4 o6 8 10 12 14 16



Ornek 4. Cevap

minimize 19 d(P,A) + ... + 5 d(P,D)
subject to:



Ornek 5. Lastik tiretimi
(Winston 11.2, p. 624)

>

>
>

Firerock lastiklerde kullanilan kaugugu u¢ hammadde kullanarak
uretmektedir: ham kauguk, petrol ve siyah karbon.

Her icerigin birim maliyeti 4, 1 ve 7 TL'dir.
Uretilecek lastigin asagidaki 6zellikleri olmalidir:
Sertlik 25 ile 35 arasinda olmadir.
Esnekligi en az 16 olmalidir
Gerilim kuvveti en az 12 olmalidir.

Bir lastigi Gretmek icin 100 birim hammadde gerekir. igerikte ham kaucuk 25
ile 60 birim arasinda olmalidir, siyah karbon ise en az 50 birim olmalidir.

R = bir lastik Uretiminde kullanilan ham kauguk miktari
O = bir lastik Uretiminde kullanilan petrol miktari
C = bir lastik uretiminde kullanilan siyah karbon miktari

|statistik analizler bir lastik uretiminde kullanilan hammaddelere gore lastigin
sertlik, esneklik ve gerilim kuvveti formulleri agsagida verilmigtir.

Gerilim kuvveti = 12.5 - .100 - .00102

Esneklik = 17 + .35R - .040 - .002R?

Sertlik = 34 + .1R + .060 -.3C + .001RO + .0050? + .001C?



Ornek 5. Cevap
» Ek karar degiskenleri: TS (gerilim kuvveri), E (Esneklik), H (sertlik)

mn4R + O + 7C
TS =12.5-.100 - .001072
E=17 + .35R - .040 - .002R?
H=34+.1R + .060 - .3C + .001RO + .00502 + .001C>?
R+0+C=100
25 <R <60
O>0
C>50
TS > 12
E>16
25<H<35



Ornek 6. Miuihendislik Tasarimi
(Rardin 14.1, p. 794)

>

Kapali silindirik bir bidon tasarlanacaktir. Bidona 20 m3 kimyasal
madde konulacaktir.

Bidonun Ustl ve yani igin kullanilacak metalin maliyeti $2/m?’dir.
Bidonun alti icin daha saglam ve kalin bir metal kullaniimaktadir ve
maliyeti $8/m?’dir.

Ayrica, bidonun yuksekligi capinin iki katindan fazla olmamalidir.
En kl¢cuk maliyetli tasarimi bulmak icin DOP modelini kurunuz.



Ornek 6. Cevap

» Karar degiskenleri:
d: bidonun capi
h: bidonun yuksekligi
» DOP:
min 2(rtdh+7d?/4) + 8(1td?/4)
oyle ki;
thd?/4 = 20

h<2d
h,dz0

[metal maliyeti]

[hacim]
[yUkseklik cap orani]



Tek degiskenli DOP’lerin cozimu
» Asagidaki DOP’un ¢ozumu

max (veyamin) f (x)

s.t. X €[a,Db]

» Cozum icin tum lokal maksimumlar (veya
minimumilar) bulunur.

» Lokal maksimum veya local minimum noktalarina
lokal u¢ noktalar denir.

» En Iyi ¢ozum; en buyuk (veya en kuguk) f(x)
degerine sahip lokal maksimum (veya minimum)
noktadir.



Tek degiskenli DOP’lerin cozumu
» DOP’da lokal maksimum veya minimum olabilecek
uc tip nokta vardir (u¢ nokta adaylari):
DURUM 1. a < x < b igerisindeki f'(x) = 0 olan noktalar
DURUM 2. f(x)'in tanimh olmadigi noktalar
DURUM 3. [a,b] araliginin a ve b noktalari



Tek degiskenli DOP’lerin ¢6zimu

Durum 1

y=fix)

C g =0
For x < xp, fix) > 0
For x> xp, fix) <0
Xg is a local maximum

i fixg) =0
Forx<xy flx) <0
For x> xy. flx) >0
Xy is a local maximum

v =fix)

B x;=0notalocal maximum
or a local minimum

but f (xg) = 0

If f'(xp) = 0 and f"(xp) < 0, then xg 1s a local maximum. If f'(xo) = 0 and f"(xp)
= 0, then xp 1s a local minimum.



Tek degiskenli DOP’lerin ¢6zimu
Durum 2

l x,is a local minimum € x,is a local maximum




Tek degiskenli DOP’lerin ¢6zimu

Durum 3
y y
4 A
y=fix)
- X = X
a b a b
If f'(a) > 0, then a 1s a local minimum.
afia)=0 b fia)<0 - .
gisﬂaijcal minimum Hfisﬂﬂ;:DCﬂl maximum Iff'{ﬂ:} < ﬂ, then a is a local maximum.
v v If f'(b) > 0, then b is a local maximum.
A A If f'(b) < 0, then b 1s a local minimum.
s v
= X = X
a b a b
Cfib)=0 dfib<0

b is a local maximum b is a local minimum



Ornek

Let
fx)=2—(x— 1) for 0=x<3
fx) = =3+ (x — 4)? for 3I=x=6
Find
y
max f(x) 4
6 -
s.1. D=x=6 flx)=2—(x- 172
- D=x<3
fix)==3+(x-4)2
4= I<x=6

DURUM 1. a < x < b igerisindeki f'(x) = 0 olan
noktalar

DURUM 2. f(x)’in tanimli olmadigi noktalar
DURUM 3. [a,b] araliginin a ve b noktalari




Altin Kesit Aramasi
(Golden Section Search)

» f(X) tanimh olmadiginda veya f'(x) = O denklemini
cOzmesi zor ise

» Altin Kesit Aramasi Yontemi ile DOP cozulebilir.

» Bu yontemi kullanabilmek icin DOP fonksiyonunun
tekdoruklu (unimodal) olmasi gerekir.



Tekdoruklu fonksiyon

<

Bir f fonksiyonun en ¢ok tek bir lokal maksimumu (veya
en ¢ok tek bir lokal minimumu) varsa bu fonksiyona
tekdoruklu (unimodal) denir

Tekdorukluluk konvekslik ve konkavliktan daha gevsek
bir gerekliliktir.

Bir tekdoruklu amacg fonksiyonu konveks veya konkav
olmak zorunda degqildir.

Minimizasyon problemlerindeki kati konveks amag
fonksiyonlari ve maksimizasyon problemlerindeki kati
konkav amac fonksiyonlari tekdorukludur.



Altin kesit arama

» Bir f(x) fonksiyonu [a,b] araliginda tekdorukludur;
eger [a,b]'deki x’ noktasi icin,
f(x) [a,x] araliginda artan ve

[X',b] araliginda azalan (maksimizasyon problemi igin)
ISe.

- X' DOP’nin en iyi cozumunu gosterir.

» DOP’un en iyi cozumu [a,b] araligindadir.

f(x)In [a,b] araligindaki x; ve x, noktalarindaki (x;<x,
oldugu varsayilir) degerlerini bularak, DOP’un ¢ozUmunun
oldugu araligin boyutunu daraltabiliriz.



Altin kesit arama
» (maks problemi icin)

» f(x,) ve f(x,) degerlerine gore en iyi gozumun [a,b]
araliginin bir alt kumesinde oldugu sonucuna
varilabilir:

Durum 1: f(x,) < f(x,) ve X' € (X,b]
Durum 2: f(x,) = f(x,) ve X' € [a,X,]
Durum 3: f(x,) > f(x,) ve X" € [a,X,)

» X' in yer almasi gerektigi aralik - [a,X,) veya (X4, b] -

belirsizlik araligi olarak adlandirilir.



If (%) < fxo),
re [11: b]

If (%) = f(x),
X e [a x)

If 1(x;) > f(xy),
X e [ax)

a  x I o b
fix)
A
a n Iox b
fix)
|
a X |x x b

=]




Altin kesit arama

» Belirsizlik araligini daraltmaya dayali bir cok arama
yontemi vardir.

» Bu yontemlerin gcogu su sekilde calisir:
X icin belirsizlik araligini [a,b] olarak belirleyerek basla.
Yontemin mantigina gore segilen x, ve x, noktalarinin
f(x) degerlerini bul.

Durum 1-3’ten hangisinin gecerli oldugunu belirle ve
daraltiimis belirsizlik araligini bul.

f(x)'i yeni iki noktada degerlendir (yeni iki nokta
yonteme gore belirlenir). Belirsizlik araligi yeterince
kucuk ise dur. Deqgil ise 2. adima git.



Altin kesit arama

» Altin kesit arama yonteminde x, ve X, asagidaki gibi
belirlenir.

X, =b—-r(b-a)
X,=a+r(b—-a)
burada

r = 0.618 [r>+r=1’in tek koku]

Altin oran

Fibonacci sayilar




Altin kesit arama

» Altin kesit arama yonteminde iki yeni nokta asagidaki
gibi belirlenir:
Yeni Sol Taraf noktasi: mevcut belirsizlik araliginin sag

sinirindan mevcut belirsizlik araliginin r orani kadar
solunda.

Yeni Sag Taraf noktasi: mevcut belirsizlik araliginin sol
sinirindan mevcut belirsizlik araliginin r orani kadar
saginda




Ornek 13. Altin kesit arama

(Winston 11.5, p. 652)
» Altin kesit arama ile asagidaki DOP’yi ¢ozunuz.
maks —x? — 1
oyle ki—1 <x<0.75
belirsizlik araligi Va'ten daha az oluncaya kadar ilerleyiniz.



Ornek 13. Cevap
»a=-1,b=0.75b-a=1.75

» Iterasyon sayisi bulabilmek igin 1.75(0.618K)<0.25.
denklemi ¢ozulur.

» Her iki tarafin In’i alinirsa; k>4.06 olarak bulunur.

» Bu yuzden yontem bes adim calistiriimalidir.

» Eniyi ¢cozum (-0.0762,0.0815] araligindadir
(gercek ¢ozim: x =0)

__a | b | ba | x1 | x2 | fHI | fx2

-1,000 0,750 1,750 -0,332 0,081 -1,110 -1,007
-0,332 0,750 1,082 0,082 0,337 -1,007 -1,113
-0,332 0,337 0,668 -0,076 0,082 -1,006 -1,007
-0,332 0,082 0,413 -0,174 -0,076 -1,030 -1,006
-0,174 0,082 0,255 -0,076 -0,016 -1,006 -1,000
-0,076 0,082 0,158 -0,016 0,021 -1,000 -1,000



