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Soru 1.

1∫
0

√
3x∫

0

x
y2 + x2 dydx integralini kutupsal koordinatlara dönüştürerek

hesaplayınız.

Cevap.

Bölge x = 0 ve x = 1 arasında y = 0 ve y =
√
3x doğruları ile sınırlandırılmıştır.
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Cevap.

x = r cos θ, y = r sin θ olsun ve dydx ile rdrdθ yı yer değiştirelim.

y =
√
3x =⇒ tan θ =

√
3 =⇒ θ =

π

3
x = 1 =⇒ r cos θ = 1 =⇒ r = sec θ

1∫
0

√
3x∫

0

x
y2 + x2 dydx =

π
3∫

0

sec θ∫
0

r cos θ
r2 rdrdθ =

π
3∫

0

sec θ∫
0

cos θdrdθ

=

π
3∫

0

(
r
∣∣∣sec θ

0

)
cos θdθ =

π
3∫

0

sec θ cos θdθ =

π
3∫

0

dθ =
π

3
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Soru 2.
√

3∫
0

√
4−y2∫
y√
3

√
(4− x2 − y2)3 dxdy

integralini kutupsal koordinatlara dönüştürerek hesaplayınız.

Cevap.

Bölge y = 0 ve y =
√
3 arasında

x =
y√
3
doğrusu ve x =

√
4− y2

eğrisi tarafından sınırlandırılmıştır.
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Cevap.

x = r cos θ, y = r sin θ olsun ve dxdy ile rdrdθ yı yer değiştirelim.

x =
√

4− y2 =⇒ x2 + y2 = 4

=⇒ r = 2

x =
y√
3
=⇒ tan θ =

√
3

=⇒ θ =
π

3

I =

√
3∫

0

√
4−y2∫
y√
3

√
(4− x2 − y2)3 dxdy =

π
3∫

0

2∫
0

√
(4− r2)3 rdrdθ

u = 4− r2 olsun. Dolayısıyla du = −2rdr dir. r = 0 iken u = 4 dür. r = 2 iken u = 0 dır.

I =

π
3∫

0

0∫
4

−
u

3
2

2
dudθ =

π
3∫

0

(
−
1
5
u

5
2
∣∣∣0
4

)
dθ =

π
3∫

0

32
5

dθ =
32
5
θ
∣∣∣π3
0

=
32π
15
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Soru 3.

R; 1 ≤ x2 + y2 ≤ 4, 0 ≤ y ≤ x ile tanımlı bölge olmak üzere∫∫
R

tan−1
(y

x

)
dA integralini hesaplayınız.

Cevap.
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Cevap.

x = r cos θ, y = r sin θ olsun ve dA ile rdrdθ yı yer değiştirelim.

x2 + y2 = 1 =⇒ r = 1

x2 + y2 = 4 =⇒ r = 2

y = x =⇒ tan θ = 1 =⇒ θ =
π

4

∫∫
R

tan−1
(

y
x

)
dA =

π
4∫

0

2∫
1

tan−1
(

r sin θ
r cos θ

)
rdrdθ =

π
4∫

0

2∫
1

tan−1 (tan θ) rdrdθ

=

π
4∫

0

2∫
1

θrdrdθ =

π
4∫

0

(
r2

2

∣∣∣∣2
1

)
θdθ =

π
4∫

0

3
2
θdθ =

3θ2

4

∣∣∣∣π4
0

=
3π2

48
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Soru 4.

R; xy = 1, xy = 9 eğrileri ve y = x , y = 4x doğruları ile sınırlı birinci bölgede
bir bölge olsun. u > 0 ve v > 0 olmak üzere x =

u
v
, y = uv dönüşümünü

uygulayarak
∫∫
R

(√
y
x
+
√

xy
)

dxdy integralini hesaplayınız.

Cevap.

Sınırlar:

xy = 1 =⇒ u
v

uv = 1 (u, v > 0) =⇒ u = 1

xy = 9 =⇒ u
v

uv = 9 (u, v > 0) =⇒ u = 3

y = x =⇒ uv =
u
v

(u, v > 0) =⇒ v = 1

y = 4x =⇒ uv = 4
u
v

(u, v > 0) =⇒ v = 2
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Cevap.

Verilen dönüşümün Jakobiyeni: J(u, v) =
∣∣∣∣xu xv

yu yv

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣ 1v −u

v2

v u

∣∣∣∣∣ = 2u
v∫∫

R

(√
y
x

+
√

xy
)

dxdy =

∫∫
G

(√
uv
u
v

+

√
u
v

uv

)
|J(u, v)| dudv =

2∫
1

3∫
1

(v + u)
2u
v

dudv

=

2∫
1

(
u2 +

2u3

3v

∣∣∣∣3
1

)
dv =

2∫
1

(
8 +

52
3v

)
dv = 8v +

52
3

ln |v |
∣∣∣∣2
1
= 8 +

52
3

ln 2
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Soru 5.

f (x , y) sürekli ve reel değerli bir fonksiyon olsun. Eğer A(x) ve B(y)

A(x) =

x+1∫
0

f (x , y)dy ve B(y) =

0∫
y−1

f (x , y)dx şeklinde tanımlı ise

0∫
−1

A(x)dx =

1∫
0

B(y)dy olduğunu gösteriniz.

Cevap.

I =

0∫
−1

A(x)dx =

0∫
−1

x+1∫
0

f (x , y)dydx

Bölge x = −1 ve x = 0 arasında
y = 0 ve y = x + 1 doğrularıyla sınırlı
bölge olsun.
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Cevap.

Fubini teoreminden,

I =

0∫
−1

x+1∫
0

f (x , y)dydx =

1∫
0

0∫
y−1

f (x , y)dxdy =

1∫
0

B(y)dy
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Soru 6.

R; y = −x , y = −x + 1, y = x , y = x + 1 doğruları ile sınırlandırılmış bölge
olsun. u = y − x , v = y + x dönüşümünü uygulayarak ve uv -düzlemi üzerinde

uygun bir bölge üzerinde integre ederek
∫∫
R

2(y − x)dxdy integralini

hesaplayınız.

Cevap.

u = y − x
v = y + x

]
=⇒ x =

v − u
2

ve y =
u + v
2

Sınırlar:

y = −x =⇒ u + v
2

= −v − u
2

=⇒ v = 0

y = −x + 1 =⇒ u + v
2

= −v − u
2

+ 1 =⇒ v = 1

y = x =⇒ u + v
2

=
v − u
2

=⇒ u = 0

y = x + 1 =⇒ u + v
2

=
v − u
2

+ 1 =⇒ u = 1
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Cevap.

Verilen dönüşümün Jakobiyeni: J(u, v) =
∣∣∣∣xu xv
yu yv

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
−
1
2

1
2

1
2

1
2

∣∣∣∣∣∣∣∣ = −
1
2

∫∫
R

2(y − x)dxdy =

∫∫
G

2
(

u + v
2
−

v − u
2

)
|J(u, v)| dudv =

1∫
0

1∫
0

ududv

=

1∫
0

(
u2

2

∣∣∣∣1
0

)
dv =

1∫
0

1
2
dv =

v
2

∣∣∣∣1
0
=

1
2
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