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BOLUM 2
LAMINER SINIR TABAKA
INTEGRAL DENKLEMLERI VE COZUMLERI

2.1. Giris

Bir sinir tabaka analizinden 6ncelikle beklenen bilgi ylzey sirtiinme suriklemesidir:

7’-W

YVapU?

C,(x)= =9

Bununla ilgili olarak herhangi bir noktada ayrilma olup olmadigi da arastirilir:
r,=0, Cf(x):0 ?

Sayet Isitma veya sogutma varsa bununla ilgili olarak duvar lzerindeki i1si transferi hizinin
bilinmesi istenir:

q,(x)=?

Konsantrasyon gradyantinin oldugu sinir tabakalarda duvar Uzerinde kitle transfer hizi
arastirihir:

i, (x) =2

w

Bitlin bu o6ncelikli bilgiler yaninda sinir tabakanin & (ve & ve/veya &) kalinhdinin
bilinmesi yararli olabilir.

Bazi tasarim calismalarinda u(x,y) hiz dagiliminin bilinmesine gerek olabilir.

Bu bdlimde oncelikle C{x) ve &(x) buyukliklerinin bulunmasina yoénelik en basit
yOntemler Uzerinde durulurken incelemeler laminer halle sinirli tutulacaktir. Bu sekilde
ortaya konan bilgiler tirbdlansh sinir tabakalarin analizini kolaylastiracaktir.

Yine baslangictaki incelemeleri kolaylastirmak amaciyla daimi, sikistinlamaz (sabit
yogunluklu), sabit-6zellikli akim hali ile sinirli kalinacaktir.

Uygun analitik yaklasimi formile etmeye c¢alisirken o&ncelikle ilgilenilen butin
blayukluklerin sadece akim dogrultusundaki x koordinatinin bir fonksiyonu oldugu
belirtiimelidir. Dik dogrultudaki koordinata olan bagimlilik daha az éneme sahip olup, bu
husus incelemelerde bazi serbestiler saglayacaktir.
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2.2. Integral momentum denklemi

Sekil 2.1 deki iki-boyutlu akim dikkate
alinirsa, sinir tabaka nedeniyle duvar
Uzerinde hiz sifir olup, sinir tabakanin
kenarinda (y=06) dis (viskoz olmayan) akim
hizina, U«(x) erismektedir.

Sekilde go6rualdugu gibi y dogrultusunda
sonlu blyuklikte (0<y<H) ve akim
dogrultusunda diferansiyel buyUklikteki
(dx) kontrol hacmini dikkate alalim. Burada
x dodrultusu kati yuzeyi izlemekte olup, y
dogrultusu duvara diktir.

Kontrol hacminin solundan giren kitle
miktari

H d Sekil 2.1- Integral momentum denklemi igin kontrol
0 puay hacmi

olup sagdan cikan kutle miktari da Taylor
agiliminin birinci terimi alinarak

H d H
Io pu dy+£D0 pu dy}dx

seklinde yazilabilir. Akim daimi kabul edildigine gore, sayet kontrol hacminden cikan kitle
miktar ile giren kiitle miktari arasinda bir fark varsa, kontrol hacmi icerisindeki kitle
miktarinin sabit kalabilmesi igin bu farkin kontrol hacminin lst ylzeyinden gegmis olmasi
gerekir.

Duvarin gecirgen olmasi halinde, duvardan gecen debinin yukaridaki debi farkindan
ayrica gikartilmasi gerekir.

diUOH pu a’y} dx—p,v,dx
x

Burada v,, duvardan gecen akimin hizidir.

Kontrol hacminin sol tarafindan giren momentum
LA
[/ o a
ve sagindan ¢ikan momentum da
H 5 d H 5
jo pu dy+deo pu dy]dx

seklinde hesaplanabilir. Ust ylizeyden kontrol hacmine giren kitleler, dis akim hiziyla
orantili ve x dogrultusundaki bir momentumu da kontrol hacmine sokacaktir:
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U (x){i(.[ﬁpud )dx—p v dx}
e dx 0 y wow
Boylece kontrol hacmindeki net momentum degisimi
dleg d (¢t
a“{) pu dy}dx—Ue(x)[a(L pudy)dx—pwvwdx}
olur. Bu momentum dedisimi kontrol hacmine x dogrultusunda etkiyen kuvvetlerle
dengelenecektir.

Yer cekimi kuvvetleri ihmal edilebilir.

Sinir tabaka yaklasimi geregi statik basing y den bagimsizdir (ép/dy ~ 0). Kontrol hacminin
sag ve sol ylzleri vasitasiyla etkiyen basing kuvvetlerinin bileskesi

—(p+d—pdxjH+pH = —(d—pdx]H
dx dx

olur.

Kontrol hacmini duvar lzerindeki ylizeyine akim yoniine zit yonde bir ylzey slrtinmesi
etkimekte olup, sinir tabaka laminer oldugundan bu kuvvet igin

—7,dx =— yﬂ
dy

dx

=0

yazilabilir.

Kontrol hacminin Ust vyilzeyi sinir tabakanin disinda oldugundan bu ylizeye x-
dogrultusunda etkiyen herhangi bir tedetsel kuvvet yoktur.

Momentum dedisimi ve dis kuvvetler igin yukarida bulunan badintilar momentumun
korunumu prensibinde kullanilarak

d " 2 d H B dp
EUO pu a’y} dx—U,(x) {E(L pu dy)dx —pwvwdx} = —(adle-[_ z, dx

veya soldaki ikinci terim

d(cH d[ct du, (¢
U"(x)a(.[o pudy)dx=EU0 puUe(x)dy:ldx— pa (L pudy)dx
olmak Uzere duzenlenerek
-1 —Hdlz— A H(U —u)ud ]+dL ('[Hud )+ v, U
w dx pdx 0 e y dx p 0 y p w e

elde edilir. Bu son dizenlemede yogunlugun sabit oldugu da dikkate alinmistir.

Bu son badinti, basincin dikey dogrultuda sabit kalmasi nedeniyle kenar hizlari ile basing
arasinda
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Ldp_,, dU,

pdx ° dx

seklinde bir iliski oldugu hatirlanarak ve

H:jdy
0
yazarak
dUu, (cH d H u | u dU H y
—z,+pU ( ar)=——U2 I-— |—dy |[+—=<p|U,| —dy|-pvU
N R L L o & Ay s
veya

du  ¢s u d s u | u
- +pU £ I—-— |dy=—p—| U’ I—-—— |—dy|—-p v U
WP dx -[0 [ UJ 4 pdx{ QJ.O ( U jU y} e

e e e

seklinde veya buradaki integraller igin

s )
O=||1-——|—ady o*=\||1-—|dy
|G 1G5

e e

tanimlamalar yapilarak

dU
-1, +pU, — 5*=—pi(U§9)+pwvae
dx dx

seklinde yazilabilir. Bu baginti diizenlenerek

v C,
20+8%)-—~=—L
(20+5%) - ==

e

ﬁ_ﬁ.idU"
de U, dx

sekline gelir. “Integral momentum denklemi” veya “von Karman integral denklemi” olarak
bilinen bu adi diferansiyel denklemin butin dediskenleri sadece x koordinatin
fonksiyonudur. Oncelikle aranan Cr siirtinme katsayisi denklemin icinde dogrudan bagimii
bir degisken olarak yer almaktadir. Denklemin ¢6zimu igin Ue(x) hiz dagiiminin 6nceden
bilinmesi gerekir. v,, sifirdan farkl ise sinir kosulu olarak verilmesi gerekmektedir.

Von Karman denklemi kolay c¢ozilebilecek bir denklem gibi géziikmekle birlikte birden
fazla bilinmeyen (C; 6, 6*) icermektedir. Dolayisiyla ¢6zim icin ilave bilgilere ihtiyac
vardir.

@ ve ¢&* buyulkliklerinin yukarida belirtilen tanimlamalari incelenirse, & sinir tabaka
kalinligina bagli uzunluk boyutunda buyuklikler olduklar gorulir.

3 u
&% igin verilen " = L [1 —U—jdy

e
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bagintisi pd U, =PL§(Ue ~u)dy =pU€I05dy —ijudy
3
pa*Ue :pU(’S_pJ.()udy

seklinde dlizenlenirse bu esitlikte

- soldaki terim &* kalinhigindaki bir tabaka icinde A
Ue dis akim hiziyla hareket eden akimin kitlesel
debisini,

- saddaki ilk terim & kalinligindaki bir tabaka
icinde U, hiziyla hareket eden akimin kitlesel
debisini, u(y)

- saddaki ikinci terim sinir tabaka iginde u(y)
hiziyla hareket eden akimin kitlesel debisini
belirtmektedir.

Y=6" b

belirtmektedir. Gorildigu gibi saddaki ikinci terim sinir

tabaka icinden gecen akimin gercek debisini belirtirken,

sagdaki ilk terim sinir tabaka icerisinde dis akim hizinda Sekil 2.2- Deplasman kalinligi
bir akim olmasi halindeki (viskoz olmayan akim hali)

debiyi belirtmektedir. Soldaki terim ise bu iki debi

arasindaki farki gostermektedir.

Sonug olarak &* blyukliglu sGrtinmenin akimi yavaslatmasi nedeniyle sinir tabaka
icerisinden gegemeyen debi ve dis akim hizi cinsinden tanimlanmis bir kalinhd! ifade

=

etmektedir. Bu kalinlik “6teleme (deplasman) kalinligi” olarak adlandirilir.

Sidrtinme nedeniyle sinir tabaka icinden gegemeyen akiskan debisinin, streklilik
denklemi geredi sinir tabakanin disindan gecgecedini belirtmekte yarar vardir. Sinir
tabakanin akim Gzerindeki 6teleme etkisi nedeniyle bir cismin etrafindaki gercek basing
dagihmi potansiyel akim halindeki basing dagilimindan farklihk gdésterir. Bu etki gogu
zaman sinir tabakanin deplasman etkisi olarak ifade edilir.

3
Benzeri bir inceleme ¢ blyukligu igin yapilabilir. Nitekim 0= j(I—ULJULdy
0 e e
3 3
bagintisi pOU; =J'puUedy—jpu2dy
0 0

seklinde dlizenlenirse:

- saddaki ikinci terim sinir tabaka icerisinden gecen kutlesel debinin tasidid
momentumu,

- sagdaki ilk terim ayni kitlesel debinin dis akim hizi ile gecmesi halinde tasiyacadi
momentumu,

- soldaki terim ise # kalinligindaki bir tabaka iginden dis akim hiziyla gegen debinin
tasiyacagi momentumu

belirtmektedir. Buna gore ¢ kalinhgi, sinir tabaka icerisinden gecen debinin dis akim hizi
yerine viskoz akim hiziyla gegcmesi sonucu ortaya c¢ikan momentum kaybi cinsinden
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tanimlanmis bir kalinhgi temsil etmektedir. Bu kalinhik “momentum kalinhgi” olarak
adlandiriimaktadir.

Sinir tabakanin & kalinhdinin dogru bicimde tespit edilmesi genellikle cok glictir. Bu

bakimdan sinir tabaka incelemelerinde c¢cogu zaman &* oteleme kalinhdginin veya @
momentum kalnliginin kullaniimasi tercih edilir.

2.3. Momentum denkleminin ¢éziimi
2.3.1. Pohlhausen yontemi

Von Karman momentum denkleminin ¢ézimiyle ilgili sorunun ¢ bilinmeyen (G, 6, 6*)
icermesi oldugu daha 6nce belirtilmisti. Ancak &* ve @#igin yapilan

) )
u u u
o=[|1--=|=ay 5*= [1——]@

e e 0 e

seklindeki tanimlamalar, bu blyukliklerin sadece sinir tabaka igindeki u(y) hiz dagilimina
bagh oldugunu goéstermektedir. Bu durumda, u(y) hiz dagiiminin bir sekilde bilinmesi
halinde integral momentum denkleminin ¢ézimd igin sorun kalmayacaktir.

MUmklin olabilecek en basit sinir tabaka

problemi U.=sb hizindaki tniform serbest akima U, y
paralel, gecirgen olmayan (v,=0) bir diuz levha —_ 5(x)
Uzerindeki sinir tabaka problemidir. Bu problem
icin
dUu C Ii X —
A, AU (grpr)-tu 1
dx« U, dx u, 2
. o C, . o
momentum denklemi I =7 seklinde basitlesir.
X

Sinir tabaka icinde, duvar {zerindeki u=0 ve dis sinirdaki u(d)=U. kosullarini
saglayabilecek

. o . o u Y
en basit hiz dagihmi lineer dagilimdir: 7 =C, C= g
r u \u p S N
Bu dagilim icin e:j J _dy=.[(]_ljldy= Yy _yil_.o
0 Ue Ue 0 6 6 28 36 0 6
T = 8_u = Ye
w “’ ay o H 8
Tw l.er _ 2“

" T %pU? T %pUS  pU.B

do 6
olup, momentum denklemi g0 - O sekline gelir.
dx pU,
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Bu denklemin sag tarafindaki bitln buyuklikler sabit olup, 0-x aralidinda integre
edilerek, 6 (0)=0 olmak Uzere

2
S _bu veya 8(x)= 124/ p)x
2 pU, U,

elde edilir. Bu ifade dlizenlenerek

= — §=3.46Re:/2 Re, = pU.x
pU x X n

d 12n
X

seklinde yazilabilir. Bu durumda ylzey gerilmesi ve sirtiinme katsayisi icin de sirasiyla

T = p& = wu
3 12(w/ppx /U,

e

co=—t M, fc =0577Re)
©opUL pU,x3.46Re” :

elde edilir.

Basitlestirici yaklasimlarla elde edilen bu ¢6zimin ne olgide dogru oldugunu
dederlendirmek icin daha ylksek mertebeden yaklagimlarin sonuglariyla bir karsilagstirma
yapmak uygun olur. Ilerleyen bélimlerde de gérilecektir ki, bu problemin daha kesin bir
¢6zumu

S_s Re.” C, =0.664 Re”
X

sonuclarini vermektedir. Goruldigu gibi buradaki basit ¢ozim sinir tabaka kalinhginin ve
ylizey siurtinme katsayisinin Re sayisina nasil bagh oldugunu tahmin ederken oranti
katsayilarini pek dogru bulamamaktadir.

Pohlhausen hiz profilleri:

Pohlhausen daha dogru bir ¢6ztm icin sinir tabaka hiz dagiimini, yiksek mertebeden

Ui=a+bz;+cz;2+d§3+ez;", ¢ =

e

o=

seklinde o©nermistir. Buradaki katsayilarin bulunmasi igin sinir tabakaya ait sinir
kosullarindan yararlanilacaktir. Nitekim Pohlhausen bu kosullar da

0’ d,
Duvar tzerinde y =0, u=0, p Lj _a
oy dx
2
Sinir tabakanin dig sinirinda y =9, u =0, 0 Zj =0
o4 oy

olmak Uzere 6nermistir. Bu sinir kosullari uygulanarak sabitlerin degerleri
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a=0, b=2+&, c=—&, d=-2+—, e=]1——
6 2 2

ve hiz profili de

LI S PN SPSNEL PR (L P
Z_[2+6]C 2(; +( 2+2j§ +(1 6}(;

veya Uie=2z;—2z;3+c4+§(c—3c2+3g3—c4)

U e aps s M
Z7=-2C 26 +C *'6C(1 ¢)

e

8% au,

y “Pohlhausen basinc gradyanti parametresi”
\% X

seklinde elde edilir. Burada [A

olarak bilinir. A nin cesitli degerleri icin hiz profilleri Sekil 2.3 de gorilmektedir.

1.0

0.9 -
0.8 A
0.7
0.6 Lamda =-12
// Lamda = -6
0.5
Lamda=0
Lamda = 7.052

0.4

0.3

0.2 /
0.0 - \

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Sekil 2.3: Cesitli basing gradyantlari igin hiz profilleri

Pohlhausen hiz profili igin gerekli hesaplar yapilarak

8* 3 . 8 37 W
& 10 120° & 315 945 9072
C

_fU€6:2+&

2 v

oldugu gosterilebilir. Fark edilecedi gibi A=-12 icin C~=0 olup ayrilma olusmaktadir.

UZB 386 Sinir Tabaka 2007-2008 Bahar Yariyili Ders Notlari M. Adil Yikselen



Bolim 2: Laminer sinir tabaka integral denklemleri ve géztmleri 9

2.3.2. Thwaites-Walz yontemi

Integral momentum denklemi, yizeyin gecirgen olmadigi halde sirtiinme katsayisi yerine
stirtinme gerilmesi cinsinden ifadesi tekrar yazilarak ve 6teleme kalinhginin momentum
kalinhgi ile orani

* 2
87 =H sekil parametresi ile belirtilerek u.b a9 + & U, (H + 2) = ©,9
0 v d¢ v dx nu

e

seklinde dlzenlenebilir. H sekil parametresi boyutsuz bir blyltklik olup, sadece sinir
tabaka hiz profinin sekline baghdir.

7,0

Denklemin sagindaki terim S =
wUu

kayma korelasyon fonksiyonu

e

olarak adlandirilir. Ayrica A basing gradyanti parametresi yerine yeni bir

o’ du,
v dx

A

Holstein-Bohlen basin¢ gradyanti parametresi

tanimlanarak momentum denklemi

Ueeﬁ:S—A[H +2]
v dx

seklinde dizenlenebilir. Bu denklemin sadindaki biatin buyukliklerin sadece A basing
gradyanti parametresinin fonksiyonu oldugu gortlebilir. Bu terimler

S(A)-A[H(A)+2]= éF(A)

seklinde bir tek F(A) fonksiyonuyla ifade edilerek A ‘nin pratikteki cesitli degerleri igin bu
fonksiyonun dederi arastirilabilir. Nitekim Thwaites, cesitli deneysel verileri, Pohlhausen
hiz profillerini ve baska kabul edilmis hiz profillerini ve bazi tam (exact) sinir tabaka
¢6ztmlerini kullanarak elde ettigi degerlere

[F(A)=0.45-6.0A

seklinde bir dogru denklemi uydurmustur. Fonksiyonun Thwaites tarafindan 6nerilen bu
dederiyle birlikte momentum deklemi

2
Ueeﬁ:0.45—6.0A:0.45—66—dUE - 2U@6@+662 v, =0.45v
v dx v dx dx dx

2

seklinde duizenlenerek ve her iki taraf U’ ile garpilarak

dU
2U59§—6+ 6UD’ =~ = =045vU] - di(ezuj)= 0.45vU7 - d(0°U?’)=0.45vU dx
X X X

ve bu esitlik 0-x araliinda integre edilerek
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e

(e°u?) =(e°U?)_, + 0.45v]Uj()?)d;
0

veya dizenleme ile

0°(x) = 92(0){11 E(O)T R 0'?(5;)]Uj(;?)d)?

U

elde edilir. Ddz levha hali icin 8(0)=0 ve kit cisimler in de U.(0)=0 olup bu esitlikteki ilk
terim ortadan kalkar.

0.45v

)

Bu baginti kit bir cismin durma noktasinda tekillik géstermektedir. Ancak limit alinarak

0°(x)= U (x)dx

d

S e

U (x)dx s

—L ) = 0.45v lim_, u. __ 0w
U’(x) 6U(dU, /dx) 6(dU, /dx)

92(0):( 0.075v

dU, /dx),

0°(0)=0.45v lim_,

=

x=0

bulunur. Durma noktasindaki dis akim hiz gradyanti, kit cismin hicum kenarindaki
egrilik yaricapi Ry ve serbest akim hizi U, olmak lzere

dU
e — 2 Uao
dx ), R,

seklinde hesaplanabilir.

Dis akim hizinin U«(x) dagiimi (6rnedin bir potansiyel akim hesabiyla) verilen bir sinir
tabakanin durma noktasindan itibaren (duvar boyunca) istenilen bir x uzakliindaki sinir
tabaka ozelliklerini hesabi icin yapilacak islemler asagidaki gibi siralanabilir:

0.45v

£(x)

b) U.(x) dagihmindan dU./dx tlrevi hesaplanir.

a) 0°(x)= U’ (x)dx integrali ile &x) hesaplanir

S S—

-

0 dU

c) A
v dx

¢ badintisiyla basing gradyanti parametresinin A(x) dederi hesaplanir

d) A ‘nin cesitli dederleri icin S(A) ve H(A) fonksiyonlarinin Thwaites tarafindan
hesaplanmis dederleri Tablo 2.1 de verilmistir. Bulunan A(x) dederine karsilik S(x) ve
H(x) degderleri bu tablolar yardimiyla veya bu tablodaki dederlere uydurulan

S =0.22+1.57A - 1.80N°

0<A<0.] araliginda
H =2.61-3.75A+5.24N\°
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S =0.22+1.402n + 208N

—0.1<A<0 aralidinda 0073]A+0-107
H = 2.088 +—227_
A+0.14

formuller yardimiyla hesaplanir.

Tablo 2.1: Kayma ve sekil parametrelerinin basing gradyanti ile degisimleri

A H(A) S(A) 5/0
0.100 2.28 0.359 8.5
0.080 2.34 0.333 8.2
0.064 2.39 0.313 8.2
0.048 2.44 0.291 8.1
0.032 2.49 0.268 8.1
0.016 2.55 0.244 8.0
0.000 2.61 0.220 8.0
-0.016 2.67 0.195 8.0
-0.032 2.75 0.168 8.0
-0.048 2.87 0.138 8.1
-0.064 3.04 0.104 8.1
-0.080 3.30 0.056 8.1
-0.084 3.39 0.038 8.2
-0.088 3.49 0.015 8.2
-0.090 3.55 0.000 8.2

Bu tabloya §/6 oraninin yaklasik degerleri de ilave edilmistir.

T,0

2 o . e
e) S= ve C, = T bagintilarindan vylzey sdrtinme katsayisi c =28 >
P

uU, pU; ’ U.9

seklinde hesaplanir.

Yukarida izah edilen yontem, bir cok deneysel ve teorik galismanin sonucuna dayanan bir
F(A) dagihmini dikkate almasi nedeniyle Pohlhausen yontemine kiyasla gok daha dogru
sonuglar vermektedir. Nitekim yéntemin olumlu basing gradyantlarindaki hatasi %10 un
altindadir. Ancak olumsuz (ters) basing gradyantlarinda bu hata %20-30 mertebelerini
bulabilmektedir.

Not: Eksenel simetrik sinir tabaka hali X

= T
Thwaites-Walz yontemi Rott ve Crabtre tarafindan (/TO/

eksenel simetrik cisimler etrafindaki eksenel sinir
tabakalar icin uyarlanmis olup, eksenel simetrik cismin
yarigapl ro(x) olmak Uzere

-
-

)= i | W @)

ry (U

seklinde bir baginti elde etmislerdir. Bu halde durma noktasindaki momentum kalinhdi
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0.0563 v
0°(0) = ———
©) (@u, /dx),

olarak bulunabilir. Durma noktasindaki hiz gradyanti da
au,\ 3U,
d ), 2R,

seklinde hesaplanabilir.

Ornek 2.1- Integral momentum denkleminin uygulamasi

Kinematik viskozitesi v=2.0x10"m2/s olan bir akiskanin 100m/s hizdaki akimi icerisinde
akima paralel bir diz levhanin yer aldigini, levha hicum kenarinin 10 m gerisinden
itibaren bir rampa oldugunu ve bu rampa boyunca akim hizinin Us(x) = 10.5 - x/2 seklinde
degistigini varsayiniz.

Bu levha lzerindeki sinir tabakayi! x = 2.0 noktasina kadar hesaplayiniz. Sinir tabaka ters
basinc gradyanti etkisiyle ayrilir mi, tespit ediniz.

Dlz levhanin hiicum kenarinda sinir tabakanin kalinligi sifir olacaktir. Yukarida izah edilen
yontem kullanilarak ve x koordinati Ax=0.05 adim uzunluklariyla dedistirilerek yapilan
hesaplama sonuclari asagidaki tabloda ve grafikte gorilmektedir.

0 < x < 2 arahdindaki bitlin noktalarda C:> 0 olup sinir tabakada ayrilma gértlmemistir.

n X Ue 0 H 0* Crt 10.0
0 000 10.00 0.00000 2.610 0.00000 ; ve 8
1010 10.00 0.00082 2.610 0.00214 0.01071 9.6 1
2 020 1000 000125 2.610 0.00328 0.00701 9.4 ‘ ‘
3 030 10.00 000157 2.610 0.00411 0.00559 0.0 0.5 10 15 20
4 040 10.00 000184 2.610 0.00479 0.00479
5 050 10.00 0.00207 2.610 0.00540 0.00426 0.076
6 060 10.00 0.00227 2.610 0.00594 0.00387 0.012 1 o
7 070 10.00 0.00246 2.610 0.00643 0.00357 0.008 |
8 080 1000 0.00264 2.610 0.00689 0.00333 0.004 | 0
9 090 1000 000281 2.610 0.00732 0.00314 ;,
10 1.00 10.00 0.00296 2.707 0.00802 0.00249 0.000 - ‘ ‘

0.0 0.5 10 X 15 2.0
11 110 9.95 000316 2.723 0.00859 0.00229
12 1.20 9.90 0.00334 2.740 0.00917 0.00211 3.0
13 1.30 9.85 0.00353 2.759 0.00974 0.00194 28 | //
14 140 9.80 0.00371 2.780 0.01032 0.00179 o /
15 1.50 9.75 0.00389 2.804 0.01091 0.00166
16 1.60 9.70 0.00407 2.829 0.01151 0.00153 24 ‘
17 170 9.65 0.00424 2.858 0.01213 0.00140 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
18 1.80 9.60 0.00442 2.890 0.01277 0.00129
19 1.90 955 000459 2926 0.01345 0.00117 0.0
20 200 9.50 0.00477 2.967 0.01415 0.00106 0.0 |

cf \
0.0 \
0.0 : : ‘
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

UZB 386 Sinir Tabaka 2007-2008 Bahar Yariyili Ders Notlari M. Adil Yikselen



Bolim 2: Laminer sinir tabaka integral denklemleri ve géztmleri

2.3.3. Emmeli veya enjeksiyonlu akimlar

13

Gozenekli duvarlar Gzerindeki emmeli veya Uflemeli akimlar, soguk bir akiskanin enjekte
edilmesiyle sogutma ve akimin emilmesi yoluyla tirbilansa gegisin geciktiriimesi ve ters
basing gradyantinda akim ayrilmasinin énlenmesi gibi uygulamalariyla pratik bir 6neme
sahiptir. Genel olarak integral momentum denklemi bu gibi akimlarin (6zellikle enjeksiyon
halinde) incelenmesinde yeterince guvenilir dedildir. Bununla birlikte ayrilmanin emme
yoluyla énlenmesi igin Prandtl tarafindan gergeklestirilen basit inceleme ilgingtir. Prandtl
bu incelemesinde Pohlhausen hiz profilinin ayrilmaya karsilik gelen A=-12 halini dikkate

almistir.
*
A=-12 halinde 8* 3 A
S 10 120
0 37 x W
S 315 945 9072
C,
CUS_, & N
2 v 6

Bunun yaninda, hiz profili emme yoluyla sabit tutuldugundan,

kabulleri yapilabilir. Béylece

8*_2

o 5

6_+4

o 35

Cf=0
s _ds*_do_,
de dx dx

do 1 dU, - C
E+U_g dx‘ (26+8*)—lvj—t =7f integral momentum denkleminden,
du dU 4 2
ayrilmayi engelleyecek emme hizi igin v, =—=(20+0*)=—=%| 2—+— |0
dx ( ) dx 35 5
22 .dU
veya v, =—0— elde edilir.
35 dx

: du
Ayrica duvar lzerinde “(a uJ :ldiz U £

; oy’ p dx U dx
ve A=-12 halindeki hiz profili igin

olup 12 Uj =—U" v,
o v dx

bulunur. Bu deger momentum denkleminde kullanilarak

elde edilir.
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2.4. Integral enerji denklemi

Diizlemsel, daimi, sabit-yogunluklu, sabit-6zellikli akim sartlarinda bazi hallerde 6nemli
Isil enerji (veya 1si) transferi olaylari gdrilebilir.

Ornedin 50°C sicakliktaki havanin 30°C sicakliktaki bir ylizey (izerinden gectigi akim goz
online alinirsa bu halde énemli bir 1sI transferi meydana gelecektir.

Akimdaki s6z konusu sicaklklarda havanin yogunlugunda, viskozitesinde ve sil
ozelliklerinde dikkate deder bir dedisim olmayacaktir.

Ylizey Uzerinde bir isil sinir tabaka olusacak ve bu tabakadaki sicakliklar y=0 da T=T,(x)
ile y=6r(x) de T=T.(x) arasinda degisecektir. Isil sinir tabakanin & kalinhgi, akiskanin
fiziksel 0Ozelliklerine ve ilgilenilen probleme bagli olarak, viskoz sinir tabakanin
kalinligindan daha biyik veya kiglk olabilir.

Isil sinir tabakalar igin 6nemli bir boyutsuz parametre olan |Pr = Prandtl sayisi

momentum yayinimi katsayisi ile 1sil yayinim katsayisinin oranlarini temsil etmektedir.

Codu gazlar icin Pr~0.7 olup, bu rakam gazlar icinde 1sinin momentumdan daha hizh
yayindigini gostermektedir. Bu bir bakima isil sinir tabakanin viskoz sinir tabakaya kiyasla
1/ 0.7 oraninda daha kalin olacagi anlamina gelir.

Su, yagd vb bilinen sivilar igin Prandtl sayisi 10 ile 10° gibi yiiksek mertebeler arasinda
degisir. Diger uc noktada ise Prandtl sayisinin 102 mertebesinde oldudu sivi metaller yer
alir.

Isi transferinin s6z konusu oldugu sinir tabakalarda akiskanin Prandtl sayisinin gok dnemli
oldugu agiktir.

Isil sinir tabakalar igin de viskoz sinir tabakadakine benzer mertebede yaklasik ¢oztimler,
uygun bir kontrol hacmine enerjinin korunumu ilkesi uygulanarak elde edilebilir. Bu
amacla Sekil 2.5 deki kontrol hacmi igin enerjinin korunumu ilkesini

Sisteme giren + Siurtinmeyle + Yuzey Uzerinde _  Sistemden gikan
Isil enerji Isinma Is1 transferi Isil enerji

seklinde uygulamaya calisalim.

Kontrol hacminin sol tarafindan giren isil enerji

H
pc, L uTdy

sag tarafindan gikan isil enerji

dx

H d H
pc, J; uTdy +E[pcpj0 uTdy

ve Ust ylzeyinden giren kitlesel debinin soktugu isil
enerji

Sekil 2.5- Enerji denklemi igin kontrol
hacmi
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CpTe[i(jH pu dy)dx —pwvwdx} olacaktir.

dx ™

Viskoz tabaka igerisindeki kayma gerilmesinden kaynaklanan sirtiinme isinmasi
H
[u(eusoy) dy dir.
0

Ayrica, ylzey izerinde —k(0T /dy),,, kadarlik bir 1si transferi vardir, ve yiizeyden
emme veya enjeksiyon yoluyla gegcen akiskan da...p, v, ¢, T, dx kadar bir isil enerji
tasimaktadir.

Btln bu blyuklikler enerjinin korunumu igin yukarida yazilan bagintida kullanilarak:

H d (e i
pcpJ; uTdy +CPT@[E(L pudy)dx —pwvwdx}r;[u(au/ay)?dy

dx

wow T pThw

H d H
—k(@T/ay)y:odx +p, v, c T dx =pch uTdy +E pcpJ; uTdy

ve bu esitlik dlizenlenerek

HENY k(o /
A (T, = T)udy ]+ Lj(a—uJ dy —v (T.-T,)= % “integral enerji denklemi"
dx 0 c oy pc,

p 0

elde edilir. Burada da yodunlugun sabit oldugu kabul edilmistir.

Integral momentum denkleminde oldugu gibi integral enerji denkleminde de cok sayida
bilinmeyen yer almaktadir. Hiz ve sicaklik profilleriinin bilinmesi halinde bilinmeyen
sayisinin azaltilmasi mamkuindur.

2.5. Integral enerji denkleminin ¢oziimii

Integral enerji denkleminin ¢éziimiine ydnelik bircok calismada da Pohlhausen yéntemine
benzer bir yaklasim vardir. Nitekim, hiz profiline benzer sekilde sicaklik profili igin de
polinomsal bir tanimlama yapilmaktadir.

2.5.1. Isitilmamis baslangig-uzunlugu problemi

Integral enerji denkleminin ¢éziim ydntemini izah ve ayni zamanda faydali bazi sonuclar
elde etmek icin 6zel bir problemle ilgilenmek faydah olacaktir. “Isitimamis baslangic-
uzunlugu problemi” olarak bilinen bu akim Sekil 2.6 da gosterilmistir.

Bu problemde gecirgen olmayan (v,,=0) diz bir levha U, hizindaki serbest akima paralel
olarak yerlestirilmis olup, levhanin hiicum kenarindan itibaren 0<x<x, araligindaki kismi
serbest akimin statik sicakligi ile (T,,=T.) ayni, x, noktasindan sonraki kismi ise serbest
akimdan farkh sicakhktadir (T,,#Te).

Viskoz sinir tabaka levhanin hicum kenarinda baslarken isil sinir tabaka x=xp
noktasindan itibaren baslayacaktir. Ayrica akim hizinin viskoz kaynakli sdrtinme
Isinmasinin ihmal edilebilecedi kadar klicik oldudgu varsayillmaktadir. Boylece integral
momentum denklemindeki ikinci terim ihmal edilmektedir.
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To 5(x)

or (x)

’\ T0) =T T(,0) = T > To

Sekil 2.6- Baslangig kismi isitilmamis diiz levha problemi

Eckert ve Drake (1959) bu problemin ¢6zimi icin hiz ve sicaklik profillerini kibik
fonksiyonlarla temsil etmislerdir.

Integral momentum denklemi igin kullanilan sinir kosullarindan y =290, #:0
u 3(y 1(y !
6z ardi edilmis olup bu durumda hiz profili igin — === |-=|=
g s olup P G U 2(8) > 6)
elde edilmistir.
T T 2 3
Sicaklik profili igin édnerilen klbik fonksiyon v —gab| 2| 2| wd e
T,-T, S, S, o,
. o°’T
seklinde olup sinir kosullari da y =0, T=T, W =0
y
y=9,, T=T,, 6_T=0
y
seklinde dnerilmistir.
Burada duvar (zerindeki ikinci kosul duvar
uzerinde y dogrultusundaki tagimimin  ihmal T _______

edildigini gostermektedir. Nitekim duvara komsu !
bir kontrol hacmine duvar tarafindan giren ve Ust |

taraftan cikan isilarin farkini dikkate alarak bu

durumu gérmek mumkiandar: dx
2
—ka—T dx +k a—TnLia—Ta’y dx =k 87; dydx =
Oy oy - W)
T-T, 3 i yY
Onerilen kosullarla sicaklik profili icin LR A S
T,-T, 2\56,) 29,

elde edilmektedir.

Hiz ve sicakhk profilleri integral enerji denkleminde kullanilarak =3, /& olmak lzere
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0.0 -1 { S e |- 2

elde edilir. Burada Prandtl sayisinin 1 civarinda oldugu varsayilarak &, <& kabul
edilebilir. Bdylece ¢* terimi ¢? terimine kiyasla ihmal edilebilir. Béylece

10v
Pr

s¢<oe]-—

e'

veya dizenlenerek

G

2 2 3
(; dQ Qg Cﬂz_wv N 3iﬂ+52££:_10\’
dx dx« U,Pr 2 dx 3dx U,Pr

elde edilir. Ote yandan diiz levha (izerinde daha énce

do_C,

dx 2
sekline indirgenen integral momentum denklemi, kibik hiz profili igin

590 _140 v
dc 13U,

sekline gelir. Buradan integrasyonla viskoz sinir tabaka kalinligi

13 U,

52 = 280 vx

olarak bulunur. Bu deder integral enerji denkleminde kullanilarak

1d (280 vx N @v_xzdcj_ 10v
13 U,

S 13U,)3dc U, Pr

ve dizenlenerek

4.dg LooB3 L

3 dx 14 Pr

elde edilir. Bu esitlik ¢° degiskeni icin birinci dereceden bir adi diferansiyel denklem olup
¢6zimu kolaylikla

C} :Cx73/4 13 I
14 Pr

seklinde elde edilebilir. Buradaki C sabitinin bulunmasi icin gerekli sinir sarti x=x, da (=0
(yani 87=0) olup, bu sart da kullanilarak sonucta isil sinir tabakanin kalinligi igin

CZS_T:; . x_,, 3/4
8 1.026Pr'’’? X
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o 1
elde edilir. xo=0 icin (tium levhanin isitilmis olmasi halinde B
0=0igin ( ’ ) &  1.026Pr'"’

olacadi kolayhkla gortlmektedir.

Slphesiz duvar Uzerindeki 1si transfer hizi, isil sinir tabakanin kalinhdinin degisiminin
bilinmesinden daha c¢ok pratik 6neme sahiptir. Simdi bulunan d(x) dagilimini sicaklik
profili igin tanimlanan bagintida kullanarak

Duvar Gzerindeki 1si transferini bir “h - film katsayisi” cinsinden
T
qw = _k(a_J = h(TE - TW )

seklinde gostermek alisilagelmistir. Ancak h katsayisini igeren ve “Newton sogutma
kanunu” olarak bilinen bu baginti temel bir fiziksel model degildir. k katsayisinin aksine h
katsayisi akiskanin fiziksel bir 6zelligi dedildir. Buna karsilik Fourier yasasi IsI transferi
analizlerinde daha ziyade kullanilan temel bir yasadir. Bu bakimdan daha ziyade Fourier
yasas! ile komple bir ¢6zim elde edildikten sonra, elde edilen cevap h film katsayisi
cinsinden yeniden yazilir. h katsayisi Nusselt sayisi adi verilen boyutsuz bir blyuklik
icinde
hx

Nu = m seklinde yer alir.

Yukarida incelenen isitilmis baslangig-uzunlugu problemi igin Nu sayisi

3/4
Nu = 0.332Pr" | PYX | [ X0
u X

olarak elde edilir.

173

h
pU,c,

Film katsayisi ayrica “Stanton sayisi” icerisinde de St =

seklinde yer alir. Yukaridaki isitiimis baslangig-uzunlugu problemi igin St sayisi da

N x 3/4
St =—% _ _0.332Pr"° Re”{]—(—“j }
X

-1/3

Re- Pr

olarak bulunur. x,=0 igin St =0.332Pr7’° Re™"’’

olup, diz levha Uzerindeki surtinme katsayisi icin daha 6nce bulunan C, =0.664Re”
badintisi kullanilarak

St -Pr?’’ =i
2

olacadi gorulir. Bu badinti ylizey slrtiinmesi ile isI transferi arasinda “Reynolds analojisi”
olarak adlandirilan direkt bir iliski kurmay! saglar. Baginti her ne kadar sinirh belli bir
akim tipi igin gikartilmis olsa da genis bir akim yelpazesi igin sik sik kullaniimaktadir.
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