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3- Sikistirilamaz potansiyel akim denklemlerinin genel ¢cézimu

BOLUM 3

SIKISTIRILAMAZ POTANSIYEL AKIM
DENKLEMLERININ GENEL ¢6zUMU

Onceki iki bdliimde akiskanlar dinamiginin temel denklemleri formiillestirilmis, basitlestirilmis
viskoz-olmayan, sikistirlamaz ve c¢evrisiz (irrotasyonel-potansiyel) akimi veren kosullar
tartisiimistir. Bu bélimde potansiyel akim probleminin basit ¢ézimlerinin elde edilmesi igin
temel metodoloji gelistirilecektir.

Potansiyel akim probleminin lineer tabiati nedeniyle diferansiyel denklemin farkh sinir
geometrilerine sahip akim alanlar igin munferit olarak ¢6zilme zorunlulugu yoktur. Bunun
yerine geometrik sinir kosullari saglanacak bicimde elemanter c¢éziimlerin dagilimindan
yararlanilacaktir.

Siddeti bilinmeyen elemanter c¢ozUmlerin dagihmi seklindeki bu yaklasim gerek klasik
gerekse nimerik yoéntemlerde daha sistematik bir ¢é6zim yéntemini ortaya koyar.

3.1 Problemin tanimlanmasi:

Codu muhendislik uygulamalarinda
problem Sekil 3.1 de goéraldiaga gibi
icerisinde bir kati cisim bulunan ve bir dis
sinira sahip olan bir v akiskan bdlgesinde
¢6zUml  gerektirir  (6rnedin  riizgar
tinelinde bir kanat gibi).

Sayet akim sikistirlamaz ve irrotasyonel
kabul edilirse sureklilik denklemi Laplace
denklemine indirgenir:

Vo =0 (3.1)

Akiskan igerisine gdmdull bir cisim halinde Sekil 3.1
cismin ylzeyi Uzerindeki ve baska kati

cidarlar Gzerindeki dik hiz bileseni sifir

olmalidir. Cisme bagl eksen takiminda bu sinir sarti

VD -ii =0 (3.2)

seklinde vyazilabilir. Burada 7z normal vektorli olup, V& cisme badli eksen takiminda
hesaplanmaktadir. Ayrica, hareketten olusan bozuntular cisimden ¢ok uzaklarda (r— «) yok
olacaktir.

VO —v)=0 (3.3)

Limr—)oo (
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3- Sikistirilamaz potansiyel akim denklemlerinin genel ¢cézimu

Burada 7 =7(x,y,z)olup v de v hacmi igerisinde bozulmamis akim ile cisim arasindaki izafi
hizi (veya cisimle hareket eden bir gézlemciye gére sonsuzdaki akim hizi) belirtmektedir.

3.2 Green idantitesine dayanan genel ¢é6ziim:

Sekil 3.1 ‘deki tipik potansiyel akim probleminde
sinirlart Sg ve iz sinirlart Sy, ile belirtilen bir kati
cisim etrafinda dis sinirt S, ile belirtilen v akiskan
hacmi icerisinde Laplace denkleminin ¢6zimu s6z
konusudur. Sg ve S, da (3.2) ve (3.3) sinir
kosullari uygulanacaktir. Ylzeyin n normali daima
ilgilenilen v boélgesinden disariya dogru yonlenmis
olacaktir.

Herhangi bir A vektéri icin diverjans teoremi

jsjﬁ-AT-dS:mVZ-dV

Sekil 3.1

seklinde ifade edilmisti. Simdi A vektdri yerine, ®; ve ®, konumun birer skaler fonksiyonu
olmak dzere

(CD1VCD2 —®2V®1)
seklinde tanimlanan bir vektdr alinirsa
[[ (@ vo,-0.v0,)ji-ds =[] V(0 VD, -®,V®,)-dv
S v

=[] (vo,- VD, +®,V’D, -VD, VO, -®V’®, )-dv

[[ (@, v®,-®,v®,) ii-ds = [[[ (@, VD, -, V’®,)-dv (3.4)

N

elde edilir. Bu baginti Green 6zdesliklerinden birisidir (Bkz: Kellog OD, Foundations of potential theory,
Dover, 1953, sayfa 215). Buradaki ylzey integrali bir Sy, iz modeli de (lizerinde hiz potansiyeli
veya hiz igin slireksizligin s6z konusu oldugu bir sinir) dahil olmak lzere butin

S=SB+Sw+Sw
sinirlari boyunca alinmaktadir.
@ ilgilenilen v hacmi icerisindeki potansiyel fonksiyonu ve r de Sekil 3.1 ‘de gosterilen

P(x,y,z) noktasindan sinirlar Gzerindeki noktalara olan uzaklk olmak (zere ®; ve @,
fonksiyonlari igin sirasiyla

) D,=0 (3.5)
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3- Sikistirilamaz potansiyel akim denklemlerinin genel ¢cézimu

alinirsa, P _noktasinin v hacmi disinda olmasi halinde her iki fonksiyon da Laplace denklemini
saglayacadindan (3.4) denkleminin sag tarafi sifir olur.

ﬂ( VD - qnvlJ .dS=0 (3.6)

P _noktasinin v _hacmi _icerisinde olmasi _hali
ozel ilgi ceker.

Bu durumda P noktasi, sekilde goéraldigu
gibi, ¢ vyarnigapl bir kiire igerisine alinarak
integrasyon bdlgesinden izole edilir.

v hacminin igerisinde bu klre disinda kalan
bitin noktalarda o, =1/r fonksiyonu

Laplace denklemini yine saglar [V?(//r)=01]

Bdylece

H ( VO - @V]j dS=0 (3.6a)

S+kiire

Klire Uzerindeki integral icin kire merkezi baslangic noktasi olmak U(zere bir kiresel
koordinat sistemi segilirse, normal vektori kiire igine dogru yonelmis oldugundan n =—¢€, ve
ayrica

vo.i--22 oyl Lg L
or r 7’ r’
olup, bu integral sonucta
—”[1 oo CDJ ds + jj( VO - v]j LdS =0 (3.6b)
r r

sekline getirilebilir. Cok kliclik yarigaplh (¢— 0) bir kiire igerisinde @ ‘nin fazla degismeyecegi
dusundlurse bu integraldeki ilk terim sifir oldugu gibi ikinci terim igerisinde sabit oldugu
kabul edilen ® blUyUkliga integral disina alinarak

Iy :—&?”dS:—&f)#ﬂ'gz =—47-O(P)
& &

elde edilir. .Boylece (3.6b) esitligi
(I)(P):L”F-VCD—(D-V[iﬂ-ﬁ-dS (3.7)
qm s r

sekline gelir.
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3- Sikistirilamaz potansiyel akim denklemlerinin genel ¢cézimu

P noktasinin Sg kati cidar Uzerinde olmasi halinde, noktayi izole etmek icin bu defa P
merkezli ve ¢ yarigaph bir yarim kire kullanilacagindan (3.7) bagintisi yerine

(D(P):%J.SJ‘ E-wr-q).v(iﬂ.ﬁ.ds (3.7a)

7

bagintisi elde edilir.

Bu son iki badinti v kontrol hacminin icinde ve kati cidar (zerinde yer alan noktalardaki
potansiyel fonksiyonunun @ dederini, sinirlar idzerindeki ® ve od/én dederleri cinsinden
vermektedir.

Simdi Sg kati sininnin ig tarafinda (v hacminin disi)
potansiyel fonksiyonu ®; ile gosterilen bir i¢ akimi goz
o6nlne alalim. Bu akimda Sg nin disinda (v hacmi icinde)
yer alan bir P noktasi icin (3.6) denklemi uygulanarak P.

1 1 1
0=— —-VO. -D.-V—|-n-dS 3.7b
472"”( ! ! r] " ( )

7

yazilabilir. Burada normal vektéri Sg kati sinirndan
disari dogru (v hacminin icine dogru) yénlenmektedir.

Simdi de Sg kati sininnin dis tarafinda ve i¢ tarafinda
akimlar oldugunu disunerek her iki akimin v hacmi
icerisindeki bir P noktasinda yarattigi potansiyeli elde
etmek igin (3.7) ve (3.7b) badintilarini birlestirelim. Bu
birlestirme sirasinda (3.7b) badintisindaki normal
vektoérinian dogrultusu (3.7) bagintisindaki ile zit yonde
oldugundan bir eksi isareti gelecedi gbzden
kagirilmamalidir. Bdylece

@(P):ﬁg E-V(Q—q)[)—(q)—@,.)-v[iﬂ-ﬁ-dS+% I} F-V@—@-V(lﬂ-ﬁ-aﬁ (3.8)

r sy, LT r

elde edilir. Buradaki S, sinirinin genellikle kati cidardan gok uzaklarda oldugu kabul edilerek
bu cidar Gzerindeki integralin katkisi kisaca

@w(P)=%£j{%-vq>—q>-v(iﬂ-ﬁ-ds (3.9)

r

seklinde belirtilir. Bu potansiyelin dederi secilen eksen takimina bagli olup, 0Ornedin,
hareketsiz bir akiskan icerisinde hareket eden bir cisme bagli eksen takiminda ®, dederi
Uniform-paralel akima potansiyel fonksiyonunun dederi olacaktir.

Ayrica iz ylizeyinin cok ince oldugu kabul edilerek, bu ylizeyi gecerken yiizeye dik dogrultuda
@ nin degismedigi (é@/cn=0) kabul edilir. Boylece (3.8) badintisi

UCK 419 Hesaplamali Aerodinamik ders notlari M.A. Yikselen




3- Sikistirilamaz potansiyel akim denklemlerinin genel ¢cézimu

@(P):%g [f-v@—q>l.)—(q>—q>,.)'v(fﬂ-ﬁ-ds

(3.10)
—ij q)-v[lj-ﬁ-ds +®_(P)
Ty r

sekline gelir.

(3.10) denklemi ve daha 6nce cikartilan (3.7) denklemi

@ potansiyel fonksiyonunun her hangi bir P noktasindaki degerini
sinirlar lzerindeki ® ve od/on dederleri cinsinden vermektedir.

Bu durumda problem sinirlar Uzerinde bu bdyukliklerin  hesaplanmasi problemine
indirgenmistir.

Kati cidarin Sekil 3.2 ‘de gosterildigi gibi bir

parcasini g6z o6nUne alarak dis ve g ob
potansiyel arasindaki farki ve dis ve ig ® E Sp
potansiyellerin normal dogrultusundaki
tlrevleri arasindaki farki sirasiyla )
—u=0-9, (3.11)
_gzéﬁ_@ (3.12) Sekil 3.2
on On

seklinde gosterelim. Bu buyulklikler literatiirde sirasiyla duble (u) ve kaynak (o) olarak
adlandiriimakta olup, bu badintilardaki eksi isaretleri normal vektériinin Sg sinirindan iceriye
dogru yonlenmis olmasindan kaynaklanmaktadir. Duble ve kaynak o6zellikleri ilerideki
bélimlerde incelenecektir.

Bu tanimlarla (3.10) denklemi

@(P):-ég [GGJ ( H dS+—”[ ( H ds + @ (P) (3.13)

seklinde yazilabilir. Buradaki #n vektorl, ylzeyin duble yoninde yénlenmis normali olup,
n-V yerine 0/0n alinarak bu ifade

o B gl S ear] s

sekline gelir. Bu bagintidaki kaynak ve duble ¢ozlimlerinin r— « igin sifira giderek (3.3) sinir
sartini otomatik olarak sagladiklari goérilmektedir.

v hacmi igerisinde bir P noktasindaki hiz potansiyelini bulmak igin ylizey Uzerindeki kaynak
ve duble giddetlerinin belirlenmesi gereklidir. Ancak (3.13 veya 13a) denklemi genel bir
denklem olup, bir tek kaynak ve duble kombinasyonunu ifade etmez. Ozel bir problem igin

UCK 419 Hesaplamali Aerodinamik ders notlari M.A. Yikselen

3-5



3- Sikistirilamaz potansiyel akim denklemlerinin genel ¢cézimu

problemin fizigine bagh olarak gerekli kaynak ve duble dagiliminin (3.2) sinir sarti vasitasiyla
belirlenmesi gerekir.

Ornegin 6zel olarak Sg ylizeyi boyunca

oD, oD

on on
alinabilir. Boylece S; lizerindeki kaynak terimi yok olur ve sadece duble dagilimi kalir.
Veya Sg lizerindeki potansiyel

D, =0

seklinde tanimlanabilir, ki bu durumda da Sg lGzerinde duble yok olur ve problem sadece bir
kaynak dagilimi ile temsil edilir.

Iki Boyutlu Hal:

iki-boyutlu halde kaynak fonksiyonu ® = /nr olup (3.5) ile gésterilen iki fonksiyon
®,=Inr, O,=0 (3.14)

sekline gelir. Ayrica P noktasi bu defa ¢ yarigapli bir daire ile izole edilir. Bu durumda (3.6b)
denklemindeki ylzey integralleri gizgisel integrallere dénisur ve daire etrafinda integral
alinarak (3.6b) denklemi

- | (1nr-%£—(b-ij-dS+“1nr-Vd)—d)-V(lnr)]-ﬁ-dSzo (3.15)
v r S

¢ dairesi

sekline gelir. Ug boyutlu halde kiire yiizey alaninin 4z ¢? olmasina karsilik iki-boyutlu halde
daire gevre uzunlugu 2z¢ oldugundan Ug-boyutlu haldeki (3.7) denklemi de

(D(P):—i“lnr-vtb—d)-V(lnr)]-ﬁ-dS (3.16)
S

seklini alir. P noktasinin Sg siniri lizerinde olmasi halinde integrasyon ¢ yarigaph bir yarim
daire Uizerinde alinacagindan (3.16) denklemi

<D(P)=—éj[lnr-V(b—d)-V(lnr)]-ﬁ-dS (3.16a)
S

veya Sg sinirinin igerisinde potansiyeli @; ile belirtilen bir i¢ akim olmasi halinde

oz—ij[lnr-vq>,.—@i.v(lnr)].ﬁ-ds (3.16b)
27
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3- Sikistirilamaz potansiyel akim denklemlerinin genel ¢cézimu

olur. Sonsuzdaki sinir boyunca integral dederi ®, olmak Uzere ve yine kaynak ve duble
tanimlari kullanilarak (3.13a) denkleminin iki-boyutlu halde karsilidi olan bir denklem

0

on

(Inr)-ds +®_(P) (3.17)

1 0 1
O(P)=— dnr—pw-—(Inr)|-dS —— | n-
(P) 2ns[[" nr—p an(nr)} ZnS{ n

seklinde elde edilir.

3.3 Cozumiin Metodolojisi:

(3.13) denklemi cercevesinde (iki-boyutlu halde (3.17) denklemi) sikistirilamaz potansiyel
akim problemlerinin ¢6zimine genel bir yaklasim ortaya koymak mumklndir. Yukaridaki en
6nemli gozlem Laplace denkleminin ¢bzimdinin sinirlar lzerinde (Sg, Sw) yayili elemanter
coztimlerle (kaynak ve dubleler) elde edilebilecedi yénindedir. Bu elemanter ¢éziimler, r—
da sifira giden hiz alanlar nedeniyle (3.3) sinir sartini otomatik olarak gergeklemektedir.
Ancak r=0 icin hiz alani tekillik goésterdijinden bu elemanlara “tekil ¢ézim” adi da
verilmektedir.

Genel ¢b6zim elemanter ¢ozimlerin, bizzat Uzerinde bulunduklan vylzeyler boyunca
integrasyonlarini gerektirmektedir.

Boylece bir akiskanlar dinamigi problemi, bilinen sinirlar boyunca uygun tekillik dagilimlarinin
(3.2) sinir sartl saglanacak bigimde bulunmasi problemine indirgenmistir. Bu formulasyonun
esas avantaji nimerik yodntemlere dogrudan uygulanabilmesidir. Sinirlarda potansiyel
fonksiyonunun belirtilmesi halinde matematiksel problem “Dirichlet problemi” olarak
anilmakta olup (Kellog[1.3], sayfa 286) gogu nlimerik ¢ézimde kullaniimaktadir.

Cozime fiziksel bakimdan daha dolaysiz bir yaklasim, sinir sartinin kati cidarlar boyunca
ylizeye dik hiz bileseninin sifir olmasi seklinde uygulanmasidir. Bu durumda problem
“Neumann problemi” (Kellog[1.3], sayfa 286) olarak bilinir ve hiz alanina gecmek igin potansiyel
fonksiyonu tlretilerek

1 1 1 o (1
V(D:_E:[-J.O-.V( j.dS.f% j-[ /,1-V|:a—n[;j:|-dS+V(Dw (3.18)

r Sp+Sy

badintisi elde edilir. Yine bu ifadedeki o/on tlrevi dublenin, B6lim 3.5 de go6sterilecek olan
yonunu belirtmektedir. Bu denklemin (3.2) sinir sartinda kullanilmasi suretiyle bilinmeyen
tekillik dagiliminin analitik veya nimerik ¢6zim igin gerekli denklem elde edilir.

Verilen sinir sartlari icin yukaridaki ¢ozim teknigi tek (unique) olmayip, codu problem bir tek
tirde tekillik kullanarak veya iki tip tekilligin lineer kombinasyonlar alinarak ¢ézllebilir. Bu
bakimdan cogu halde ilave sartlara ihtiyag vardir (6rnegin kanatlarin keskin firar kenarindaki
Kutta sarti gibi). Ayrica sinir sartlarinin akim alaninin cgesitli bélgelerinde karisik kullanimi
olabilir (6rnegin, bir sinirda Neumann tipi, digerinde Dirichlet tipi gibi).

Co6zimin bu genel metodolojisine gecmeden dnce izleyen paragraflarda elemanter ¢cézimler
incelenecektir.
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3.4 Temel C6ziim - Noktasal Kaynak:

(3.13) denkleminde gecen iki temel ¢gdziimden birisi kaynak/kuyu ¢ozimdidur. Sekil 3.3a ‘da
go6ruldtugu gibi bir kiresel koordinat sisteminin baslangic noktasinda yer alan o siddetindeki
bir noktasal kaynak igin potansiyel fonksiyonu

(o}

O =- 3.19
4nr ( )
seklindedir. V operatérinin kiresel koordinatlarda
vfs 0 510 5 1 0 (1.39)
or r 06 rsin@ Og

ile verilen sekli burada kullanilarak, sadece radyal dogrultudaki bilesenden ibaret olan hiz
alani

/
N 1 ” Akim
cizgileri

(b)

Sekil 3.3: Noktasal kaynak

V:_gv(l]:ge_;:g% (3.20)
4n \r) 4nr° 4nr
veya
oD c
Vv v,V |=|—,0,0|=|—,0,0 3.21
(v v05m) (5r j(mz ) (3.21)

seklinde elde edilir. Sekil 3.3b ‘de de gorildigu gibi radyal hiz 1/r2 ile orantili olup r=0 ‘da
tekillik gdéstermektedir. Baslangic noktasinda yer alan o siddetindeki kaynak elemani
nedeniyle r yaricapli kiresel ylzeyden gecen hacimsel debi

v, -4mr’ =(462j-4nr2 =c
e
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3- Sikistirilamaz potansiyel akim denklemlerinin genel ¢cézimu

olur. Buna gore pozitif bir o degeri kaynaktan gikan hacimsel debi, negatif bir o ise kuyudan
kaybolan hacimsel debi anlamina gelmektedir. Kaynaktan akiskan c¢ikmasi (veya kuyudan
kaybolmasi) sureklilik denklemini ihlal etmekte olup, bu noktanin ¢dézim bdélgesi disinda
tutulmasi gerekmektedir.

Sayet noktasal kaynak/kuyu baslangic noktasinda dedil de baska bir r, noktasinda bulunursa
potansiyel ve hiz sirasiyla

o= T (3.22)
47Z|r—r0|
Vzgr;r% (3.23)
4in |”_;70

olur. Bu denklemlerin kartezyen formu, 7, =7,(x, , v, , z,) olmak lizere, potansiyel igin

o

(D(x,y,z)z— (3.24)
i \/(x_xo)2 +(r=y9) +(z-2)’
ve hiz bilesenleri icin
oD o (x—x)
ule,p.z)= 22— (3.25a)
( Z) x4z [(x_xo)z +()")’0)2 +(Z_ZO)2]3/2
oD o (y—y,)
y.z)=— = (3.25b)
V(x g Z) Y dx [(x—x0)2 +(y_)’0)2 +(Z_ZO)2]3/2
oD o(z—2z,)
w(x,y.z) =22 - (3.25¢)
( Z) Z 4z [(x—xo)z+(y—y0)2+(Z—Zo)2]]/2
seklindedir.

Noktasal kaynak/kuyu elemani, panel yéntemlerini kurmak Uzere bir / gizgisi veya S ylizeyi
boyunca veya bir v hacmi icerisinde integre edilebilir:

O(x,y.2) =~ o (%2 y.2) di (3.26)
Y79 =3, + (=, +(z—2,)’

_L“‘ U(xo » Vo aZ()) ds (3.27)
4m s \/(x_x0)2 +(y—y0)2+(z—20)2

O(x,y,z)=

f(xo ’y”’j()) 4 (3.28)
+(y=y) +(z-2z)

q)(x’y’z):_%wﬂx—x )

UCK 419 Hesaplamali Aerodinamik ders notlari M.A. Yikselen

3-9



3- Sikistirilamaz potansiyel akim denklemlerinin genel ¢cézimu 3-10

Bu badintilardaki o buyuklikleri birim uzunluk, birim alan veya birim hacim basina
kaynak/kuyu siddetini belirtmektedir. Bu dadilimlarin indikledikleri hiz bilesenleri de
potansiyelin

(,v,w)=

w o o
ooy oz

seklinde tirevi alinarak elde edilebilir.

3.5 Temel Céziim - Noktasal Duble:

(3.13) denklemindeki ikinci temel ¢6ziim

(D:L,W(i) (3.29)

4mr r

seklindeki noktasal dubledir. Dikkatli bir inceleme yapilirsa

0 P
) duble = a (q) kaynak ) \‘\\

oldugu gorulebilir. Yani duble elemani kaynak
elemanindan elde edilebilir. Bu amacla baslangig
noktasinda yer alan o siddetindeki bir noktasal

kuyu ile [ konumunda yer alan ayni siddetteki bir
noktasal kaynadi g6z 6nine alalim (Sekil 3.4) Bu
iki elemanin bir P noktasinda yarattigi potansiyel

Icos9

p=-2| L__ L (3.30)

- Baslangi¢
olur. Simdi kaynakla kuyu [/ — 0 olacak sekilde noktasinda kuyu
birbirine yaklastirilirken /o =p = Sbh olacak sekilde

c— o vyapilarak limit alinirsa  potansiyel Sekil 3.4: Kaynak ve kuyu kombinasyonu
fonksiyonu

olur.  mesafesi sifira yaklasirken
Fl|F-T| -

|
‘F—f‘—|?| — [cos 9
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3- Sikistirilamaz potansiyel akim denklemlerinin genel ¢cézimu

olacagindan potansiyel fonksiyonu sonucta

M1 cosd

O = 5

(3.31)

Cdr
sekline gelir. Buradaki $ agisi kuyudan kaynaga dogru yénelmis olan ¢, birim vektéri (duble

ekseni) ile 7 vektéri arasindaki agidir. g=u-¢; seklinde vektdrel bir duble siddeti
tanimlanarak bu son badinti

pnr

D=- (3.32)

4nr’

seklinde de yazilabilir. Bu duble elemaninin ¢, dogrultusunun 7 dogrultusu ile ayni olmasi
halinde (3.13) denklemindeki ikinci terim ile esdeder oldugu belirtilmelidir. Buna gore

e r 1 0
d=—"1"_=-5,V|- =——|d 3.33
47’ ! ( 4 VJ 6n( k“y”“k) ( )

olur.

Ornegin, baslangic noktasinda yer alan ve siddeti (u, 0, 0) vektériyle belirtilen dublenin
ekseni x ekseniyle gakisik (¢, =e,_ ve $=0) olup, kiiresel koordinatlarda potansiyeli

U cost
B 2

®(r,0,0)- (3.34)

drr

olur. Ayrica herhangi bir dodrultuda yo6nlenmis u siddetindeki duble, kartezyen
koordinatlarda eksenler dogrultusunda yonlenmis olan ve sirasiyla

(,0,0) 5 (0,0,0) ; (0,0, 4)
seklinde belirtilen (¢ duble elemaninin kombinasyonu yoluyla da ifade edilebilir.
Bu U¢ dublenin herbiri icin (3.32) denklemi kullanilarak veya (3.29) denkleminde 6/0n eksen

dogrultusunda tlirev olmak Uzere alinarak cesitli elemanlar tiretilebilir. (xp,y0,20) baslangic
noktasinda yer alan bu gibi dubleler igin hiz potansiyeli

O, y,z) =Ly L= L Cf T (3.35)
4 |r—r0| 4 On |r—r0|
o/on turevi x, y, z dogrultularinda alinarak
0/0x
1

(3.36)

o(x,y,z) =~ | 0/ - 2 -
| 5o @ =2 + (= 2)" +(z—2,)
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3- Sikistirilamaz potansiyel akim denklemlerinin genel ¢cézimu

elde edilir. Bu baginti gostermektedir ki duble elemani radyal bir simetriye sahip olmayip
dogrultusal 6zellige sahiptir. Bu yluzden, kartezyen koordinatlarda Uic eleman, herbiri x, y ve
z dogrultularinda yonlenecek bicimde tanimlanir (Ornedin Sekil 3.5 de x dogrultusunda
yonlenmis eleman goérilmektedir). (3.36) denkleminden x dogrultusunda tirev alinarak hiz
potansiyeli igin

X=X,

®(x,y,z)= - ~ (3.37)
in [(x_xo)z +(y—y0)2+(z—zo)2]j
elde edilir. Benzeri bicimde y ve z dogrultusundaki ttrevlerden de
Y-y
(I)(x:yaz):_4i [ 2 (; 2'3/2 (3'38)
d (x=x)" +(y—yy)" +(z—24)" |
zZ—Z
Dr.y.2) =7 ’ 7 (3.39)
Tlx=x0)"+(r=yy) +(z2—2y)"]
bulunur. A 2
x dogrultusundaki noktasal dublenin (Sekil 3.5) kuresel
koordinatlardaki hiz bilesenleri y
0®  ucosé
== 3.40
9= = 5 (3.40)
u
10D usind
i 3.41
=700 27 (3:41) g
q, = ] ail)=0 (3.42)
rsiné op

Sekil 3.5: x dogrultusundaki dublenin
. - .. akim cizgileri
seklinde hesaplanabilir. Bu duble igin kartezyen ¢

koordinatlardaki hiz bilesenleri de (3.37) badintisindan
tirev alinarak

u:_% (y_y()z) +(Z_Z(J2) _Z(X_‘)Zog/z (343)

[(r=x,)? + (=3, +(z=2,)’]

v=3_/u (x—xo)(y—yo) — (344)
17 [(x=x)) +(r=yy) +(z—2,)’]

v=3—’u (x—=xy)(z—2zy) (3.45)

17 [(x=x,)? + (=) +(z=2)° [

seklinde bulunur.
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3- Sikistirilamaz potansiyel akim denklemlerinin genel ¢cézimu

Yine panel yéntemleri kurgulama igin bu noktasal duble bir ¢izgi, bir ylzey veya bir hacim
Uzerinde integre edilebilir:

(I)(x,y,z)z—i ,U(me’o:Zo)(x_xo)dl (3.46)

17 =) + =) + (=20 ]

CD(x,y,z): _L ,u(xo,yo,zo)(x—xo)dS — (3.46)
175 [ x,) + (= 3,) + (2 - 2,)° ]

1 wxy, v,z Kx—x,)dV
cp(x,y,z):_4_m (2 0270 0)(2 o) — (3.46)
T )+ ) 2]
3.6 Temel Coziim - Polinomlar:
Laplace denklemi ikinci dereceden bir diferansiyel denklem oldugundan,
O =A4x+By+Cz (3.49)

seklindeki lineer bir konum fonksiyonu da bu denklemin bir ¢c6zim olabilir. Bu akim igin hiz
alani da

Ly 0

oD
;v =—=

B=V = =
oz

= > cC=w
oy

0

;oW (3.50)

seklindedir. Burada U.., V., W, sirasiyla x, y ve z dogrultusundaki sabit hiz bilesenleridir.
Buna gore x dogrultusunda sabit hizli bir akim igin potansiyel fonksiyonu

O=U_x (3.51)
seklindedir. Herhangi bir dogrultudaki akim icin bu baginti

O=U_x+V y+W,z (3.52)

seklinde genellestirilebilir. Benzeri sekilde polinomik ¢éziimler disinilebilir. Ornedin A, B, C
sabitler olmak Uzere

® = Ax’ + By’ + CZ? (3.53)
seklinde ikinci-dereceden bir polinom dikkate alinirsa, sireklilik denkleminin saglanmasi igin
VO=A4+B+C=0 (3.54)

olmahdir. Bu kosulu sadlayacak gok gesitli kombinasyonlar bulunabilir. Bununla birlikte
sabitlerden birinin sifir olmasi (6rnedin B=0) halinde ilging bir akim elde edilir. Bu durumda
potansiyel fonksiyonu

A=-C > ®=Ax?—z?) (3.54)
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ve x-z duzlemindeki bu akim igin hiz bilesenleri

u=2A4x, v=_0, u=-2A4z (3.54)

seklinde bulunur. Akimi goérintilemek igin (1.6a) akim gizgisi denkleminde hiz bilesenleri
yerlestirilerek ve integre edilerek

ﬂ_% dx _ dz
u w 2Ax 24z
xy=sb=D (3.56) z A

¢6zUmU elde edilir. D=1,2,3,... gibi gesitli sabit
degerler icin elde edilen akim cizgileri Sekil 3.6
da goérilmektedir.

x-y dizleminin érnedin sadece sag st D
ceyredindeki ¢6zim alinirsa bir dikey kose
icindeki potansiyel akim, sadece st vyarisi
alinirsa diz duvara dodgru gelen akimdaki durma
noktasi ¢ézimu elde edilir. C6zimde x=z=0 igin
u=w=0 olup eksen takiminin baslangi¢c noktasi
durma noktasi, eksenler de durma akim
cizgileridir.

v

O
(LI T [ TR T
<

TR TR
IR SN
Lo

i anw

Sekil 3.6: xy=sb ile tanimlanan akim gizgileri

3.7 Temel ¢oziimlerin iki-boyutlu halleri:

Kaynak:

Ug-boyutlu halde bir kaynak elemaninin sadece radyal dogrultularda hiz bileseni oldugu
goruldi. Bu nedenle iki-boyutlu halde de r-0 koordinat sisteminde tedetsel hiz bileseni g,=0
dir. Akimin gevrisiz (irrotasyonel) olmasi sarti

®, = —i{i(rqg)—i(qr )} =9 (g)=0

r|or o0 00

verir. Buna gore r-dogrultusundaki hiz bileseni sadece r ‘nin fonksiyonu olmaldir: ¢, = q,(r).
Bu radyal hiz bileseni ayrica (1.35) sureklilik denklemini saglamaldir.

V-V:@+£:ii(rvr):0
dr r rdr

Bu baginti da rv, =sb olacagini géstermektedir. Birim derinlikte ve r yaricaplh daire gcemberi
Uzerinden gecgen hacimsal debi o olmak Uzere buradaki sabitin degeri rv, =sb= ¢/2z olur.

Boylece baslangic noktasinda yer alan kaynada ait hiz bilesenleri igin

or 2mr
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3- Sikistirilamaz potansiyel akim denklemlerinin genel ¢cézimu

10D

=——n=0 3.58
0 (3.58)

ve bu iki baginti integre edilerek hiz potansiyeli igin

o= inr+C (3.59)
27

elde edilir. Buradaki C sabitinin dederi sifir alinabilir.
Kaynadin siddeti, kaynak tarafindan sokulan akiyi temsil eden o buyutklagidir. Bu husus, R

yaricaph bir daire gemberini gegen aki dikkate alinarak gdsterilebilir. Daire g¢emberi
Uzerindeki hiz (3.57) denklemine goére o/27r olup, aki icin de

v 2R = % nR=c
2nR

elde edilir.
Boylece akim hizi, Ug-boyutlu halde oldugu gibi sadece radyal dogrultudadir ve kaynak
merkezinden olan uzakhkla 1/r ile orantili olarak azalir. r=0 da hiz sonsuz olup, bu tekil

nokta ¢6zim bdlgesinin disinda tutulmahdir.

Kartezyen koordinatlarda (xg,yo) noktasinda yer alan bir kaynak icin yukaridaki bagintilar

@(e.y) =T, ) +(v=r,)’ (3.60)
_ngi X=X

R o ¥ S S, G.en

W)= 2o Y=Y (3.62)

» 27 (x-x,) +(-y,)
seklinde elde edilebilir.

Iki-boyutlu halde hiz bilesenleri akim fonksiyonunun tiirevi alinarak da bulunabilir. Baslangi¢
noktasinda yer alan kaynak icin (2.80a,b) bagintilarindan

v, ) (3.63)
or

y —1H_ o (3.64)
r 00 2nr

yazilabilir. Bu badintilar integre edilerek ve yine integral sabiti sifir alinarak akim fonksiyonu
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v-99¢ (3.65)
2

seklinde elde edilir.
iki boyutlu kaynak icin (3.65) bagintisindan elde edilen akim cizgileri ve (3.59) badintisindan

elde edilen potansiyel cizgileri G¢-boyutlu haldekinin benzeri olup bicimsel olarak Sekil 3.3a
da gdsterilmistir.

Duble:
Sekil 3.7 de gobsterilen iki-boyutlu duble, ayni Akim
siddetteki bir kaynak ile bir kuyu, aralarindaki uzaklik cizgileri
ile siddetleri garpimi sabit kalacak bicimde birbirlerine
yaklastirilarak elde edilebilir. Ug-boyutlu duble halinde PN
(3.32) badintisi ile verilen potansiyel fonksiyonu iki- \\{ N }//
boyutlu duble igin Q INVA /4{
q>=_4” . (3.66) AN \,\\
Tr \ /
[ \t//l \
sekline gelir. Bu badinti iki-boyutlu kaynaga ait

yukarida bulunan potansiyel fonksiyonu (3.33)
bagintisinda yerlestirilip

5 Sekil 3.7: iki-boyutlu duble
o(r)=-—ZInr (3.67)
on 2

buradaki kaynak siddeti yerine x duble siddeti yazilarak dogrudan da elde edilebilir.

Ornek olarak n vektérii x dogrultusunda segilerek, ,Zz:(,u,O), baslangic noktasindaki duble
icin (3.66) bagintisi

M cosf

(D(r,é?)z—— (3.68)

2 r

sekline gelir. Hiz alani da bu badintidan tutrevler alinarak

00 pucosd
= = 3.69
9= =5 (3.69)

10D pusind

-7 3.70
s r 06 27[1/’2 ( )

seklinde bulunabilir. (xg,¥0) Baslangic noktasindaki bu duble igin kartezyen koordinatlardaki
bagintilar

d(x,z)= -+ * % 3.71
S S M S [y G710
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n ex) oz) 572
27 Jx—x, +(z =2, [
w=" Z(X_zx”)(Z_ZO) ! (3.73)
(=, + (-2, ]
seklindedir.

Bu duble elemanina ait akim fonksiyonunu cikartmak igin yukaridaki hiz bilesenleri akim
fonksiyonunun tlirevlerine esitlenerek

oY pusinB
- _ 3.74
0 or  2mr’ ( )

10¥Y 0
v, == B8 (3.75)

r oo 2nr
ve bu denklemler integral sabiti sifir secilip integre edilerek
pusin@
¥(r,0)= (3.76)
2mr

elde edilir.

zi=(0,4), seklindeki bir duble igin benzeri badintilar (3.66) veya (3.67) bagintilarindan
hareketle gikartilabilir.

3.8 Temel C6ziim - Girdap:

(3.13) ve (3.17) denklemleriyle gosterildigi gibi Laplace denkleminin temel ¢éziimleri sadece
kaynak ve duble dadilimlarn icermektedir. Ancak, B6lim 3.6 da ifade edildigi gibi Laplace
denkleminin baska ¢ézimleri mimkin olup ve Bélim 2.10 da izah edilen girdap akimlarina
dayanmaktadir (Ug-boyutlu hiz alani Bélim 2.11 de Biot-Savart kanunu ile verilmistir).

Burada, Sekil 3.8a da gosterildigi z
gibi sadece tedetsel hiz bileseni
bulunan ve bu hizi iki-boyutlu

kaynadgin radyal hizina benzer Qo
sekilde merkezden uzaklastikca qo=-I/27r
azalan (yani 1/r ile dedisen) bir
noktasal girdap elemanina ait
potansiyel fonksiyonu elde
edilecektir.
0 r
V., = " Akim
(@ cizgileri ®)
vezve(r,G)

Sekil 3.8: Noktasal girdap
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Bu hiz bilesenleri (1.35) sureklilik denkleminde kullanilarak
Vo :ve(r)

ve irrotasyonel akim igin girdaphlik bagintisinda kullanilarak

0, =2 Zm)- 5 () |=Zm) =0

r
bulunur. Bu esitlik r ye gére integre edilerek
vy =sb=4

elde edilir. Goruldigu gibi hizin siddeti kaynak halindeki radyal hizda oldugu gibi 1/r ile
degismektedir. Buradaki A sabitinin dederi, sirkilasyonun tanimi icin verilen (2.36) badintisi
yardimiyla hesaplanabilir.

F:(jSV~df= iv9~rd6:—2nA
2n

I sirkulasyonu sag-el kuralina gore saat ibreleri yoninde pozitif isaretli kabul edilmektedir.
Bu nedenle Sekil 3.8 deki x-z dizleminde cizgisel integral ¢ nin artis yénine zit ydnde
hesaplanmistir. Sonug olarak A sabitinin degeri

A=-L
27
ve hiz alani
v, =0 (3.77)
T
Vo =——— (3.78)
2nr

Beklendigi gibi tedetsel hizlar Sekil 3.8b de gosterildigi gibi 1/r ile oranti olarak
azalmaktadir.

Baslangic noktasindaki girdap elemani igin hiz potansiyeli de (3.77) ve (3.78) denklemlerini
integrasyonuyla elde edilir:

cD:jve-rde+C:—£e+C (3.79)
271

Burada C keyfi bir sabit olup dederi sifir alinabilir. (3.79) denklemi g6stermektedir ki girdap
elemaninin hiz potansiyeli gok-dederlidir, ve dederi girdap noktasi etrafinda kag tur atildigina
baglidir.
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qg-dl Buyukligu bir girdap etrafinda girdap merkezini icine alan bir kapali egri boyunca
integre edilirse sirkilasyonun sonlu blylklikte oldugu gorulir. Girdaplihk girdap merkezinde
sifir alana sahip bir noktada yodgunlasmistir. Bu noktay! igine almayan herhangi bir kapali
edri boyunca alinan integrasyonun sonucu sifirdir (Bolim 2.10 da ve Sekil 2.11a da
gosterildigi gibi). Dolayisiyla girdap Laplace denkleminin bir ¢6zimidir ve girdap akimi
girdap merkezi harig irrotasyonel bir akimdir.

Kartezyen koordinatlarda (xg,y¢) baslangic noktasinda yer alan bir girdabin potansiyeli ve hiz
bilesenleri

O(x,z) = — o tan~ 2220 (3.80)
2r X=X,
r zZ—2z,
- 3.81
2 G ) Bon
e X%, (3.82)

seklindedir.

(x-z) eksen takiminda baslangi¢ noktasinda yer alan iki-boyutlu girdabin akim fonksiyonunu
elde etmek igin hiz bilesenleri akim fonksiyonunun tirevlerine esitlenerek

¥ T

Vg =——=—— (3.83)
’ or 2nr
10Y
v =="—=0 (3.84)
r 00
ve bu ifadeler integral sabiti sifir olmak Uzere integre edilerek
v =Llnr (3.85)
2r
bulunur. Akim cizgileri Sekil 3.8 de bigimsel olarak gdsterilmigtir.
3.9 Siiperpozisyon ilkesi:
Sayet @;, @,,..., O, lineer bir denklem olan (3.1) Laplace denkleminin ¢éztmleri ise
=)@, (3.86)
k=1

fonksiyonu da ayni bdlge icinde Laplace denkleminin bir ¢ézimudur. Burada ¢;, C5,..., ¢, keyfi
sabitler olup;
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Vo= ¢, VD, =0

k=1

dir. Bu husus Laplace denkleminin gok 6nemli bir 6zelligidir. Zira, bir takimi elemanter
¢6zUmler elde ettikten sonra, verilen sinir kosullarinin saglanmasi problemi, bu elemanter
cozimlerin  dogru kombinasyonlarinin  cebirsel olarak arastiriilmasi  problemine
indirgenmektedir.

3.10 Kaynakla serbest akimin 5 P(x,2)
sliperpozisyonu - Rankine ovali
Slperpozisyon ilkesinin kullanimina ilk 6rnek Ua . _

, e AV - _— c 0,
olarak Sekil 3.9 da gosterildigi gibi x ekseni W
Uzerinde x=-x, noktasinda vyer alan o X
siddetindeki bir kaynak, x=x, noktasinda yer -Xo Xo
alan -o siddetindeki bir kuyu ve x ekseni
dogrultusunda akmakta olan U, hizindaki Sekil 3.9: Serbest akimla kaynak ve kuyunun
serbest akimin slperpozisyonunu goéz o6nline siiperpozisyonu
alalim. Bu akim icin hiz potansiyeli

®(x,2)=U, x+—Inr, - —1Inr, (3.87)

2r 2r

seklindedir. Burada r, =/(x+x,)’ +2z°, r, ={(x—x,)’ +z? dir. Akim fonksiyonu da

P(x,z)=U,x+—0, -0, (3.88)
V4 2

seklinde yazilabilir. Burada da

! ve 6,=tan”’

0, =tan”
X+ X, X—Xx,

dir. Bu buyuklikler kullanilarak hiz potansiyeli ve akim fonksiyonu ifadeleri

d)(x,z)zUocx+iln (x+x0)2 +22-Zn (x—xo)2 +27 (3.87a)
2r 2r

c., ., z o, _
‘P(x,z)zUocx+—tan ! ~—tan”’
2 x+x, 2x X=X,

(3.88a)

sekline gelir. Hiz alani potansiyel veya akim fonksiyonundan tiirev alinarak elde edilebilir:

0@ ;L o0 XtX, o X=X (3.89)

u—a ” 27T(x+x0)2+z2 27T(x—x0)2+22
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W:—:—————2 P (3'90)

x eksenine gbére simetriden dolayr durma noktalari x ekseni Uzerinde kaynak ve kuyu
konumlarina gére daha dis konumlarda, 6rnedin x =+a noktalarindadir. Bu noktalarda w hiz
bileseni de otomatik olarak sifirdir. Hizin u bileseni sifira esitlenerek bu a uzakhgi bulunabilir:

1 1
ran)-v, 4Ll o 1y o %
2rta+x, 2m*ta-x, 7 \a® —x,
ox, 5
a= + X 3.91
U 0 ( )

o0

Durma akim cizgisi Uzerinde akim fonksiyonunun dederi, (3.88) denklemi soldaki durma
noktasinda (6;=6,=r ve z=0) dederlendirilerek ¥=0 olmak Uzere elde edilebilir. Bu dederin
sagdaki durma noktasinda da (6;=6>=0 ve z=0) ayni oldugu gosterilebilir. Boylece durma
akim gizgisinin denklemi

P(x,z)=U,x+—tan" ~Ztan' 2=y (3.92)
2 xX+x, 2rm X=X,

olur. Durma akim cizgisi kapali bir oval seklini de icermekte olup bu egri literattirde Rankine
ovali olarak adlandiriimaktadir (W.J.M. Rankine ondokuzuncu yilizyilda yasamis bir Iskog
muhendistir). Bu akima ait akim cizgileri, durma akim cizgileri de dahil olmak Ulzere Sekil
3.10a da, Rankine ovali Gzerindeki hiz dagilimi ise Sekil 3.10b de g6sterilmistir.

,/—Z_IL\
/X

I-Q—-—-i-
Xo

T | T T T

Thickness ratio = 0.5

04 05 06 07 08 09 10

x/2a
a) Akim cizgileri b) Oval tizerinde hiz dagilimi
Sekil 3.10: Rankine ovali etrafindaki akim
Sonug olarak serbest akim-kaynak-kuyu akimi 2a uzunlugundaki bir Rankine ovali
etrafindaki akimi modellemektedir. Bu uygulama igin ovalin igindeki akim gizgilerinin fiziksel

bir 6nemi yoktur. Parametrelerin dederleri dedistirilerek farkli ovaller icin ¢ézimler elde
edilebilir.
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3.11 Duble ile serbest akimin siiperpozisyonu — Dairesel silindir etrafinda akim

Serbest akim igin kartezyen koordinatlarda (3.51) ile verilen hiz potansiyelini silindirik
koordinatlarda (x =rcos6d) dikkate alip, bu akimi x eksenine zit yénde ydnlendirilmis bir
duble [z = (-u, 0)] ile stiperpoze edelim. Sekil 3.11 de gésterilen bu akima ait hiz potansiyeli

®=U@rcosﬁ+icosg
Tor

(3.93)

seklinde yazilabilir. Bu bagintidan turev alinarak hiz alani igin

oo 1) u

v=—7=U— cosO 3.94 ”

" or ( ZTU'ZJ ( ) >
R — —H

10D 0 .

Vo :;E - _(UOO + 27’El’2 jSlne (3'95) Sekil 3.11: Uniform akimla dublenin

sliperpozisyonu
elde edilir.

Bu akim bir dnceki paragrafta incelenen Rankine ovalinin 6zel bir hali olarak dikkate alinirsa,
kaynakla kuyu birbirine yaklastirildigi taktirde limit halde ovalin bir daireye yaklasacadi
beklenir.

(3.94) bagintisindan goéruldagi gibi bitin @ agilarinda, r=./u/ 27U, igin q,=0 olup, dairenin
yaricapi r=R olarak alinirsa dublenin siddeti

wu=U_27R’ (3.96)

olarak elde edilir. Bu deder (3.93-95) badintilarinda kullanilarak

RZ
o=U, cosé?[r+—} (3.97)
r
RZ
v =U, cose[r——zj (3.98)
r
RZ
ve =-U, sin@(r+—2J (3.99)
r

bulunur. Akim fonksiyonu icin serbest akimla dubleye ait akim fonksiyonlar sliperpoze
edilerek

sin @

‘I’zUwrsinH—i
2 r

(3.100)
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elde edilir. (3.99) bagintisinda g,=0 konularak durma noktalar =0 ve =7 olmak Uzere elde
edilir. (3.100) denkleminde durma noktalar icin bulunan @ dederi kullanilarak durma akim
cizgisi Uzerinde ¥=0 elde edilir. Bu baginti g(R,8)=0 kosulu ile esdeder olup dublenin siddeti
yine (3.96) badintisindaki gibi elde edilebilir. Duble siddeti kullanilarak (3.100) badintisi da

r

RZ
‘P:Uwrsiné?[r——J (3.101)

sekline gelir. Bu badinti R yaricaplh daire etrafindaki akimin akim gizgilerini tanimlar (Sekil
3.12). Bu akim cizgileri (3.97) badintisiyla elde edilen potansiyel cizgilerine diktir.

ra r

Dairesel silindir etrafindaki basin¢g dagilimini
elde etmek icin hiz bilesenleri r=R de
hesaplanarak

v =0 vy =—2U_ sin 0 (3.102)

r

ve Bernoulli denkleminden

P +BUi = p+BVg Sekil 3.12: Daire etrafinda akim gizgileri

2 2
yazilarak ve nihayet g, nin r=R deki dederi kullanilarak
1 2 s 2
p—pw+5pr(]—4s1n 0) (3.103)
veya basing katsayilari igin

P~ Ps .2
C = =]—4sin” @ (3.104)
P vpU?

elde edilir. Buradan kolaylikla gértlmektedir ki =0 ve 6=r icin (ki bu noktalarda g=0 dir)
C,=1 dir. Maksimum hizlar silindirin en Ust ve en alt noktalarinda (6=7/2 ve 6=37/2)
olusmakta olup bu noktalarda basing katsayisinin degeri -3 tur.

Silindire etkiyen akiskan kuvvetlerini elde etmek igin yukaridaki basing dagiliminin integre
edilmesi gerekir. Birim aciklik basina z dogrultusunda etkiyen kuvvet L tasima kuvveti ve x
dogrultusunda etkiyen kuvvet de D sirikleme kuvvetidir. Ylzeyin (Rd6) uzunlugundaki bir
elemani Gzerindeki basing kuvvetinin bilesenleri integre edilerek

2r 2r 2r
L:—Ideﬁsinez—I(p—pw)Rdﬁsinﬁz—épUi [(1-4sin’ 6)Rsin6 d6 =0 (3.105)

0 0 0

27 27 ] 2r
Dz—IdeHcosﬁz—I(p—pw)Rdﬂcosﬁz—EpUi [(1-4sin? 0)rcos 0 d0 =0 (3.106)

0 0 0
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bulunur. Buradaki hesaplar sirasinda basing yerine p-p., alinmis olup sabit bir p, basincinin
kapali bir edri boyunca integrali sifir oldugundan bu sonucu etkilememistir.

Bu potansiyel akim hesabinin gok ilging bir sonucu 6n ve arka kisimlar arasindaki simetri
nedeniyle basing yuklerinin birbirini yok etmesidir. Gergekte durum farkl olup Sekil 3.13 de
goéruldtgu gibi akim ylzeyden ayrilir ve silindirin arka kisminda ylzeyi izlemez. Bu gergek
akim halindeki basing dadilimi (3.104) badintisinin sonuglariyla birlikte Sekil 3.14 de
sunulmustur. Buna gére, silindirin, akimin yapisik oldugu 6n kisminda basinglar bu modelle
iyi tahmin edilebilmektedir. Buna karsilik silindirin gerisinde, akim ayrilmasi nedeniyle basing
dagilimi farkhdir.

Bu 6rnekte alt ve Ust taraftaki akimlarin x eksenine gére simetrisi nedeniyle bir tasima
kuvveti olusmamistir. Tasima kuvveti veren bir durum akima baslangig noktasinda yer alan

Sekil 3.13: Silindir etrafindaki gergek akimin hidrojen kabarcigi teknigiyle gorinimu (Re=0.2 Milyon)

4 — i T T R g gy T
——— Equation 3.104
3 — - — Experiment at 1
Pain Re = 6.7 x 103
-} = ] -
2 / \.
-1 f 1‘.. .
’ \
(] [~ f/ TNy -1
4
1 1 1 1 1 ]
180 90 0 270 180

B (deg)

Sekil 3.14: Silindir etrafinda teorik ve deneysel (Re=0.67 Milyon) basing dagihmlari

saat ibreleri yonindeki bir girdapla asimetri sokularak olusturulabilir. Bu haldeki hiz
potansiyeli, girdap siddeti 7" olmak lzere

2
BU. cosa(HR_j_La (3.107)
7 2w
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Buradan tlrev alinarak hiz bilesenleri elde edilebilir:

RZ
v =U, cos@(r——zj (3.108)
r
2
ve=-U, sin@(r+R—2j—L (3.109)
r 2nr

Burada radyal hiz bileseninin sirkllasyonsuz haldekiyle ayni oldugu gorilmektedir.

Verilen potansiyel fonksiyonunun halen bir daire etrafindaki akimi modelledigini r=R igin
radyal hiz bileseninin sifir olmasindan anlamak mimkinddr.

Akimin durma noktalari r=R icin tedetsel hizlar
hesaplanip

. T
v, =—2U, sin® - —— (3.110) V. fﬁ
27R Y
X
bu tegetsel hiz sifira esitlenerek

V=0 —> sinf =- r (3.111) P RN
T 47RU,

\

Sekil 3.15: Silindir etrafinda sirkilasyonlu

elde edilir. & agisal konumunda yer alan bu durma akimda akim cizgileri

noktalari Sekil 3.15 de iki nokta ile gdsterilmis
olup I'<4sRU., oldugu middetge bu noktalar daire
Uzerindedir.

Tasima ve siirikleme Bernoulli denklemi yardimiyla hesaplanacaktir. Fakat, 6n ve arka
kisimlar arasindaki simetri nedeniyle bu hesaptan da sirikleme beklenmemektedir. Tagima
icin tegetsel hiz bileseni Bernoulli denkleminde kullanilarak

2z 27 pU2 P r 2
L==[(p-p.)RdOsin6=— | —”——(ZUwsin9+—) Rsin6 do
) 2 2 27R
1—~277
Pl G g ao
T 0
L=pU,T (3.112)

bulunur. Bu sonug ¢ok onemli olup, iki-boyutlu haldeki akiskan kuvvetinin dogrudan
sirkilasyon siddetiyle dogru orantil oldugunu ve serbest akima dik dogrultuda etkidigini
gostermektedir. Bu sonucun bir genellestirilmesi birbirinden bagimsiz olarak 1902 de Alman
matematikgi M.W. Kutta ve 1906 da Rus fizikgi N.E. Joukowski tarafindan yapilmistir. Bu
arastirmacilar bir tasiyicr profil veya silindirin birim aciklik basina tasima kuvvetinin
sirkilasyon siddetiyle orantili oldugunu go6zlemlemislerdir. Sonug olarak Boélim 6 da
cikartilacak olan Kutta-Joukowski teoremi sunu belirtmektedir:
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Sinirsiz bir akigkan igindeki sikistirlamaz, viskozitesiz, irrotasyonel akimda aerodinamik
kuvvet birim geniglik basina pQ./" buyukliginde olup, serbest akim dogrultusuna dik
dogrultuda etkir. (Not: Akimin x eksenine paralel olmayabilecedi dlslincesiyle serbest akim
hizi Q.. ile belirtilmistir)

Vektor gosterimi kullanilarak bu baginti
F=pQ, xI (3.113)

seklinde de yazilabilir. Buradaki F
birim acgiklik basina aerodinamik
kuvvet olup, Sekil 3.16 da
bicimsel olarak go6sterildigi gibi
vektorel garpimin verdigi
dogrultuda etkiyecektir. 7" nin
pozitif yonl sag-el kuralina gére
belirlenmektedir.

Sekil 3.16: Genellestirilmis Kutta-Joukowski teoremi

3.12 Ug-boyutlu duble ile serbest akimin siiperpozisyonu - Kiire etrafinda akim

Onceki bélimde izah edilen ydntem bir kiire etrafindaki (g-boyutlu akim hali igin
genisletilebilir. Bu akima ait hiz potansiyeli (3.51) ve (3.34) badintilari yardimiyla, serbest
akim ile x eksenine zit yondeki bir dublenin stiperpozisyonu yoluyla elde edilir.

®=U_rcosd+ Y (3.114)
ir ¥?
Bu denklemden tlrevler alinarak hiz alani da

oD

v, == =|U, —= |cos® (3.115)
or 2mr
100 .

v9=—a—=—(Uw+ uJSan (3.115)
r 00 2nr

1 0D

vy =—— (3.116)

rsin® o0¢

seklinde bulunur. Kire ylizeyi Uzerinde r=R olup, dik hiz bileseninin sifir olmasi kosulu
kullanilarak

vr=(Uw— “3]0059=0 (3.118)
2R

yazilabilir. Bu kosul ¢=n/2, 3m/2 igin ve ayrica parantez igindeki buyukliuk sifira esit
oldugunda saglanmaktadir. Ikinci durumda duble siddeti igin
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=27R°U (3.119)
u w

elde edilir. Duble siddeti yukaridaki bagintilarda kullanilarak

R3
(I):UOO COSG{V+2—2} (3120)
r
R3
v =U, cos@[l——3] (3.121)
r
R3
Vo :—UOO SIHG(I'FFJ (3.122)

Klre lGzerindeki (r=R) hiz bilesenleri
3 .
v. =0, VeZ_EUoo sin O (3.124)

olup, durma noktalari 6=0 ve 6=rn de, maksimum hiz da 6=n/2 ve 6=3rn/2 dedir. Maksimum
hiz 3U./2 olup iki-boyutlu haldekinden daha kiglktir. Bernoulli denklemi yardimiyla basing
dagilimi:

p—pwzépUi(l—gsinzﬁJ (3.124)

seklinde ve basing katsayisi da

c, =P L= _1-Zsin?0 (3.125)
Y pU?2 4

seklinde bulunur. =0 ve 6=n durma noktalarinda basing katsayisi C,=1, hizin maksimum
oldugu 6=n/2 ve 6=3n/2 noktalarinda da C,=-5/4 oldugu gorilmektedir.

Simetri nedeniyle dairesel silindirde oldugu gibi tasima ve siriikleme sifirdir. Bununla birlikte
yari kire Uzerindeki tasima (sirklilasyon olmasa bile) sifir olmayip, bu hal kara araglarinin
aerodinamigi bakimindan ilging olabilir. x ekseni kati bir cidar gibi alinarak kirenin Ust yarisi
yer Uzerindeki bir yari-kire olarak distndlebilir.

Yari-kire Uzerindeki tasima kuvveti

L=-[(p-p.)sin@singpds (3.126)

integraliyle hesaplanabilir. Kiire tizerindeki ylizey elemani dS = (R sin® d¢) Rd® olup, basing
icin bulunan (3.124) badintisi da kullanilarak integral alinirsa
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~
Il
|
—3
—
~

EpUi(]—gsinz 9) R’ sin’ @sing d6 do

:—ipUij(I—gsinz 9) 2R? sin’ Hsingodﬁz—pRzUi(z—Zﬁ)
2 " 4 2 32

11~ 5
L=—-""1pR’U 3.127
T PR-U ( )

bulunur. Béylece yari-kiire icin tasima ve slUrikleme katsayilari

C, - ZL i _1 (3.128)
vpU2 (aR? /2) 8

D

C, = =0 3.129
Py pU2 (2R 1 2) ( )

olur. Kara vasitasi modeli icin ayrica yari-kurenin dizlemsel alt ylzeyine etkiyen kuvvetin de
dikkate alinmasi gerektigi unutulmamalidir.

3.13 Kiire ve dairesel silindir etrafindaki akimlar icin bazi uyarilar

Bir silindir etrafindaki ve bir klire etrafindaki akim ornekleri stiperpozisyon ilkesinin Laplace
denkleminin 6zel ¢ézlimlerini Gretmek igin uygun bir arag oldugunu acikca gostermistir.

Ancak bu iki akima ait sonuglar fiziksel
agidan potansiyel akim esasli Dairesel silindir
hesaplarin  dogru  olmadigi  akim
ayrilmali bir hale karsilik gelmektedir.
Silindir etrafinda (3.104) badintisiyla B
elde edilen basing dadilimi, tipik 20k
deneysel sonuclarla birlikte Sekil 3.14 c
de godsterilmistir. On durma noktasi P
(0=7x) civarinda (3.104) denkleminin 1.0
sonuglarinin deneysel verilere vyakin =
oldugu gozikirken, arka boélgelerde 0.0
fark hayli buytktidr. Bu durum, akim
cizgilerinin ylizey egriligini /
izleyemeyerek Sekil 3.13 de gosterildigi 1.0
gibi bu gizgiden ayrilmasi, yani akim 90 9
ayrilmasinin sonucudur. T T ! I R N
-80 -60 40 -20 0 20 40 60 80

-3.0

Kire icin (3.125) badintisiyla elde
edilen teorik basing dadilimi, dairesel
silindire ait sonuclarla birlikte Sekil Sekil 3.17: Silindir ve klre Gzerinde basing dagilimlari
3.17 de sunulmustur.

Ug-boyutlu haldeki emme basinclarinin daha kiigiik oldugu belirtiimelidir. Kiireye ait deneysel
sonuglar akimin yine ayrildigini ama arka boélgedeki dislk basinglarin daha kigclk oldugunu
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gOstermektedir. Bunun sonucu olarak kirenin strikleme katsayilarn Sekil 3.18 de gosterildigi
gibi esdeder bir dairesel silindirinkinden (Re > 2000 icin) daha dusuktur. Suriklemeyle ilgili
bu veriler ylizey slrtinmesi ve ayrilma boélgesinin bir sonucu olup, Reynolds sayisindan
kuvvetle etkilenmektedir. Sirikleme laminer akimlar igin (Re <2000) cismin gerisindeki
genis 6lcekli ayriimaya bagli olarak daha blyuktir. Turbilansh akim halinde (Re > 10°) artan
momentum transferiyle iz ve slrikleme kigilir. Viskoz olmayan akim sonuclari akim
ayrilmasini ve cisim ylzeyi Uzerindeki viskoz sirtiinmeyi hesaba katmadigi icin dairesel
silindir ve klrenin her ikisi igin de surtkleme sifirdir. Bu gergek onyedinci ylzyilin ortalarinda
Fransiz matematikgi d’Alembert’i rahatsiz etmistir. D’Alembert, deneysel sonuglar sonlu bir
sirikleme vermesine karsin, iki-boyutlu viskoz olmayan sikistirlamaz akimda kapali bir
cismin slruklemesinin sifir oldugu sonucuna varmistir. Akiskanlar dinamiginin bu baslangic
dénemlerinden beri bu durum d’Alembert ikilemi olarak bilinmektedir.

-

4
/7*
S i

o 1th L% " Cylinder
.041!~JJQQ\\'\—J i i

] 9 | = H ,_--"“"-"u'; \(
* Experiments |? Ref. 1.6 p. 17 [ \ T

Th [
eor}i g Sphere

/
03 I -
0.06

10-1 100 10! 102 103 104 10% g

Sekil 3.18: Silindir ve klirenin sirtkleme katsayilari

3.14 Temel goziimlerin yiizey dagihimlari

Bolum 3.2 ve 3.3 deki sonuclar gostermektedir ki herhangi bir cisim etrafindaki akima ait
¢6zim cisim ylizeyi boyunca elemanter tekilliklerin dagihmi kullanilarak elde edilebilir. Bu
yontemi pratik problemlere uygulamadan 6nce elemanter ¢ézimlerin herbirinin tabiatinin
incelenmesi faydalidir. Burada kolaylik agisindan x ekseni boyunca x;, x, noktalari arasinda
iki-boyutlu noktasal tekilliklerin dagilimi dikkate alinacaktir.
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KAYNAK DAGILIMI: £z

_ ot g
Sekil 3.19 da gésterildigi gibi x Tz oz
ekseni boyunca yer alan birim
uzunluk basina o(x) siddetindeki o
kaynak dagihmini g6z oOnline oz

alahm. Bu dagiimin bir P(x,z) o(x)
noktasindaki etkisi, butiin noktasal . o0 N X
kaynak elemanlarinin etkilerinin ' oz ’

integralidir.
Sekil 3.19: x ekseni boyunca kaynak dagihmi

Xy

d)(x,z)zzi IG(XO)IH\/(.X—XO)Z +z7dx, (3.130)

1 X=X,

- 0 g 3.131
ul(x, z) o JO-(XO)(X—XO)Z-FZz Xy ( )
w(x,z)zi]go(x());dx(, (3.132)

22 ) G

Boyle bir dagihmin ozelliklerini incelerken ilerideki modellemeler agisindan ylizeydeki
stireksizligin tipine bakmak vyararlidir. Her bir kaynak bitin dodrultularda akiskan
cikardigindan bileske hiz Sekil 3.19 da gosterildigi gibi ylzeyden disariya dogru olacaktir.
Dolayisiyla z=0 da w hiz bileseninde bir slireksizlik oldudu aciktir. (3.132) denkleminin
integrandi z—0 icin, xo=x olmasi durumu harig sifir oldugunu belirtelim. Dolayisiyla bu
integralin dederi sadece bu noktadan gelen katkiya baglidir. Bu durumda olarak, o(xp)
integral disina cikartilarak o(x) seklinde yazilabilir. Integral sinirlari dederini etkilememekte
olup, + olarak degistirilebilir. Ayrica (3.132) badintisindaki integrandin z ye olan bagimlihgi
nedeniyle z bayukliga sifira x ekseninin yukarisindan yaklastiginda hiz bileseninin w* ile ve
asagidan yaklastiginda da w ile belirtilmesi uygun olur. Béylece w* igin (3.132) bagintisi

w(x,0) = lim G(x)T dx, (3.133)

seklinde yeni bir degisken tanimlanarak

S RN S o 2n 2n | 2 2 2

-0

w(x,0") = lim "(X)T . =G(x)tanf[x]+:="(x){5—(—ﬁﬂ=@ (3.134)

ve bdylece x ekseninin Ust ve alt tarafindan yaklasimlar halinde
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w(x,o*)=%j(x,0*)=i°(2x) (3.135)

elde edilir. Bu eleman x eksenine gore simetrik ve tekillik dadilimi ylzeyine dik hiz
bilesenindeki atlamanin

w*—w’zc(x) (3.136)

oldugu akimlari modellemek igin uygundur. Hizin u bileseni x ekseni lzerinden gecgerken
sureklidir.

DUBLE DAGILIMI: z

1 (x)=® (x) - (x) = AD

Benzeri sekilde x ekseni boyunca x; ve x,
noktalari arasinda vyer alan ve =z

dogrultusunda yonlenmis duble

dagiliminin  P(x,z) noktasindaki etkisi

(Sekil 3.20) noktasal elemanlarin

etkilerinin bir integrali seklinde

hesaplanabilir: Sekil 3.20: x ekseni boyunca duble dagilimi
1% z

®(x,2) = ——— [ ulx,)——5—dx, (3.137)

27 ] (x=x,) +z

- 1
“e2) 4 x,ﬂ(xo}[(X—xo)2 +Zz]2 - .
X, _ 2 _ 2
w(x,z)zi I,u(xo) x xoz z > dx, (3.139)
r [(x—x(,) +22]

Duble dagihmi igin (1.37) badintisiyla verilen hiz potansiyelinin kaynak dagilimi halinde elde
edilen w hiz bileseni ile 6zdes oldugu dikkati cekmektedir.

z+— 0 igin hiz potansiyelinde bir atlama olup, kaynak dagihimi ile analoji yapilarak

D(x,0% )= i@ (3.140)

elde edilir. Bu durumda tegetsel hiz bileseninde de

u(x,Oi)zz;j:(x,Oi)ziédZ—)(j) (3.141)

seklinde bir silreksizlik vardir. Duble dagihminin basladigi x; noktasi ile herhangi bir x
noktasi arasindaki dogru pargasini cevreleyen bir kapali yoriinge etrafindaki sirkilasyon icin
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I(x)= jiu(xo,m)dxo +Tu(x0,07)dx0 = —u(x) (3.142)

veya potansiyeldeki slireksizlikle 6zdeslik nedeniyle

(x) = ox,0")- ®(x,07 )= —u(x) = Ad(x) (3.143)

GIRDAP DAGILIMI:

Yine benzeri sekilde x ekseni boyunca x;
ve X, noktalari arasinda yer alan girdap
dagiliminin  P(x,z) noktasindaki etkisi
(Sekil 3.21) noktasal elemanlarin -—

etkilerinin bir  integrali  seklinde X1 Xeooox
hesaplanabilir:

Sekil 3.21: x ekseni boyunca girdap dagilimi

cp(x,z):i j ;/(xo)tan_l( jdxo (3.144)
2 d X=X,
u(x,z)ziify(x );dx (3.145)
n ;7 ! (x—x0)2+zz !
17 X=X
W(X,Z):Z :[y(xo)mdxo (3146)

Burada da u hiz bileseni icin verilen (3.145) ifadesi kaynak dagilimi halinde w hiz bileseni igin
verilen (3.132) ifadesiyle ve duble dadilimi halinde hiz potansiyeli igin verilen (3.137)
ifadesiyle 6zdestir.

z+— 0 igin u hiz bileseninde bir atlama olup, diger dagihimlarla analoji yapilarak

u(x,Oi)z%(x,Oi)z i@ (3.147)

elde edilir. Hiz potansiyelinde de bir sireksizlik olup, girdap dagihminin baslangic noktasinda
@=0 kabul edilerek

Ad(x,0% )= d(x,07)-@lx,07 )= j@ dx, —T—@ dx,

Xy X

elde edilir. Sirkilasyon u(x,0)dx buyukligtunian kapali bir integrali olup (3.142) bagintisiyla
Ozdestir. Boylece asadidaki baginti elde edilir:

r(x) = 0(x.0" )~ d(x,0" )= Ad(x) (3.148)
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3- Sikistirilamaz potansiyel akim denklemlerinin genel ¢cézimu

Benzeri akim kosullarinin bir girdap veya duble dagihmi ile modellenebilecegi dikkati
cekmektedir. Ikisinin arasindaki iliski

C=-—p (3.149)

seklindedir. (3.141) ve (3.147) badintilan karsilastinldiginda gorilmektedir ki, bir girdap
dagilimi

Y(X)=—d;—)(cx) (3.150)

olmak lizere esdeder bir duble dadilimiyla yer degistirebilir.
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