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BOLUM 1
GIRIS

1.1 Akiskan Hareketinin Tanimi:

Akiskan sdrekli ortam olarak modellenmekte ve akiskanin sonsuz kulclk bir bélgesi (kitle
sabit olmak Uzere) akiskan elemani veya akiskan parcacigi olarak adlandirilmaktadir.

Akiskanin hareketi iki farkli yéntemle tanimlanabilir:

1- Lagrange yéntemi her bir akiskan parcaciginin hareketini ayri ayr izleme yontemidir.

Bir pargacigin
ybriingesi z

PO()V P(x,y,z)
U, A
- ,//\

Cisme bagh eksen takiminda bir kanat profili etrafindaki akimda pargacik yériinge cizgileri

Herhangi bir P akiskan parcaciginin (x,y,z) kartezyen koordinat sisteminde konumu:

X =xP(x0,y0,zg,t)

v =y,(x09,,2,1) (1.1)

z= ZP(xwyo'Zo't)
Burada

(Xo0,Y0,20) t=0 baslangi¢ anindaki konum
Bu parcacigin hiz bilesenleri: u:@ :a_y w=% (1.2)

ot ot ot
a}x aZy aZZ
ivmeleri a. = a,6 = a, = 1.3
x at2 y atz z 6t2 ( )

Lagrange formulasyonu her bir akiskan parcaciginin hareketinin tespitini gerektirir. Cogu
pratik uygulama icin bu analiz yéontemi zor ve gereksizdir.
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2- Euler yéntemi akim dediskenlerinin hareket boyunca her bir andaki uzaysal dagilimini
verir. Ornedin kartezyen koordinat sisteminde hiz bilesenleri

u =u(x,y,z,t)
v:v(x,y,z,t) (1.4)

w = w(x,y,z,t)
Euler yontemi, cogu deneysel teknigin verdigi bilgilerle uygun bir bicimde akim dediskenleri

hakkinda bilgi vermekte olup, bu da codgu pratik uygulama icin uygun dismektedir. Bu
nedenle akiskan hareketinin tanimlanmasinda en gok kullanilan yontem Euler yontemidir.

1.2 Eksen Takiminin Segimi:

Kartezyen, edrisel, silindirik, kiresel vb koordinat sistemleri sinir geometrilerine uygun
secilmelidir.

Kinematik bakis agisindan da koordinat sisteminin dikkatli segimi bir problemin ¢ézimunu
hayli kolaylastirabilir.

Ornedin sekildeki gibi duragan Bir pargacigin
bir akiskan icerisinde U, sabit yorungesi z
hiziyla ilerleyen kanat profilinin t=0

hareketi kanat profiline bagli

eksen takiminda incelenirse po(xﬁ—%
bitin yobringe gizgileri /

zamandan bagimsiz olur ve . /N
problemin ¢ézimu kolaylasir. —

Simdi ayni akimi bozulmamis akima bagh bir eksen takiminda inceleyelim. Sekil 1.2 de
gosterildigi gibi t=0 aninda kanat profili seklin saginda yer alsin. Sabit hizla ileri hareketinin
sonucu olarak kanat profili t=t; aninda sekilde belirtilen yeni konumuna gelecektir. Sekilde
t=0 ve t=t; anlar arasinda tipik bir yoriinge cizgisi de gosterilmistir. Parcacigin hareketi
simdi zamana baglidir ve herbir parcacik icin yeni bir yériinge tespit edilmelidir.

Bu basit érnek iyi bir koordinat sistemi seciminin dnemini ortaya koymustur. Sabit hiz ve
sabit geometri (zamana gore) iceren ¢cogu problem icin cisme bagh eksen takimi kullaniimasi
daimi (zamandan-bagdimsiz) bir inceleme yapma olanadi saglar.

Pargacigin
yoriingesi
Z A Kanat profilinin t = 0

Kanat profilinin t = t; anindaki konumu

anindaki konumu

Y
Xy

Sekil 1.1: Duragan ataletsel eksen takiminda profil etrafindaki akimda parcacik y6riinge gizgisi
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1.3 Yoériinge Cizgisi, Cikis gizgisi, Akim Cizgisi:

Akiskan hareketinin goérsel tanimlanmasi icin dnemli Ug¢ gizgi vardir: Yorlinge cizgisi, cikis
Gizgisi ve akim gizgisi.

Yoringe cizgisi: Bir akiskan elemaninin ydringesini gbsteren ¢izgiye yéringe ¢izgisi veya
parcacik ydringesi adi verilir. Y6rlinge cizgileri Lagrange ydnteminde herbir akiskan
parcacidi icin dinamik denklemlerinin integrasyonu yoluyla elde edilir. Sayet bir akiskan
hareketinin hiz alani cisme baglh eksen takiminda Euler yaklasiminin (1.4) denklemleriyle
verilirse, Sekil 1.1 deki P, gibi bir parcacik icin yériinge cizgisi hizin integrasyonuyla elde
edilebilir. Daimi akimlar igin cisme bagl eksen takiminda yoriinge cizgileri zamandan
bagimsiz olur ve Sekil 1.1 deki kanat profili etrafindaki akimda oldugu gibi cizilebilir.

Cikis cizgisi: Cogu deneysel akim goériuntileme calismasinda parcaciklar (boya veya duman
gibi) uzayda sabit bir noktada akima birakilir. Zaman icinde bitin bu parcaciklari birlestiren
Gizgi cikis cizgisi olarak adlandirilir. Lagrange yaklasimi kullanarak ¢ikis gizgilerini olusturmak
icin uzayda verilmis bir noktadan gecgen parcaciklar icin bir seri yoéringe cizgileri cizilir ve
6zel bir anda bu ydringe cizgilerinin bitim noktalari birlestirilir.

Akim cizgisi: Herhangi bir anda yerel hiz vektoriine paralel cizgilerle bir baska egri takimi
elde edilebilir. Herhangi bir anda akiskan igindeki bir P noktasinda akim gizgisinin denklemini

analitik olarak ifade etmek icin V hiz vektoérli dI akim cizgisi elemanina paralel olmaldir
(Sekil 1.3). Bdylece bir akim gizgisi Gizerinde:

Vxdl =0 (1.5)

olur. Sayet hiz vektéria V = (u, v, w) seklindeyse (1.5) vektoér denklemi

y

V1 V2
/4‘ Py Akim gizgisi
" (\A

Sekil 1.3: Akim gizgisi

wdy —vdz =0
udz —wdx =0 (1.6)
vdx —udy =0

skaler denklemlerine veya

& _dy &z (1.6a)
u A% w

diferansiyel denklemlerine dénusur.
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(1.6a) denkleminde (u,v,w) hizi koordinatlarin ve zamanin fonksiyonudur. Bununla birlikte
daimi akimlar igin akim cizgileri zamandan bagimsizdir ve akim gizgileri, yoriinge cizgileri ve

cikis gizgileri 6zdestir.

1.4- Akiskan Icerisindeki Kuvvetler:

Akiskan hareketinin dinamigini tartismadan 6nce bir akiskan elemanina etkiyen kuvvetlerin
tiplerini incelemekte yarar bulunmaktadir. Burada, ele alinacak kuvvetler

biinye kuvvetleri ve ylzey kuvvetleridir. Binye kuvvetleri, yercekimi kuvveti veya manyetik
kuvvet gibi akiskanin temasina bagh olmayan kuvvetlerdir ve akiskan igerisindeki lokal

yogunlukla orantilidir.

- Blnye kuvvetleri (yercekimi, manyetik kuvvet)

- Yizey kuvvetleri (tedetsel ve normal yénde)

olarak belirtilebilir.

Akiskan icerisinde herhangi bir noktadaki 7 gerilme
vektoru, Sekil 1.4 ‘de gorildugu gibi bir S dizlemsel

alanina etkiyen F kuvveti géz 6nline alinarak

seklinde tanimlanabilir.

Gerilme vektdrinin bilesenlerini elde etmek igin
Sekil 1.5 ‘de goruldigu gibi sonsuz kiclk bir
dortylzli akiskan elemani UGzerindeki kuvvetler
dengesi ele alinirsa x;, x> ve x3 dogrultusundaki
gerilme bilesenleri igin

3
ti=21ijnj i=1,23 (1.7)
=1

yazilabilir (bkz. Batchelor G.K., An introduction to fluid
dynamics, Cambridge University Pres, 1967, sayfa 10).

- ylizey temasiyla ilgili degildir

- lokal yogunlukla orantihdir

)
!

Sekil 1.4: Bir yluzeye etkiyen kuvvet

X1

Sekil 1.5: Doértyuzli akiskan elemani

Buradaki 1,2 ve 3 indisleri lGi¢ koordinat dogrultusunu belirtmektedir. Benzeri bir inceleme
moment dengesi icin yapildigi taktirde gerilme bilesenlerinin

seklinde simetrik olduklari goéralir.
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Gerilme vektérindn bilesenleri Sekil 1.6 ‘da
kiibik bir akiskan elemani tizerinde 4
sistematik olarak goésterilmistir. Burada Tzz

- 7 bliyiKIuga hesm

N . Tzy
- dogrultusu x; olan ylzeye To ‘I‘
- x; dogrultusunda etkiyen | Tyy
Ty

bileseni belirtmektedir. Indissel notasyon Txx Tyx
denklemlerin daha basit bir bicimde y
gosterilmesini saglamakta olup, 1,2 ve 3 X

indisleri sirasiyla x, y ve z gibi
dogrultulardaki koordinatlar belirtmektedir.

Sekil 1.6: Kubik akiskan elemani Gzerinde gerilme

Ornegin: bilesenleri

xx xy xz
wo Ty Ty [T T T T | (1.8)
Toe Ty Tz Ts1 Tz T3

veya herhangi bir indis lzerinde toplam seklinde de belirtilebilir:

3
Zrijnj =T;n; i=123 (1.9)

J=1

Newtonien akiskanlar igin 7; gerilme bilesenleri &3/¢cx; tlrevleriyle dogrusal orantili olup

hiz alanina
2 oq, dq, 0q;
T.=|—p——u——=10, +n| ——+—= 1.10
/ (p 3H6xk]” u(@xj ox, (1.10)

1

seklinde baghdir (bkz Batchelor [1.1], sayfa 147). Burada

U mutlak viskozite katsayisi,
P basing
1 i=j _
i = o Kronecker delta fonksiyonudur.
‘ 0 I

Hareketsiz akiskanda tedetsel gerilmeler yok olur. Normal bilesenler basinca esit olur:
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-p 0 0
;= 0 —-p 0 (1.11)
0 0 -p

Couette akimi (Yuan [1.2],sayfa 260)

(1.10) esitliginin ilging bir diger durumu z F—J.‘L' ds
da biri sabit, digeri U, hiziyla hareket _ U )
eden sonsuz genis iki levha arasindaki Kati cidariar o
basing gradyantsiz, tek-serbestili akim
halidir (Sekil 1.7). Couette akimi (bakiniz 7
Yuan [1.2],sayfa 260) olarak bilinen bu Akiskan
akim igin kayma gerilmesi |
T :ﬂﬁ_u: MU, (1.12) Kaymama garti )
Y 0z h

Sekil 1.7: Biri hareketsiz iki diz levha arasindaki akig

seklindedir. Akimda basin¢ gardyanti bulunmadigindan x dogrultusundaki hareket tamamen
viskoz kuvvetlerden kaynaklanmaktadir. Levhaya etkiyen F kuvvetini 7, yi hareketli Ust
levha Uzerinde integre ederek hesaplamak mumkudndur

1.5 Akiskanlar Dinamigi Denklemlerinin Iintegral Formu:

Akiskan hareketini temsil eden
integral ve diferansiyel denklemlerin
gikartilmasi igin akiskanin,
yogunluk, momentum, enerji gibi

muhtelif 6zellikleri Sekil 1.8’deki ’
gibi secilen duragan bir kontrol ‘) =
hacmi igerisinde incelenir. ’
Kontrol hacminden gegen akiskanin

bu 6zelliklerinden herhangi birinde

meydana gelecek bir dedisme, bu

6zelligin kontrol hacmi icerisinde

Void

biriktigi miktar ile akiskan
6zelliginin kontrol hacmi
sinirlarindan disariya tasinan
miktarinin toplamina esit olacaktir.

Sekil 1.8: Kontrol hacmi

Sureklilik denklemi

Ornegin kitlenin korunumu, kontrol hacmi icerisinde akiskanin yodunlugu gézlenerek analiz
edilebilir. Buna gore, kontrol hacmi igerisindeki akiskan kutlesi

m=[[[ pav (1.13)
4

olup, bu kitle miktarinin zamanla degisimi
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= m (1.13a)

seklinde belirtilebilir.

Kontrol hacmi vylzeyinden birim zamanda disan ¢ikan ve igeri giren kitle miktarlar
arasindaki fark:

mo—m[:” p(V-ii)dS (1.14)
N

olarak hesaplanabilir. Burada

V(u,v, w) hiz vektori

as ylzey elemani

n ylzey elemaninin kontrol hacminden disari dogru yoénlenmis normal
vektori

p(Vﬁ) kontrol hacminin dS ylzey elemanindan birim zamanda disan ¢ikan

akiskan kutlesinin miktari

Kutlenin korunumu geregi(1.13a) ve (1.14) esitliklerinin toplami sifira esit olacaktir:

o j j j pdv+ H p(V-ii)dS=0 (Sureklilik denklemi) (1.15)

Bu denklem kiitlenin korunumunun integral ifadesi olup, kisaca, kontrol hacmi igerisindeki
kitle miktarinda birim zamanda meydana gelen dedismenin kontrol hacmi sinirlarindan birim
zamanda disari gikan net kitle miktarina esit oldugunu belirtmektedir.

Momentum denklemi

Benzeri sekilde momentumun korunumu ele alinirsa,

kontrol hacminden gegen kontrol hacminde birim kontrol hacmi sinirlarindan
momentumun birim = zamanda biriken + birim zamanda disar ¢ikan
zamandaki degisimi momentum miktari momentum miktari
olacaktir:
d(mV
(7 _ mdeU+ﬂpV(V ) dS (1.16)

dt

Momentumdaki bu dedisme, Newton ‘un ikinci kanunu geredi kontrol hacmi igerisindeki
akiskan kutlesine etkiyen kuvvetler toplamina esit olmalidir.
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d(mV) .
—=>»F 1.17
" > (1.17)

Kontrol hacmi igerisindeki akiskan kitlesine etkiyen kuvvetlere gelince, sayet érnek olarak
bu kuvvetlerin bir x; dodgrultusundaki bilesenleri géz 6nine alinirsa, birim hacim basina
biinye kuvvetleri p f; ve birim alan bagina yuzey kuvvetleri de n;t; olmak lzere

SF) =[] ps,av+[[ n,z, ds (1.18)
14 N

yazilabilir. Burada 7, ylizeyin digari dogru yonlenmis birim normal vektoéridur.

Newton ‘un ikinci kanununu uygulamak icin (1.16) ve (1.18) esitlikleri (1.17) de kullanilarak

%m,ovi dv+[[pv, (7 -iyas=[[[ pf, dv+[[ n;z; as (1.19)
Vv S » S

elde edilir. Bu baginti x; dogrultusunda Momentum denklemidir.

Bu yaklasim enerji denklemi gibi baska genel denklemlerin cikartiilmasinda da kullanilabilir.
Ancak disik-hiz aerodinamigindeki problemlerde akiskan hareketinin temsili icin kitle ve
momentum denklemleri yeterli olacaktir.

1.6 Akiskanlar Dinamigi Denklemlerinin Diferansiyel Formu:

Kitlenin ve momentumun korunumu igin Onceki paragrafta integral formda elde edilen
(1.15) ve (1.19) denklemleri yerine cogu zaman bu denklemlerin diferansiyel formlarinin
kullanilmasi daha uygun olmaktadir. Ancak bu denklemlerin diferansiyel formlarinin elde
edilebilmesi icin icerilerinde gecen integrallerin hepsinin ayni boyutta olmasi, yani ylzey
integrallerinin hacim integrallerine dénustirtlmesi gerekmektedir.

Bu amacgla, herhangi bir A vektéri igin

[[ A4-ids=([[v-4dv (Vektorel form) (1.20)
S v

o4, .
[[ 4;-n;as=[[[ ax] dv (indissel form) (1.20a)
S v J

seklinde ifade edilen diverjans teoreminden yararlanilabilir (bkz. Kellog O.D.,Foundation of potential

theory,Dover Publishing, 1953, sayfa 39). Sayet A blyUkliga olarak V' hiz vektori alinirsa bu
esitligin

- sol tarafi kontrol hacminin ylizeyi Gzerinden gecen hacimsel debiyi H Vi dS

N
- sag tarafi da kontrol hacmi igerisindeki akiskanin genisleme hizini m V.-V dv

ifade eder.
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Buradaki V semboll de gradyant operatdru olup, kartezyen koordinatlarda

Vektoérel formda \% =fi+]i+l€£
Ox oy oz
R _~ 0
Tansorel formda V=e —
J ax

seklinde yazilabilir. Son badintidaki é'j birim vektér olup j=1,2,3 igin sirasiyla f]/; olur.

Sdreklilik denklemi

Diverjans teoremi slreklilik denklemi igin bulunan (1.15) bagintisindaki ytzey integrali icin
uygulanarak

” p(V -ii) dSzﬂj V(pﬁ)du
N v

elde edilir ve bdylece kitlenin korunumu denklemi
it L ovlor)|av=o

sekline gelir. Burada kontrol hacmi duragan (stationer) oldugu icin zaman gore tlirev integral
icerisine alinabilmistir. Bu denklem akiskan igerisinde herhangi bir kontrol hacmi icin gecerli
olacagindan integral igerisinin de sifira esit olmasi gerekir. Boylece kitlenin korunumu (veya
sureklilik) denkleminin

2—’?+V(p17)=0 (1.21)

seklinde diferansiyel formu elde edilir. Bu denklem, ikinci terimi agilarak
op = =
—+pVV+V Vp=0 (1.21a)

ot

ve kartezyen koordinatlarda acik bicimde

a_p+ua_p+va_p+wa_p+p Gu v, oWy (1.21b)
ot Ox Oy oz ox Oy Oz

olarak yazilabilir. Ayrica

seklinde tanimlanan materyal tiirev kullanilarak (1.21) denklemi
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., O, % 0p, [57,1 ov aw}zo

fu—+v—+w pl —+—+—
ot ox Oy oz ox Oy oz
Dp —
—+pVV =0 1.21
o 7 (1.21c)

sekline de getirilebilir.

Sikistirilamaz akiskan

Sikistirlamaz akiskan, elemanlari hacim degisimine maruz kalmayan akiskan olarak
tanimlanir. Tanim geredi akiskan elemaninin kitlesi sabit oldugundan, sikistirlamaz bir
akiskanin yodunlugu sabit olmalidir (Buna goére homojen sikistirlamaz bir akiskan, sabit
yogunluklu akiskandir). Bu durumda sikistirilamaz bir akiskan icin (1.21) streklilik denklemi

@z() (1.23)
oz

VI7=6—M+@+
ox Oy

sekline indirgenir.

Goraldaga gibi sikistirlamaz sureklilik denkleminde zamana goére tirev yer almamaktadir.
(Ancak, zamana bagli sinir sartlari ortaya konularak zamana baghlik yaratilabilir)

Momentum denklemi

Momentum denkleminin diferansiyel formunu elde etmek igin yine diverjans teoremi (1.19)
denklemindeki ylzey integrallerine uygulanirsa

[[ v, 7 -iyds=[[[ vlpv7)dv

S v

ot
jsj n;z, dSzj.l_)Ugj"du
ve bdylece
T

0
Oox

ij

L ldv=0 (1.24)

J

.”I %(P"i)Jr V(,Dv,.V)—pfl_ _

olur. Yine bu integral denklemi de herhangi bir kontrol hacmi icin geceri oldugundan
integrandinin sifira esit olmasi gerekir. Denklemin benzeri diger eksen dodgrultularinda da
benzeri sekilde c¢ikartilarak sonugta momentum denkleminin Gg¢ bileseni igin

a oz,
%(pvi)+ Vipvi)=pf+ a:j. (i=123) (1.25)

elde edilir. Bu denklemin sol tarafindaki terimler acilip sireklilik denklemi de kullanilarak

0 = op = ov, - Dy,
— , Vi)=v.| £ +vV. hdd Vv |= p 2L
Py (pv,)+V(ple) v'[at + (pV)}rp{ Py +V Vvl} o) Dr
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veya materyal turev kullanilarak kisaca

Dv. afij
i+ —L i=1,2,3
P P ( )

(1.26)

yazilabilir. Denklemin kartezyen koordinatlardaki bilesenleri asagidaki gibidir:

ou Ou Ou  Ou ot Ot
p| —+tu—+v—+w—|=pf + +
ot x oy oz Ox
ov ov ov ot, Ot
p| —+u—+v—+w—|=pf, + +
o ox Oy oz MG oy
ow ow ow ot
p| —+tu—+v—+w— |=pf + +
0 ox oy oz Ox

(1.26a)

Newtonien akiskanlar igin 7; gerilme bilesenleri daha 6nce (1.10) denklemiyle verilmisti. Bu
denklem (1.26) denklemlerinde kullanilarak, Navier-Stokes denklemleri tansorel formda

o, = 0
— L4V .Vv. |= P,
p(at V,j pli—o

1

Oxj

0 (p+§,uv-l7j+—

4 H (i=123)| (1.27)

_+_
ox; Ox;

ve kartezyen koordinatlarda

ou - op O ou 2 - 0 0
p(a—?JrV-Vuj:pfx——p+—{,u{26—z—§(v-l/)}}+5 J:|+g

Lo es L, ey
8xy8y ox

G2, 2], O (00,
a 7)) ey e e

Ox Ox
yo, @+I7-Vv :,ofy—a—p+i yZ%—z(V-V) +i
ot oy Oy oy 3 Oz

ow - op O ow 2 -
—+V-Vw|= ——+— Y 2——=\VV)r+—=
p(az W} Pz 82{'[1[ & 3( )}} .

L]

(1.27a)
seklinde elde edilir.
Tipik sinir sartlari:
qn
Bu problem icin tipik sinir sartlari, duragan
(stationary) kati cidarlar Gzerinde normal ve q:
tedetsel hiz bilesenlerinin her ikisinin de sifir
olmasini gerektirir (Sekil 1.9):
v, =0 (1.28a) Sekil 1.9: Kati cidar lizerinde tedetsel ve normal hiz
bilesenleri
v, =0 (1.28b)
M.A. Yikselen
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Navier-Stokes denklemleri_non-lineer olup tam (exact) cézimleri kisitll sayidadir. Ancak,
codu halde bazi terimler ihmal edilerek daha basit denklemler elde edilebilir.

Ornegin; u viskozite katsayisi sabit kabul edilirse
p[aa—V+I7-Vﬁszf—Vp+,uVZI7+%V(V-I7) (1.29)
t
Sikistirilamaz akiskan icin (bu halde siireklilik denklemi V-V =0)
o4 = o) 7 257
Yol E—FV-VV =pf-Vp+uvVy (1.30)

Viskozitesiz sikistirilabilir akiskan igin

‘2_V+17.v17:f_2 (Euler denklemi) (1.31)

t P

Ele alinan problemde silindirik veya kiiresel simetri olmasi _hallerinde, uygun eksen takimi
secilmesi problemin ¢c6ziimini kolaylastirabilir.

Silindirik koordinatiarda

Bir érnek olarak sabit viskoziteli sikistirilamaz bir akiskan igin temel denklemler ele alinirsa,
Sekil 1.10 ‘da gosterilen silindirik koordinat sisteminde gradyan, Laplasiyen ve materyal
tlrev operatérleri asagidaki gibi yazilabilir (bkz: Pai Shih-I, Viscous flow theory, van Nostrand, 1956,
sayfa 38 veya Yuan S.W., Foundation of Fluid Mechanics, 1969, sayfa 132):

Gradyant V= gri,geii,gxi z
or r 00 Ox

o’ 106 1 0° 0’
Laplasiyen Vi 4242 7
Prasty o’ ror 100 ox

Materyal tiirev b _o0,,0 %0 0

Dt ot Tar r 00 tox

Silindirik koordinat sistemi

Boylece sireklilik denklemi

Oy (L Oy Ve (1.15)
or r 00 Ox r

r, & ve x dogrultularindaki momentum denklemleri

Dv. v g v, 20
o Bt Bon(vn-2%) o
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Dv, vy, 10p 5 2 0v. v,
0 4 e | = X 4| vVy, + ==~ -9 1.37
p( Dt r j pJa r 00 H 00 ( )
Dv op 2
—x -2 4 uViy 1.38
P =P TRV, (1.38)
olur.

Kiiresel koordinat sisteminde

Sekil 1.11 ‘de gosterildigi gibi bir kiiresel koordinat sisteminde de gradyan, Laplasiyen ve
materyal tiirev operatorleri sirasiyla

.0 .10 . 1 0
V=le—.,e,——,¢ —
( or "r o6 ‘”rsmﬁ@gp}
v’ %g(r2£j+2;i(sineij+
reor or) r”sin® 00 00
D 0 0 vy, O Vo, 0
— =y, —+—+——
Dt ot or r 00 rsind op

1

82
r sin’ © o

(1.39)

(1.40)

(1.41)

Kiresel koordinat sistemi

seklindedir (bkz: Karamcheti, Principles of ideal-fluid aerodynamics, Krieger,
1980, Bélim 2 veya Yuan S.W., Foundation of Fluid Mechanics, 1969, sayfa 132)

Bu durumda sikistirilamaz akiskan igin streklilik denklemi (bkz: Pai Shih-I, Viscous flow theory, van

Nostrand, 1956, sayfa 40):

8(r2vr)+

1 (v, sin@) N

1 évq,_o

1
r or

sin @

06 sin 8

6(p_

(1.42)

ve momentum denkleminin r ¢ ¢ dogrultusunda bilesenleri (bkz: Pai Shih-I, Viscous flow theory, van

Nostrand, 1956, sayfa 40):

Dv. v, +v; op , ' 208w, 2v,cot® 2 0V
r_ —pf - 4| Viy -0 =7 - —& 1.43
p( D Pt Y T T T T 7 Pine a0 (143)
Dv, v _vyeotf) p Iop, (gr, 2O vy 2c0s0 v, (1.44)
P\ D TP e L T 0 sinte #sin’ 0 00 '
D cotO
0 Vo , Yo¥r VoY% —p/i- 1 8_P+“ vy, - 2‘f¢2 N 22- av,_fc'—osZO%
Dt r r rsin 0 od rsin“® r°sin® op r°sin”" 0 O
(1.45)
seklinde elde edilir.
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Ilerideki bélimlerde iki-boyutlu bir akimla
ilgilenildiginde bir kartezyen koordinat sistemi veya 7
polar koordinat sistemi tanimlanarak kullanilacaktir
(Sekil 1.12). 1iki-boyutlu polar koordinatlardaki
sureklilik denklemi (1.35) denkleminden, X
dogrultusundaki terim ihmal edilerek bulunacak olup, r
ve 6 dogrultusundaki momentum denklemleri dogrudan
(1.36) ve (1.37) denklemleriyle aynidir.

X

Sekil 1.12: Iki boyutlu polar koordinat
sistemi

1.7 Akiskanlar Mekanigi Denklemlerinin Boyut Analizi:

Onceki bélimlerde cikartilan denklemler ¢ok karmasik olup codu pratik uygulamada sayisal
yontemlerle dahi ¢dézimleri zordur. Sayet, akim alaninin bazi bdlgelerinde, baskin olan
fiziksel buyuklikler korunmak kaydiyla, karmasiklida yol acan terimler ihmal edilirse bir
takim basitlestirilmis denklemler elde edilebilir ve muhtemelen bu denklemler de daha az bir
caba ile ¢dzilebilir. Bu bélimde temel denklemlerin basitlestiriimesine iliskin sartlarin bir
kismi tartigilacaktir.

Diferansiyel denklemlerdeki gesitli terimlerin oransal blyuklliklerini belirlemek igin boyut
analizinden yararlanilir. Boyle bir analizde basitlik saglamak agisindan 6rnek olarak Sabit
viskoziteli ve sabit yogunluklu akiskan halini ele alalim. Bu halde akimi yoneten denklemler

VI =0 (1.23)
A .
p(E+V-VV]:pf—Vp+,uV V (1.30)

Akima ait referans buyuklikler

L Referans uzunluk (6rnedin, kanat veter uzunlugu)

74 Referans hiz (6rnedin, serbest akim hizi)

T Karakteristik zaman (periyodik olaylarda bir gevrimin siresi veya L/V)
Po Referans basing (6rnedin, serbest akim basinci, p..,)

fo Blnye kuvveti (6rnegin, yer cekimi ivmesi, g)

seklinde tanimlanirsa, bunlar yardimiyla 6rnedin kartezyen koordinatlarda asadidaki
boyutsuz blayukltkler tanimlanabilir:

* p e .7
p=t == (1.46)
fo

karakteristik buyuklikler uygun bigimde secildigi taktirde buatin bu boyutsuz buyUklukler 1
mertebesinde olur.
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Simdi bu boyutsuz buyuklikler akimi yoneten denklemlerde kullanilirsa, 6rnedin sureklilik
denkleminin ilk terimi igin

Ou _ du ou” E 14 ou”
ox ou"oxt ox L

ox”

elde edilebilir. Diger terimler de benzeri islemlere tabi tutularak sikistirlamaz akima ait
sureklilik denklemi

vV (ou™ v ow'
— 4+ —F— =0
L \ox" o oz

(1.47)

sekline getirilebilir.

Momentum denklemi icin benzeri islemler yapilirsa, 6rnegdin x dogrultusundaki bileseni igin

el v ou +VKu* Ou +VKV* u +VKW* Ou
T ot L

) , s (1.48)
. Py Op vV(eu" ou" o°u”
= -— + f— + +
P Lot L ox” ,uL2 [6)/*2 oy ez
bulunur. Momentum denkleminin diger bilesenleri icin de benzeri ifadeler bulunabilir.
(1.47) denklemi (L/V) ile ve (1.48) denklemi de (L/pV2) ile carpilarak
ou" ov'  ow'
—t+—+——=0 (1.49)
ox” oy oz
[ L } ou  ,ou  ,ou . ou’
= |- +u +v
TV at* ax* @}* &*
X . . . (1.50)
_(Lfoj' s [ Py | Op L # [0Tu +8'u 0 u
v? Y lpr?) ext \prL) v ey ez

elde edilir.

Sayet (1.46) daki biatin boyutsuz buylklikler 1 mertebesinde ise yukaridaki (1.49) ve
(1.50) denklemlerinin her bir teriminde yildiz indisli biyukliklerin olusturdugu gruplar da 1
mertebesinde olacaktir. Bu durumda denklemlerdeki her bir terimin blyUklik mertebesini,
bu terimlerin basinda parantezler icinde yer alan ve yildiz indisine sahip olmayan carpanlar
belirleyecektir. Dikkat edilirse parantez icerisindeki bu bUyukliklerin teskil ettikleri gruplarin
boyutsuz olduklar gérilir.

Sureklilik denkleminde parantez igerisinde, yukarida belirtildigi gibi buUyukltkler olmayip,
herhangi bir tGg-boyutlu akim igin bu denklemin her bir terimi ayni mertebede ve ayni éneme
haizdir.
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Momentum denklemindeki boyutsuz buylklikler

Strouhal Sayisi:

Momentum denkleminin sol tarafinda ilk terimin basindaki parantezler igerisinde yer alan
buyukltkler

L

Q=—"
v

(1.51)

seklinde, ele alinan akimda zamana baglihdin hangi mertebede oldugunu belirten bir
boyutsuz sayi teskil etmektedir. Bu boyutsuz sayinin pratikte daha sik kullanilan bir sekli,
periyodik olayin frekansinin tersi karakteristik zaman olarak alinip

L ol

S =
t (1/0)V ¥V

(1.52)

seklinde tanimlanan Strouhal sayisidir. Sayet incelenen bir olayda frekansin gok dislk
olmasi nedeniyle Strouhal sayisi ¢ok klclik ise (1.50) denkleminin ilk terimi 1
mertebesindeki diger terimler yaninda ihmal edilebilir.

Froude sayisi:

(1.50) denkleminin sagindaki ilk terimde carpan olarak parantez icinde yer alan buyuklikler,
blnye kuvvetinin, 6rnedin, yercekimi kuvveti olarak alinmasi (f, olarak g yergekimi ivmesinin
alinmasi) halinde yine boyutsuz bir blytklik teskil ederler. Bu boyutsuz buytklik, Froude
sayisl olarak bilinen ve

oV (1.53)

N

seklinde tanimlanan boyutsuz bir sayinin tersinin karesine esittir. Froude sayisi aslinda atalet
kuvvetlerinin yercekimi kuvvetlerine oranini belirtir. Froude sayisinin kliglik olmasi, ele alinan
problem icin blinyesel kuvvetin énemli oldugu ve buna iliskin terimin denklemde yer almasi
gerektigi anlamina gelir. (Ornedin: serbest ylizeyli akarsu akislari, selale akimlari, gemi
hidrodinamigi gibi problemlerde.)

Euler sayisi:

(1.50) denkleminde yer alan Gglincl boyutsuz sayi

Fu =20 (1.54)

_pV2

olup, basingla atalet kuvvetlerinin oranini belirten bu bUylklik Euler sayisi olarak bilinir.
Pratikte bu sayi yerine daha ziyade basing katsayisi kullanilir:

_ P—Dy

= 0 1.55
Pol2pV? (1.53)
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Reynolds sayisi:

(1.50) denklemindeki sonuncu boyutsuz grup atalet kuvvetlerinin viskozite kuvvetlerine
oranini belirten Reynolds sayisini teskil etmektedir:

_prs v
n \%

Re (1.56)

Buradaki

y=£ (1.57)
P

bayukligu kinematik viskozitedir. Gaz akislari icin kinetik teori bakis acisindan viskozite,
molekdllerin ¢ karakteristik hizlarina ve A ortalama serbest yoriingelerine

<t
HEp—

seklinde baglanabilir (yuan s.w., Foundation of Fluid Mechanics, 1969, sayfa 257). Bu blyUklik (1.56)
da kullanilarak

(21

bulunur ki, buradan da Reynolds sayisinin (hiz x uzunluk) buyukliginin molekiler 6lgekle
kiyaslamasini yaptigi anlasilir.

Re >> 1 olmasi halinde viskoz terimlerin ihmal edilmesiyle ilgili sartlar, izleyen bélimde daha
ayrintih olarak incelenecektir.

NOT:

Bu boélimdeki boyut analizi kolaylhk acisindan sabit viskoziteli, sikistirlamaz akimlar igin
yapilmisti. Sayet sikistirilabilirlik etkisi géz dnline alinirsa denklemlerde

V
M= (1.58)
a

seklinde akim hizinin ses hizina oranini belirten ve Mach sayisi adi verilen bir baska boyutsuz
sayl daha yer alir. p/p ~a?2 olup, Euler sayisi Mach sayisi ile iliskilendirilebilir (bkz: Bs/im 4.8).

Sayet

2 2
<</

M << 1 << 1

2 Re

ise basinc degisikliklerinin yarattigi yogunluk degisimleri ihmal edilebilir ki, bu sartlarda
akiskan sikistirllamaz kabul edilebilir.
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1.8 Yiiksek Reynolds Sayisinda Akim:

Akimi ydneten denklemleri boyutsuzlastirmanin en 6énemli yararn denklemlerde gdéziiken
terimlerin oransal buyudkltklerinin  belirlenmesi ve birbirleriyle karsilastirilabilmesidir.
Boylece, istenirse kicik terimler ihmal edilebilir, ve kalan terimler daha kolay c¢ozilebilir.
Ayrica akimda hakim olan fiziksel blyuklikler de géz énidne alinmis olur.

Sikistirilamaz haldeki sireklilik denkleminde bitiin terimler ayni blyilklik mertebesinde olup
hig birisi ihmal edilmemistir.

Momentum denklemine gelince, (1.51-56) esitlikleri kullanilarak x dogrultusundaki bilesen
icin boyutsuz sayilarla

ot ,ou" ,ou . ou”
Q —+u ——+v —+w —
ot & o &

* 2. x 2 % 2. %
() o L) S 2 (1.60)
F ox Re) \ oy oy oz

yazilabilir. Buradaki terimlerin dederlendirilmesi hususunda daha ileriye gitmeden 6nce bazi
tipik muhendislik problemlerinde Reynolds ve Mach sayisi araliklarini gézden gecirmekte
yarar vardir.

Hava ve su gibi tipik akiskanlardin viskozitesi kliclik oldugundan pratikteki muihendislik
problemlerinin genis bir kesiminde (ucak aerodinamigi, deniz araclarinin hidrodinamigi gibi)
Reynolds sayisi gok buyuktir (Sekil 1.13).

- < [m?
100 var = 1.5 X 1073 | =5 |
At 29°C il
Vwaier ] l_] ~ ||\J . SeC |
10+
M g
1 —
GA. Transpon
Insects =t
O €T i
2000
' T —T T —r
| 10 10° 104 103 10¢ 107 10¥
Re
A ——_— e
Creeping Viscous Turbulent

flow laminar flow
flow

Sekil 1.13: Bazi tipik akiskan akimlari igin Reynolds ve Mach sayisi araliklari
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Reynolds sayisinin gok bliylk oldugu bu gibi problemler icin (1.60) denklemindeki viskoz
terimler 1 mertebesindeki diger terimler yaninda kulglk kalir. Bununla birlikte, bu terimleri
ihmal etmeden 6nce ylksek Reynolds sayili akim sartlarina daha yakindan g6z atmakta
yarar vardir.
Ornegdin Sekil 1.14 ‘de goérilen kanat profili etrafindaki akimda iki bélge vardir:

- Viskoz etkilerin hakim oldudu sinir tabaka ve iz bolgesi.

- Viskoz etkilerin kiclk oldugu dis bdlge.

Dis akim bélgesinde viskoz etkiler

ihmal edilebilir. (uV? q << 1)\

Viskoz etkiler ihmal
edilemez (Vg >>1)

U,

e — ——

R e

Sekil 1.24: Yuksek Reynolds sayisinda kanat profili etrafindaki akim alani

Dis Akim Bélgesinde:

(1.30) denklemindeki viskoz terimler ihmal edilebilir: Béylece ¢6zim

VV =0 (1.61)

%_ft/m.w;:;_lp (Euler denklemi) (1.62)
p

seklindeki sureklilik ve Euler denklemleri vasitasiyla yapilabilir.

(1.62) denklemi birinci dereceden bir kismi tlrevli diferansiyel denklem olup, 6nceki
bélimdeki (1.30) denklemi kati cidar lizerinde hiz vektdri igin bir sinir sarti gerektirirken, bu
denklem icin kati cidar Uzerinde bir tek hiz bileseni cinsinden sinir sarti yeterli olmaktadir.
Akim viskozitesiz kabul edildiginden duradan kati cidar tizerinde tedetsel hizin sifir olmasinin
bir anlami olmayip, sinir sarti olarak dikey hiz bileseninin sifir olmasi yeterlidir:

v =0 (kati cidar Uzerinde) (1.63)

n

Sinir Tabaka ve Iz Bélgesinde:

V2V tlrevleri ¢ok buyutk olup, ylksek Reynolds sayilarinda dahi viskoz terimler ihmal
edilemez. Bu durumda kati cidarin yakin civarindaki bu bdlge icerisinde Navier-Stokes
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denklemleri klasik sinir-tabaka denklemlerine indirgenir (Bkz: Schlichting H., Boundary layer theory,
McGraw-Hill, 1979, sayfa 131):

ou  Ou op o%u
U—+V—=——+py——

- 1.64
& o o ol (1.64)

op
0=-"- 1.65
o ( )

Sonuc olarak:

Yiksek Reynolds sayilarinda akim alaninda iki hakim bélge bulunmaktadir:

1- Kati cidarin uzaginda, viskoz etkilerin ihmal edildigi dis akim bdlgesi: Bu bdlgede
viskoz olmayan akim ¢6zUmdi basing dagihimini ve buna badh kuvvetleri verir.

2- Kati cidarin yakin civarinda, viskoz etkilerin ihmal edilemedigi ince sinir-tabaka
bolgesi: Bu bdlgede sinir-tabaka denklemlerinin ¢dézimi kayma-gerilmeleri ve buna
bagh (strtiinme) kuvvetlerini verir.

Sinir tabaka denklemlerinin ¢éziiminde, kati cidar Gzerinde kaymama sinir sarti uygulanir.
Sinir tabaka icerisindeki tedetsel hiz dagihmi Sekil 1.14 ‘de verildigi gibi olup, dis akim
bélgesine yaklastikga tedetsel hizin z ile dedismedigi gorilmektedir. Sinir tabaka ile dis akim
bélgesinin girisim yeri kesin sekilde belirlenememekle birlikte kati cidardan, sinir tabaka
kalinhdi olarak adlandirilan bir § mesafesinde oldugu ifade edilir. Yiksek Reynolds sayisinda
sinir tabaka kalinhdinin cismin karakteristik uzunluguna (6rnedin bir kanat profili igin veter
uzunlugu) bdliminin 7/+Re ile orantili oldugu bilinir (Bkz: Schlichting H., Boundary layer theory,
McGraw-Hill, 1979, sayfa 129)

Yiksek Reynolds sayilarinda komple akim alaninin ayrintili gé6zima su sekilde yapilir:

1- Cisim etrafinda viskoz olmayan akim kabuli ile bir ¢6zim bulunur. Bu ¢ézim igin kati
cidar lzerinde sifir normal hiz sinir sarti uygulanir. Béylece cisim ylizeyi lGzerindeki
tedetsel hiz ve buna dayanilarak ylzey boyunca basing dagilimi elde edilir.

2- Sinir tabaka denklemlerinden, sinir tabaka igindeki basincin yilzeye dik dogrultuda
degismediginin kabul edildigi anlasiimaktadir. Bu bakimdan, viskoz olmayan akim
c6zimiyle ylzey boyunca elde edilen basing dagilimi, sinir tabakanin kenarinda
gereken sinir sarti igin kullanilabilir.

Yukaridaki incelemeler géstermektedir ki, yliksek Reynolds sayilarindaki akimlar igin viskoz
olmayan akim kabullyle yapilan ¢dzimler problemin komple ¢6zimdi igin ilk adimi teskil
etmektedir.
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