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BOLUM 4

ADI DIFERANSIYEL DENKLEMLERIN SAYISAL COZUMU

4.1 Giris

Gergek hayattaki bir gok problem, tlrevler arasindaki iliskiyi gérmek daha kolay oldugundan
diferansiyel denklemlerle modellenir. Ornegin Newton’un ikinci kanunu

f=Ma
ivmenin hizin zamanla degdisimi oldugu hatirlanarak

dv L

__a:
dt M

seklinde birinci dereceden, veya hizin da mesafenin tirevi oldugu hatirlanarak

d’s f
—_— =g =
dt’ M

seklinde ikinci dereceden bir adi diferansiyel haline getirilebilir. Ivmenin sabit olmasi halinde bu
denklemlerin analitik gézimleri sirasiyla

v(t)=at+v,

s(t)="Y at’ +v,t+s,

seklinde olup, gdézimlerde yer alan v, ve s, sabitleri sirasiyla hiz ve konumun baslangig
degerleridir. Bu denklemler kullanilarak, bagimsiz dedisken olan t zamaninin herhangi bir
dederinde v hizinin ve s konumunun sayisal dederleri elde edilebilir.

Bircok diferansiyel denklem analitik olarak ¢dzulebilir ve bulunan genel ¢6zimde denklemin
derecesine esit sayida keyfi integral sabiti yer alir. Sayet sabit sayisinca kosul ortaya konulursa
sabitlerin dederlerini elde etmek mumkin olur.

Bitln kosullarin bagimsiz degiskenin ayni dederi icin belirlenmesi halinde problem “baslangi¢c
deger problemi” olarak adlandirilir. Kosullar bagimsiz dediskenin iki farkli dederinde, 6zellikle
ilgilenilen bir bdlgenin sinirlarinda verildigi takdirde problem “sinir deder problemi” olarak
nitelendirilir.

Bu boélimde adi diferansiyel denklemlerin ¢6zimi igin kullanilan sayisal teknikler ele
alinacaktir. Problemin sayisal olarak ¢dzimi igin gerekli sayida kosulun bilinmesi ve bu
kosullarin sayisal ¢c6zimde kullaniimasi gereklidir.

C6zim tekniklerine Taylor-serisi yontemi ile baslanacaktir. Taylor serisi kendi basina iyi bir
yontem olmakla kalmayip diger baska bircok yontemin esasini teskil eder.

Once birinci-dereceden baslangic-deder problemleri incelenecek, daha sonra yiiksek-dereceden
problemler ve sinir deder problemleri ele alinacaktir.

Baslangig-deder probleminde sayisal ¢dzim bir baslangic noktasinda baslar. Bu noktadan
itibaren bagimsiz degiskenin dederi arttirilarak ¢6zim adim adim devam ettirilir. Sinir deger
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probleminde ise ¢ozim bir sinirdan baslatilarak diger sinira dogru ilerletilir ve bu sinirdaki kosul
saglanmaya calisilir. Bu da ancak iteratif olarak gerceklestirilir.

Bir diferansiyel denklem c¢oziulmek istendiginde gergekten bir ¢6zimi oldugundan ve bu
¢6zimin tek oldugundan emin olunmahdir. Bu husus dy/dx=f(x,y) esitligindeki f(x,y)
fonksiyonunun Lipschitz sartinin saglanmasini gerekli kilar:

f(x,y) fonksiyonunun (xg,¥o) noktasini icine alan bir R bolgesinde taniml ve slrekli oldugunu
varsayalim. Bolgenin kapal ve bir dikdértgenle sinirli oldugunu kabul edelim. Sayet R
bélgesindeki biitliin x, y; ve y, ler icin

|f(x!y1)_f(x’y2)| <L|y1 _y2|

esitsizligini saglayacak bir L varsa f(x,y) fonksiyonu Lipschitz kosulunu saglar. Bu bolimdeki
bltlin 6rneklerde ve problemlerde bu kosul saglanmaktadir.

Bir sinir-deger probleminin ¢ézimiinin var ve tek olmasi icin benzeri kosullar s6z konusudur.
p, g ve r buyukliklerinin sadece x in fonksiyonu oldugu

2

u
> =pu'+qu +r, a<x<b

u(a)=ul , u(b)=uR

bicimindeki bir lineer problemin, sayet:
- p, g ve r buyuklikleri [a,b] araliginda surekli ise ve
[a,b] aralidinda g >0

ise ¢6zUmU vardir ve tektir.

4.2 Taylor-serisi yontemi

Bilindigi gibi Taylor serisi cogu fonksiyonu kuvvet serisi seklinde ifade etmenin bir yoludur. x=a
civarindaki Taylor aciliminda (x-a) buyUkligunin Uslerinden olusan terimlerin katsayilar
fonksiyonun tirevlerinin x=a daki dederlerini igerir. Bunun anlami, bir fonksiyonun ve
tirevlerinin x=a noktasindaki dederleri biliniyorsa bu fonksiyonun bitin x noktalarindaki
dederleriyle ayni dederleri verecek bir kuvvet serisinin yazilabilecegi demektir. Buradaki
incelemelerde x=a yerine x, kullanilacaktir.

Bir y(x) fonksiyonunun birinci tlrevi y’=f(x,y) seklinde ve fonksiyonun baslangic dederi de
y(xo) seklinde verilmis olsun. Bu bilgiler kullanilarak y(x) fonksiyonunun x=x, civarindaki
Taylor acihmi yazilabilir. Bu acilim icin gerekli olan y’= f(x,y) buyukliginin istenilen dereceden
tlrevleri alinabilir ve x=x, da dederleri hesaplanabilir. Ancak y’(x) tirevinde x yaninda dederi
bilinmeyen y buyukliginin de yer almasi halinde tlirevin dederinin hesaplanmasi pek kolay
olmayacaktir. Bu gibi durumlarda ylksek dereceden tirevler x cinsinden ve y nin daha kigik
dereceden tilrevleri cinsinden ifade edilir.

Ornek olarak Zl:—Zx -y, y(0)=-1 (4.1)
X
problemini ele alalim. Bu denklemin analitik ¢g6zimu ‘y(x) =-3¢" —2x +2‘

seklinde olup, x=x, daki Taylor acilimi yapilirsa
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y”(xr))

y(x):J’(xo)“'y’(onx_xo)+ 21 (x_xo)z_*—yj—(l)%)(x_xa)-g“'”'
Sayet x-x,=h denilirse y(x):y(x0)+y'(x0)h+y 2(jc“’)h2+y 3(lx(’)h3+... (4.2)

Burada y(x,) terimini dederi baslangic sartindan y(0)=-1 olarak bilinmektedir. (Acihlm x=0 da
yapildigindan bu 6rnekteki seri aslinda bir Maclaurin serisidir).

Serideki ikinci terimin katsayisi (4.1) denkleminde x=0 ve y=-1 konularak
y'(x,)=y"(0)=-2:(0)-(-1)=1

seklinde elde edilebilir.

Ikinci- ve daha yiiksek dereceden tiirevler, birinci tiirev icin verilen (6.1) esitlifinden ardarda

turevler alinarak elde edilecektir. Bu tirevlerin dederleri x=0 da hesaplanarak serinin ylksek
dereceden terimlerinin katsayilar elde edilir:

y” x):_2_yr y'l(0)2_2_]:_3
% i

ynl(x):_yu ¥ (0):3

y(4)(x):_y”l y(4)(0):_3

Boylece x=h noktasinda fonksiyonun dederini elde etmek igin seri ¢c6zimu
y(x)==I1+1.0h—1.5h> +0.5h* —=0.125h" + hata

seklinde yazilir. Asadidaki tabloda x=0 ile x=0.6 arasindaki sayisal ve analitik gdziimler yer
almaktadir.

4. tiireve kadar sayisal 5. tiireve kadar sayisal

X Analitik y(x) Hata y(x) Hata
0,00 -1,00000 -1,00000 0,00000 -1,00000 0,00000
0,10 -0,91451 -0,91451 0,00000 -0,91451 0,00000
0,20 -0,85619 -0,85620 -0,00001 -0,85619 0,00000
0,30 -0,82245 -0,82251 -0,00006 -0,82245 0,00000
0,40 -0,81096 -0,81120 -0,00024 -0,81094 -0,00002
0,50 -0,81959 -0,82031 -0,00072 -0,81953 -0,00006
0,60 -0,84643 -0,84820 -0,00177 -0,84626 -0,00018

Goraldigu gibi x < 0.3 igin uyum iyi iken x > 0.3 halinde fark giderek artmaktadir. Seride daha
fazla terim alinmasi halinde uyumlu bélgenin genisleyecedi aciktir. Ornedin seride

y(x)==1+1.0 h=1.5h* +0.5 h* —=0.125h* +0.0251° + hata

Seklinde besinci dereceye kadar tirevlerin alinmasi halindeki sonuglar tablonun sag
kolonlarinda gorilmektedir.

Bu hesaptaki hata serideki kullanilan en son terimden sonraki terimin dedgeri 0 ile x arasindaki
herhangi bir noktada hesaplanarak elde edilebilir:

x3, 0<&<x
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Son noktada hatanin en buyuk olacadi dislincesiyle hatanin tahmini dederi x=0.6 noktasinda

(0.6)

hata = x3=0.00194

olarak elde edilir ki tabloda mevcut hata dederine yakindir.

y’(x) turevini ifade eden fonksiyonun yukaridaki gibi basit olmadigi hallerde ylksek dereceden
tlrevlerin hesaplanmasi da kolay olmaz.

Ornegin y(x)=—2

Bilgisayarlar bu gibi tlrevleri hesaplayacak sekilde programlanmamakla birlikte Maple ve
Mathematica gibi yazilimlarla tlrevleri elde etmek mimkuindur.

Ornek

Diferansiyel denklem Y _ e
dx

Analitik ¢zim [ (XO)”I)dy = [ = %[f]j;*” - %[(xo +hY —(x,)']
Y{Xo Xo

3
y(x, +h)=y(x,)+h xZ +h?x, +%

2 3 4
Xo noktasinda ardarda tirevler [ﬂj :xg, [d y] =2X, , [d y] =2, (d yJ =0

dx dx? dx?® dx*
h3
olup, Taylor acilimi y(x, +h)=y(x,)+hxZ+h?x, iy
Ornek
. . dy
Diferansiyel denklem —— =2y
dx
Analitik ¢dziimii y(x, +h)=y(x,)e*"
dy
a _o
dx Y
2
) d y=i(d—yj=i(2y)=2d—y=4y
Xo noktasinda tlrevler dx? dx\dx ax ax
dy d(d?y) d dy
-9 -9 (4y)-4Y _3
dx? dX(dxz dx( 2 ax Y
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4h? y(x,) 80’ y(x,)

Y(xo+h)=y(x,)+2h y(x,)+

! !
Taylor agihmi (2h)2 (ih)3 3
=y(x,) 1+2h+7+7+
2 3
Analitik g6ziimdeki eksponansiyel ifadenin seri agilimi  e?" :1+2h+@+@+

2! 3!

olup Taylor agiiminin analitik géziimle ayni ¢o6zimi verdigi gérilmektedir. Ancak ¢dzimin seri
olarak verilmesi halinde hassasiyet seride alinacak terim sayisina bagli olacaktir.

Ornek
. . dy
Diferansiyel denklem ——=X+y
dx
Analitik ¢dzim y=—(x+1)+Ce”
Baslangic sarti y(x,) olmak lizere C hesaplanarak y=-x-1+[1+x,+y(x,)] e e

Veya xo+h noktasindaki deger Y(xo+h)=-x, —h=1+[1+x, +y(x,)]€e"

ay
—— =X+
dx Y
d?y
Turevler dx? =a(x+y)=1+x+y
3
Zx{ =%(1+x+y)=1+x+y

Taylor acilimi

h’ [1+x0 +y(x0)]+h3 [1+x0 +y{xo)]+
2! 3!

y(x, +h)=y(x,)+2h [x, +y(x,)]+

2 3
Veya y(x, +h)=—x0—h—1+[1+x0 +y(x0)]{1+h +%+};—’+..}

Buradaki kdseli parantez icinde yer alan terim aslinda e" eksponansiyel biyukliginin agihmi
olup yine Taylor acilimiyla analitik ¢ozimidn ayninin elde edildigi, sadece ¢6zimun seri formda
verildigi gorilmektedir.

4.3 Euler yontemi

Euler yontemi Taylor-serisinin sadece birinci dereceden terimini kullanan bir yéntemdir:

2

y(x)= y(x0)+y'(x0)(x—x0)+ hata)|, hata = %y"(&): O(hz)
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x)—yx
Bu ifade —y( ) y( 0) :y'(xo) y
X — X, Euler yéntemi )
ile hesaplanan Xo daki
nokta egim
seklinde dlzenlenirse fonksiyonun x noktasindaki y(x)

degerinin [xo,y(xs)] noktasindan cizilen bir teget ile elde
edilmekte oldugu ve bu bakimdan bir miktar hata
icerecegi kolaylikla gorilebilir.

Gergek
¢6zim
noktasi

Xo X X

Sayet h=x-x, artimi yeterince klglk tutulursa hata kiguk
olacaktir. Bir kez x=x,+h noktasinda y dederi elde
edildikten sonra yeni bir adimda ayni hesap tekrar
edilebilir:

Vuer =V, +hy,,'+0(h2)‘ (4.3)

Buradaki hata lokal hata olup, cok sayida adim atildiktan sonraki hata O(h) mertebesinde
olacaktir.

Yontemin, yo=y(xo) baslangig dedgeri ile verilmis bir y{x)=f(x,y) fonksiyonu igin
programlanmasi gayet kolaydir. Ornedin 6nceki paragrafta da incelenen

Do oxy, y(0)=-
dx

denkleminin h=0.1 igin goziimleri asadidaki tabloda sunulmustur.

Xn Yn Yo' h yn' Analitik Hata
0,0 -1,00000 1,00000 0,10000 -1,00000 0,00000
0,1 -0,90000 0,70000 0,07000 -0,91451 -0,01451
0,2 -0,83000 0,43000 0,04300 -0,85619 -0,02619
0,3 -0,78700 0,18700 0,01870 -0,82245 -0,03545
0,4 -0,76830 -0,03170 -0,00317 -0,81096 -0,04 266

Bu tabloda y, nin her bir satirdaki degeri, bir 6nceki satirda yer alan y, dederine 6nceki satirda
hesaplanmis olan hy’, dederi eklenerek elde edilmistir. Goruldigu gibi x=0.4 noktasindaki
fonksiyon dederi 0.04266 hata ile elde edilmistir. Bunun nedeni h adim uzunlugunun gok blyik
olmasidir. Hata h ile orantili olduguna gore virgllden sonra dordinci hanede hassasiyetle
c6zim elde etmek icin adim uzunlugunu 426 kat kiicliltmek gerekmektedir. Ornegdin adim
uzunlugu yar azaltilarak elde edilen sonuglar asagidaki tabloda gorilmektedir.

Xn Yn o' hya' Analitik Hata
0,00 -1,00000 1,00000 0,05000 -1,00000 0,00000
0,05 -0,95000 0,85000 0,04250 -0,95369 -0,00369
0,10 -0,90750 0,70750 0,03538 -0,91451 -0,00701
0,15 -0,87213 0,57213 0,02861 -0,88212 -0,01000
0,20 -0,84352 0,44352 0,02218 -0,85619 -0,01267
0,25 -0,82134 0,32134 0,01607 -0,83640 -0,01506
0,30 -0,80528 0,20528 0,01026 -0,82245 -0,01718
0,35 -0,79501 0,09501 0,00475 -0,81406 -0,01905
0,40 -0,79026 -0,00974 -0,00049 -0,81096 -0,02070
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4.3.1 Basit Euler yonteminin iyilestirilmesi

Cogu basit ydntemin sorunu adim

uzunlugunun son derece kiiciik olmasina Y Basit Euleryéntemiile Xg;fr’," y@,ﬁiﬁﬁy,e
gereksinim duyulmasi ve blytk adim hesaplanan nokta “Z— bulunan y;
uzunlugunda yeterince dogru sonug Kullanarak
vermemesidir. Sekilde basit Euler y1 hesaplanan
yOénteminin klglk bir ilave gabayla nasil egim
bir miktar iyilestirilebilecegi
gorilmektedir. Yo rm— / Gergek ¢6zim

noktasi
Euler ydnteminde x, baslangig
noktasinda hesaplanan birinci dereceden

tarev aslinda gergek fonsiyonun temsil o X: X

ettigi egrinin bu noktadaki tegetidir. Bu

tedet Uzerinde x dogrultusunda h kadar

ilerlenerek bulunan y; noktasi, h

adiminin  buyukligine badli olarak edrinin uzadina dismektedir. Bu noktayl edgriye
yaklastirmanin, yani daha dogru ¢6zim elde etmenin bir yolu x, daki tirev yerine ortalama bir
tlrev kullanmaktir.

Euler yonteminde iyilestirme herhangi bir x, noktasindaki egim yerine, bununla bir sonraki x,.;
noktasinda elde edilecek tirevin ortalamasini kullanarak

] + '
yn+1 :yn +h% (4'4)

seklinde yapilabilir. Ancak formilin bu sekilde dogrudan uygulanmasi mimkin degildir. Zira
buradaki y’.; tlrevi x,,; noktasindaki tlirev olup, tirevin dederi ayni zamanda V,.;
blylklagline bagh olabilir ki ¢gézimin bu asamasinda heniz y,,; bilinmemektedir. Dolayisiyla
¢6zUm iki asamada gercgeklestirilecektir. Birinci asamada basit Euler yontemi ile yaklasik bir
vn+: dederi elde edilecek, bu deder ve x,.; birlikte kullanilarak y’,.; tirevi hesaplanacak, daha
sonra (4.4) formuliyle y,; in yeni dederi hesaplanacaktir.

Aslinda bu ydntemin birinci asamasinda elde edilen y,.; dederi hata icerdiginden bunun
kullanilmasiyla elde edilen y’,.; tirevi de bir miktar hatali olacaktir. Dolayisiyla ortalama
tlrevle yapilan hesaplamada da hata s6z konusu olacaktir. Ancak basit Euler yontemine kiyasla
bu hata daha klguk olacaktir.

Ortalama tlrevle elde edilen y’,,; dederi tekrar kullanilarak tlirevin yeniden hesaplanmasi ve
bunun da bir énce hesaplanan tlrevle ortalamasi alinarak y,.; dederi icin daha iyi bir tahmin
yapilmasi, hatta bu islemin iteratif olarak devam ettirilerek ¢6zimin cok daha iyilestirilmesi
mimkdndir. Ancak ileriki paragraflarda izah edilecek gelismis yontemler dikkate alinirsa bu
yontemin zahmetine gerek olmadidi gorulir.

Ornek olarak dnceki paragraflarda ele alinan

A )
dx

problemi igin bu iyilestirilmis yontem iki asamali olarak uygulanmis ve sonuglar asagidaki
tabloda verilmistir.
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Xn Yn hyn' Y1 h y'ne h yort Y1 Analitik Hata

0,0 -1,00000 0,10000 -0,90000 0,07000 0,08500 -0,91500 -1,00000 0,00000
0,1 -0,91500 0,07150 -0,84350 0,04435 0,05793 -0,85708 -0,91451 0,00049
0,2 -0,85708 0,04571 -0,81137 0,02114 0,03342 -0,82365 -0,85619 0,00088
0,3 -0,82365 0,02237 -0,80129 0,00013 0,01125 -0,81241 -0,82245 0,00120
04 -0,81241 0,00124 -0,81117 -0,01888 -0,00882 -0,82123 -0,81096 0,00145
05 -0,82123 -0,01788 -0,83910 0,08391 0,03302 -0,78821 -0,81959 0,00164

Iyilestirilmis Euler yénteminin hatasi, Taylor seri yéntemiyle karsilastirilarak elde edilebilir.

%(é)hj, x, <&<x,+h

1
yn+] :yn +hyn'+3yn”h2 +

' '
__ yn+1 _yn

Buradaki ikinci tlrev yerine v, p

seklinde ileri fark yaklasimi alinirsa

Vo =V, +hy, '+§{—y””7”' + O(h)}hz +on’)

Vo =V, +h[y'n +§y'n+1—§y'n +o(h’ )} +0(n”)

Vot =V, +h%+0(h3)

Goruldigu gibi iyilestirilmis Euler ydnteminin hatasi O(h®) mertebesinde olup, basit yénteme
gore bir mertebe daha iyidir. Ancak bu hata lokal hata olup, adim adim yapilan bir integrasyon
sirasinda hata birikmesi olacaktir. Integral araligindaki toplam hata O(h?) mertebesinde
olacaktir.

4.3.2 Basit Euler yontemi igin farkh bir iyilestirme yontemi

Yukarida goruldigu gibi iyilestirme yontemi Euler yonteminde kullanilan edimin ortalama bir
dederini x, ve x,.; noktalarindaki egimler yardimiyla bulma esasina dayanmaktadir. Bunun
yukaridakinden baska bir yolu da orta-nokta yéntemidir. Bu yontemde integral adiminin orta
noktasindaki edim ortalama egim olarak kullanilir. Bunun igin basit Euler yontemiyle x+h/2
noktasinda y dederi hesaplanir. Bu noktada egim hesaplanarak kullanilr.

4.4. Runge-Kutta yontemleri

Basit Euler yontemi Taylor serisinde bir terim alinarak cikartiimisti. Dedistirilmis Euler yontemi
de Taylor serisinde iki terim kullanilarak cikartilabilir:

2

y(xu +h)ZJ’(xu)+y'(xo)'h +y”(xo)7

Sayet ikinci tlrev bir geri fark yaklasimi ile temsil edilirse

y'(x() +h)_y’(x0)£
h 2

v, +h)=p(x,)+y'(x,) b+
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y'(x0)+y'(x0 +h)h
2

y(xa +h):y(x0)+

seklinde dnceki paragrafta cikartilan iyilestirilmis Euler ydntemiyle ayni formulasyon elde edilir.

Alman matematikgiler Runge ve Kutta Taylor serisinde ikiden fazla terim alarak Euler
yénteminin daha da iyilestirilebilecedini gdrmuslerdir. lyilestirilmis Euler ydntemi ikinci
dereceden bir Runge-Kutta yéntemidir. Bu paragrafta sadece doérdinci- ve besinci-dereceden
Runge-Kutta yéntemleri incelenecektir.

Ikinci-dereceden Runge-Kutta yéntemlerinde fonksiyonun bir x, noktasindaki y(x,) degerine k;
ve k> gibi iki bayUkligin agirlikl ortalamalan ilave edilmektedir.

yn+1 Zyn +ak] +bk2

4.8
k,=hf(x,,y,) (48

k,=hf(x, +oh,y, +pk,)

Buradaki k; ve k, buyukliklerini x degiskeni h kadar artiginda y de gorilen degisimler olarak
diuslnebiliriz. Clinkl bunlar x deki h dedisimi ile egrinin cesitli yerlerde alinmis dy/dx tlrevinin
carpimlarindan olusmaktadir.

Runge-Kutta yontemleri y deki artimin ilk terimi olarak hep Basit Euler yéntemiyle elde edilen
degeri (k;) kullanmaktadir. Artimdaki ikinci terim (k,) ise x ve y dederlerinin, h adiminin
sirasiyla a ve g carpanlari oraninda arttirilmasiyla elde edilen yeni x ve y dederleriyle bulunan
egimle ilgilidir. a, b, « ve p parametrelerinin secimine bagli olarak dedisik Runge-Kutta
semalari elde edilir.

2
Taylor Serls' yn+1 Zyn +hf(xn’yn)+h7f’(xn ’yn)+”'
f(x,y) nin tldrevi f’:izfv+f.dl=f¥+f,f
dx ; 7 dx ’ y
olup, yukarida kullanilarak V.., =y, +hf, +h2(éfx +§fyfj e (4.9)

Genel Runge-Kutta semasi (4.8) y,,, =y, +ahf (x,,y,)+bhf [x, +ah,y, +Bhf(x,,y,)]  (4.10)

Bu son badintiy1 (4.9) ile karsilastirabilmek igin son terimi birinci mertebeden Taylor serisine
acilirsa

S, +ah,y, +Bhf (x,.p, )= (f + f.oh + f,Bhf), (4.11)
ve bu agilim (4.10) da yerlestirilirse Vo =y, +ahf (x,,y,)+bh(f + foh+ f,Bhf )
Bu son baginti diizenlenerek Vo =y, +a+b)f, +h°(fobh + f,Bbhf ) (4.12)

Simdi (4.12) badintisi (4.9) ile karsilastirilirsa bu iki bagintinin esdeger olmasi igin

a+b=1, ocb:é, Bb =
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olmasi gerektigi gorllir. Ancak bu g badintiya karsilik belirlenmesi gereken dort parametre
mevcuttur. Bir parametre keyfi secilerek ikinci-dereceden gesitli Runge-Kutta formulasyonlari
elde edilebilir: Ornegin

a=0, b=1, azé, Bzé Orta-nokta yontemini
1 1 . o N .
a :3’ b :5’ a=1, B=1 lyilestirilmis Euler yéntemini
2 3 3 . N
a=—, b==, a==, == bir baska yontem
3 4 b 4 shay

verir.

En cok kullanilan Runge-Kutta yéntemleri dordliinclii-dereceden ydntemlerdir. Bu ydntemlerin
formullasyonunun elde edilmesi icin de yukaridakine benzer islemler yapilir ve 13 parametreli,
11 denklemli bir sistem elde edilir. iki parametre keyfi secilerek diger parametreler hesaplanir.
En cok kullanilan doérdinci-derece Runge-Kutta formulasyonlarindan birisi asagidaki gibidir:

y}1+1:yn+é(k1+2k2+2k3+k4)
ky=hf(x ,,y)
—hf(x +— h,yn+ kjj

Bu formilasyon, érnek olarak birinci-dereceden

ey, (0=

dx
denklemine h=0.1 olmak (zere [0.0-0.6] arahdinda uygulanmis olup sonuglar asadidaki
tabloda verilmistir.

Xn Yn k1 ka ks ka Kort Analitik Hata

0,0 -1,00000  0,170000 0,08500 0,08575 0,07143 0,08549 -1,00000  0,00000
0,1 -0,91451 0,07145 0,05788 0,05856 0,04560 0,05832 -0,91451 0,00000
02 -0,85619  0,04562 0,03334 0,03395 0,02222 0,03374 -0,85619  0,00000
03 -0,82246  0,02225 0,01113 0,01169 0,00108 0,01149 -0,82245  0,00000
04 -0,81096  0,00110 -0,00896 -0,00846 -0,01806 -0,00863 -0,81096  0,00000
0,5 -0,81959  -0,01804 -0,02714  -0,02668 -0,03537 -0,02684 -0,81959  0,00000
0,6 -0,84644  -0,03536  -0,04359  -0,04318  -0,05104  -0,04332  -0,84643  0,00000

Goruldugu gibi sayisal sonuclar analitik sonuglarla virgilden sonra besinci haneye kadar
uymakta olup, daha Onceki izah edilen yontemlere kiyasla hayli tatminkar sonuclar elde
edilmektedir.

Dérdiincii-dereceden Runge-Kutta y®énteminin lokal hatasi O(h’) ve global hatasi O(h*) da
mertebesindedir. Ikinci-dereceden yéntemlere kiyasla ¢ok daha etkin olmasi daha yiiksek
dereceden yontemlerin de daha avantajli olabilecegini akla getirmekle birlikte, derece
blyldukce fonksiyon hesaplama sayisinin da artacagl unutulmamahdir.
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4.4.1 Runge-Kutta-Fehlberg yontemi

Runge-Kutta yontemiyle yapilan integrasyonun dogrulugunu tespit etmenin bir yolu bir adimda
hesaplanan sonug ile bu adim ikiye bdlinerek iki adimda yapilan yeni bir hesapla elde edilen
sonucun karsilastiriimasidir. iki sonug arasindaki fark yeterince kiiciikse yapilan hesabin dogru
ve secilen adim uzunlugunun uygun oldugu kabul edilir. Fark blyikse adim uzunlugu tekrar
ikiye boélundr ve ayni islem tekrar edilir. Ancak bu ydntem yapilan islem sayisini hayli arttirir.

Farli bir yaklasim da farkli dereceden Runge-Kutta yodntemlerinin uygulanmasidir. Bu tip
yaklasimlarla islem sayisinda tasarruf saglanabilir. Ornegin, dérdiincii- ve besinci-dereceden
birer Runge-Kutta formilasyonuyla hesap yapilip sonucglar karsilastirilabilir ki Runge-Kutta-
Fehlberg yontemi bu tipte bir yaklasimdir.

Runge-Kutta-Fehlberg formulasyonu asadidaki gibidir:

k] =hf(xn’yn)
kl

h
ky=hf|x +—,y +—
2 f n 4 yn 4j

3h 3k, 9k
k,=h +—,y +—L+—=
3 f xn 8 yn 32 32 )
12h 1932k, 7200k, | 7296k, j

k,=h + ,V, +
=R\ T Y S0 " 5007 o107

ks=hf|x,+hy,+ 439k, — 8k, + 3680k; _ 8451‘4}
216 513 4104

ho 8k o 3544k 1859k, 11k5j

k,=hf|x +—,
o =S| % PRy 2565 4104 40

_ 25k, 1408k, 2197k, k;
yn+I:yn+ + + T 0(h4)
216 2565 4104 5
global hata
Vo =y + 16k, N 6656k, N 28561k, 3 9k, N 2k, 0(h5)
135 12825 56430 50 55

12 21 2
Hata: E = k, 128k, 2197k, +k5 +£

360 4275 75240 50 55

Runge-Kutta-Fehlberg semasi, h ve h/2 adimlariyla hesap yapmak vyerine farkh hata
mertebesinde dérdlinci- ve besinci dereceden iki Runge-Kutta formilasyonuyla hesap yapip
sonuglar karsilastirma esasina dayanmaktadir. Bu ydntemin avantaji her iki hesaplamada da
ayni k larin kullaniimasi suretiyle islem sayisinda tasarruf saglamaktir.

Ornek olarak bir kez daha Zl =-2x-y, y(0)=-1
X

denklemi ele alinmis olup, h=0.1 olmak Uzere atilan bir adimla elde edilen sonuclar asagidaki
tabloda sunulmustur.
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Xn = 0.0 k1= 0.1000000 yn+1 (RK4) = -0.914512212 hata (RK4) = -0.000000043
yn=-1.0 | | k2= 0.0925000 yn+1 (RK5) = -0.914512251 hata (RK4) = -0.000000003
h= 0.1 ks = 0.0889609

ka = 00735157 | | tam gozim = -0.914512254 | | E = -0.000000040

ks = 0.0713736

ke = 0.0853872

Goraldagu gibi dordincli-dereceden Runge-Kutta semasiyla elde edilen sonug tam sonuca
virgtlden sonra yedinci haneye kadar uyarken, besinci-dereceden semayla bulunan sonug
virgllden sonra sekizinci haneye kadar uymaktadir. Bunun igin ilave iki hesap (ks ve kg)
yetmigstir.

4.4.2 Runge-Kutta-Merson yontemi

Runge-Kutta-Merson yontemi 5 farkh k dederinin hesaplandigi bir baska dérdincli-dereceden
Runge-Kutta semasidir:

ky=hf(x,»,) k:é(k1+4k4+k5)+0(h5)
h k
k :h +_7 +_1
2 f xn 3y/1 3)
yn+1=yn+k
k;,=hf xn+ﬁ,yn+£+&j
3 6 6 Hata:
k4:hf xn+ﬁ’yn+£+3_k3j ]
2 8§ 8 E =—(2k, -9k, + 8k, — k)
k, 3k 30
k;=hf xn+h,yn+7’—73+2k4j

4.4.3 Runge-Kutta-Gill algoritmasi

4. mertebeden ydntemler arasinda en c¢ok tercih edilen birisi de Runge-Kutta-Gill
algoritmasidir:

k, :hf(xi’yi)

h 1
kz =hf(xl.+3,yl+3k])

h 1 1 1
k,=h A=+ —=+—= |k +| [-——= |k
R R S e
k,=h f|x+h Lol 1+
3 i > Vi \/— 2 5 )"
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4.5 Cok adimh yontemler

Euler ve Runge-Kutta yontemleri, bir adimdaki integral degerini hesaplamak icin sadece en son
adimda bulunan dederleri kullandiklarindan “tek-adimli yéntemler” olarak nitelendirilmektedir.
Bu ozelliklerinden dolayr her bir adimdaki hesabi farkh bir adim uzunlugu kullanarak
yapabilmekte ve ayrica baslangig sartlarinin bir noktada verilmesi halinde ¢6zimi
baslatabilmektedirler.

Diferansiyel denklem ¢6zUmu bir noktada baslatilip ilk adimlar atildiktan sonra ¢6zim yapilmig
olan noktalarda fonksiyon ve tirevleri hakkinda bir bilgi saglanmis olmaktadir. Bu bilgiler
bilgisayar hafizasinda saklanarak integrasyonun devami igin kullanilabilir. Bu sekilde &nceki
noktalarda elde edilen bilgileri sonraki noktalarda integrasyon igin kullanan yoéntemler “cok
adimli yontemler” olarak adlandirilir.

Cok adimli yéntemler, daha acgik bir ifadeyle, y ve y’ nin 6nceki degerlerini kullanarak tirev
fonksiyonuna bir polinom uydurup, bu polinomu sonraki adim igin ekstrapole ederek integral
alma esasina dayanirlar. Bu tipteki cogu yoéntemde polinomun olusturulmasini kolaylastirmak
acisindan esit adim uzunlugu kullanmasi tercih edilir. Kullanilan gegmis noktalarin sayisi
polinomun derecesini ve dolayisiyla kesme hatasinin mertebesini belirler. Yontemin derecesi
global hata terimindeki h bayUkligunin Ussine esit olup polinomun derecesinden bir bayuktar.

4.5.1 Uciincii-dereceden Adams-Bashford yontemi

Cok adiml tipik bir yontem “Adams-Bashford yéntemi”dir. Bu ydnteme ait formilasyonu
¢ikartmak igin birinci dereceden bir diferansiyel denklemi

dy = f(x,y)dx

seklinde diizenleyelim ve x, ile x,,; araliginda integralini alalim:
jdy :yn+1 _yn = If(x’y)dx

Bu esitligin sag tarafinin integralini alabilmek igin f(x,y) fonksiyonu x badimsiz degiskeni
cinsinden bir polinomla yaklasik olarak ifade edilecektir. Polinom, hesaplanan son ¢ noktadan
yararlanilarak hesaplanirsa kuadrik, dort nokta kullanilirsa kibik olur. Ne kadar cok nokta
kullanilirsa (yuvarlatma hatalarn 6nemli olmadigi muddetce) c¢c6zimin dogrulugu da o kadar
artacaktir.

Interpolasyon polinomlarin nasil elde edilebilece§i daha 6nce goérilmisti. Interpolasyon
polinomlarini Mathematica yazilimi vasitasiyla da kolaylikla elde etmek mumkunddr.

Kuadrik yaklasim igin interpolasyon polinomu x,

noktasi baslangic noktasi olmak (zere tanimlanan bir ) fo-1 :
eksen takiminda genel olarak R T :
1 1 1
1
f(x,y)zP(x):a0+a1x+a2x2 i : E
! ! 1
seklinde ifade edilirse, (¢ noktanin koordinatlari bu Xn.2 = -2h Xng =-h X, =0 X

polinomu saglayacadi igin

a, +a1(0)+a2(0)2 :fn

a, +a1(_h)+a2(_h)2 :fn—l

M.A. Yiikselen, HM504 Uygulamali Sayisal Yontemler Ders Notlari www3.itu.edu.tr/~yukselen



BolUm 4- Adi diferansiyel denklemlerin sayisal ¢6zimu 14

Birinci denklemden a,=f,

_a/h"'azh2 :fn—l _fn

Ikinci ve Gclinci denklemlerden
—2a,h+4a,h’ =1, ,—f,

1
alzﬁ(fn _anfl—‘r.fan)
Katsayilar ¢ozllerek ;
aZ = 2h2 (3fn _4fn71 + n72)

Bdylece interpolasyon polinomu igin

Fer)= 5 =2f 4 f 4G =414 e S,

2h’

ve bu fonksiyon da x,=0 - x,.; =h aralifinda integre edilerek

h
yn+1 zyn +E(23fn _]6J(n—1 +5fn—2)+0(h4) (4'14)

elde edilir. Bu formul tek-adimli formdlleri andirmakla birlikte tdrevin atilan adimdaki bazi
noktalarda hesaplanan dederleri yerine daha onceki adimlarda hesaplanan degerlerinden
yararlaniimaktadir.

Ornek olarak daha énce oldugu gibi Y _ -2x -y, y(0)=-1

dx
denklemini ele alarak x=0.6 daki y dederini hesaplayalim.
Bu denklemin x=0.2 ve x=0.4 deki ¢gozlimleri tek-adimh bir yéntemle elde edilerek bu dederler

yardimiyla Adams-Bashford ydntemi uygulanabilir. Tek-adimh ydntem olarak Runge-Kutta-
Fehlberg yonteminin kullanildigi hesap sonuglari asagidaki tabloda yer almaktadir.

X y Analitik f(x,y) Hata
0.0 -1.0000000 -1.0000000 1.0000000  0.0000000
0.2 -0.8561921 -0.8561923 0.4561921  0.0000002
0.4 -0.8109599 -0.8109601 0.0109599  0.0000003
0.6 -0.8450765 -0.8464349 0.0013584

Hatayl azaltmak icin adim uzunlugu kutciltilebilir. h=0.1 icin sonuclar asadidaki tabloda
sunulmustur:

X y Analitik f(xy) Hata

0.0 -1.0000000  -1.0000000 1.0000000  0.0000000
0.1 -0.9145123  -0.9145123 0.7145123  0.0000000
0.2 -0.8561923  -0.8561923 0.4561923  0.0000000
0.3 -0.8224547  -0.8224547 0.2224547  0.0000000
0.4 -0.8109601  -0.8109601 0.0109601  0.0000000
0.5 -0.8195920  -0.8195920  -0.1804080  0.0000000
0.6 -0.8463626  -0.8464349  -0.3536374 0.0000723
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4.5.2 Dordiincii-dereceden Adams-Bashford yontemi

Adi diferansiyel denklemin ¢oziminde gecmis dort noktadaki dederlerden yararlaniimasi
halinde klibik polinoma esdeder bir integral s6z konusu olup bu durumda Adams-Bashford
yontemi dordlncl-derecedendir. Bu yontemin formilasyonu “belirlenmemis katsayilar
yontemiyle elde edilebilir. Bunun igin

Xntl
j f(X)dx =Cofustefu Ot +es,
xﬂ

esitligindeki C; sabitlerinin dederleri arastirilacaktir. Bu amacgla vyapilacak islemleri
kolaylastirmak icin eksen takimi x,=0 olacak sekilde kaydirilirsa, x,.;-x,=h olmak Uzere

h

[ 7Gx = e, f(=3n)+e, /(= 2h)+ e, f(=h)+e,f(0)

0

yazilabilir. Formiulasyon, polinom kiibik veya daha kiclk dereceden iken gecerli olacagindan
f(x) yerine sirasiyla x>, x?, x ve 1 fonksiyonlar alinarak katsayilar arastirilacaktir:

h 4
f(x)=x3 icin Ixjdx :hjzco(—3h)3+c](—2h)3+c2(—h)3+cj(0)3
0

h 3
f(x)zxz icin Ixzdx =h?=co(—3h)2+cl(—2h)2+cz(—h)2+c}(0)2
0

h 2
flx)=x icin dex :h?=co(—3h)+c](—Zh)+cz(—h)+cj(0)
0
h
flx)=1 igin  [1dv =h=c,(1)+c,()+c,(1)+c,(1)
0
Denklemler matris bigiminde yazilirsa
=27 =8 -1 0] |¢, hl/4
9 4 1 0| ¢ | |h/3
-3 =2 -1 0| e, /2
1 11 1] |g h
ve ¢ozllirse
c(,:—i , clzﬂ , czz—ﬂh, c3:£h
24 24 24 24

elde edilir. Boylece dordiincl dereceden Adams-Bashford yonteminin formtlasyonu igin

h
Vuo =¥o 455550, =597, +371,, =97, ]+ o) (4.15)

bulunur. Bu yontemin hatasi da klbik interpolasyon polinomu integre edilerek:
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251

E==""h’y"
)

seklinde elde edilir.

Ornek olarak yine daha énceki 4 _ 2x -y, y(0)=-1

dx

problemi ele alinmis olup, x=0.2; 0.3; 0.4; ve 0.5 noktalarinda hesaplanan dederler yukaridaki
formulde kullanilarak x=0.6 noktasinda elde edilen fonksiyon dederi asadidaki tabloda
sunulmustur. Hatanin ne kadar azaldigini gostermek Uzere ayni tabloda Uclincli-dereceden
Adams-Bashford yontemi ile elde edilen sonuca da yer verilmistir.

X Analitik y Hata
0.6 -0.8464349 -0.8463626 -0.0000723 (3. Derece)
-0.8464420 0.0000071 (4. Derece)

4.5.3 Adams-Multon yontemi

Adams yonteminin iyilestirilmis bir sekli Adams-Multon ydntemidir. Bu yontem Adams-Bashford
yOntemini “6ngoérict - predictor” olarak kullanirken, ilaveten bir de “dlzeltici - corrector”
semasi kullanir. Dlzeltici asamasi bir baska kibik polinom kullaniimasina dayanmaktadir.

Ongorucu a§amaSI yn+1 =yn +2h_4[55f‘n _59fn71 +37fn72 _9ﬁ1,3]+%h5y ) (EJ]) (4'16)
e h 19 5 )

Duzeltici agamasi Vi =V +Z[9f"” +19f, =51, +f"72]—%h y (iz) (4.17)

Bu formdaller kullanilarak dy/dx =-2x -y, y(0)=-1

problemi icin x=0.4 ve x=0.5 de elde edilen sonuglar asagidaki tabloda yer almaktadir. Bu
noktalardan dnceki ¢béziimler Runge-Kutta-Fehlberg yéntemi kullanilarak elde edilmistir.

X y f(xy)
0.0 -1.0000000 1.0000000
0.1 -0.9145123 0.7145123 |Runge-Kutta-Fehlberg
0.2 -0.8561923 0.4561923
0.3 -0.8224547 0.2224547
Ongériilmiig Diizeltilmig Analitik Hata
0.4 -0.8109688 -0.8109592 0.0109688 -0.8109601  0.0000009
0.5 -0.8195991 -0.8195903 -0.1804009 -0.8195920  0.0000017

Goruldugu gibi ongorilen dederle dizeltiimis deder virglilden sonra besinci haneye kadar
uymaktadir.

(4.16) ve (4.17) badintilarindaki hata terimleri, bunlardaki besinci tlrevlerin ayni oldugu
varsayilarak birbiriyle karsilastirilirsa gercek dederin 6ngérilen ve dizeltiimis dederler arasinda
olacagi gorulir. Dizeltilmis dederdeki hata da, dizeltiimis dederle 6ngorilmis deder
arasindaki farkin

19/720 191
251/720+19/720 251+19 14.2
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kati civarinda olacaktir.

Ongoriilmis ve dizeltiimis dederler arasindaki fark istenen dogruluktan daha kiiciik ise adim
uzunlugu arttinlarak islem sayisinda tasarruf saglanabilir. Veya aksi durumda adim uzunlugu
azaltihr.

Adams-Multon ydntemi, Runge-Kutta-Fehlberg ve Runge-Kutta ydntemlerine kiyasla iki kat
daha etkindir.

4.6 Yiiksek-dereceden denklemler ve denklem sistemleri

Mihendislikte karsilasilan adi diferansiyel denklemler cogu zaman ylksek derecedendir.
Bolimin basinda verilen Newton kanunu 6rnegdi hatirlanirsa, bu kanunu temsil eden denklem
zaman dediskeni cinsinden dizenlendiginde ikinci dereceden bir adi diferansiyel denklem
sekline gelmisti:

Bu denklemi iki adet birinci dereceden adi-diferansiyel denkleme donustlrerek sayisal
¢6zUmini yapmak mimkidndir. Bunun igin

g _
a

seklinde yeni bir dedisken tanimlanirsa yukaridaki denklem

b _ S

dt  m
sekline gelir. Bdylece ikinci-dereceden olan orijinal denklem yerine birinci-dereceden olan bu
son iki denklem ¢ozlllr. Bu denklemlerin ¢6zimu igin, x, baslangig konumu ve x% baslangig
hizi gibi iki adet baslangic kosuluna ihtiyacg vardir. Béylece dx/dt denkleminin ¢c6zimi x=x, ile
ve dy/dt denkleminin ¢6zimu de y=y,=x" ile baslatilir.

Ikinci bir érnek olmak lzere sekildeki Mar, > X
yay-kutle sistemini ele alalim. 1 kutlesi k;

yayinin kontroli altinda yatay ylzey r(lwx \7:’) > x
LI
K1

Uzerinde silrtinmesiz olarak hareket
etmektedir. r yarigaph tekerlek
seklindeki 2 kitlesi ise k> yayina baghdir.

my

Bu sistemin hareket denklemleri sirasiyla

d? d’
%—0.5m2%+k,x, =0

(m, +0.5m2)

d’x d’x
—0.5m2722+1.5m2dt—21+k2x2 =0

seklinde yazilabilir. Bu denklemler ikinci-dereceden iki adi-diferansiyel denklemli bir denklem
takimi olusturmaktadir. Bu sistemi sayisal yolla ¢dzmek icin dort adet birinci-dereceden adi
diferansiyel denkleme dénuisturilmesi gerekir.
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4.6.1 Birinci-dereceden denklem sistemleri:

Yiksek dereceden denklemler de sonugta birinci dereceden denklem sistemine donuUstirilerek
¢Ozuldigune gore oncelikle birinci-dereceden adi diferansiyel denklem sistemlerinin nasil
gozllecedi lizerinde durmak gerekir. Bunun igin 6rnek olarak

d

L=y1y2+x, YI(O):]

;’x (4.20)
ﬁzXJ’z"‘)’p )’2(0):_1

dx

Denklem sistemini ele alalim. Bu denklem sisteminin x=0.1 deki gercek ¢6zimui y;=0.913936,
y>=-0.909217 olarak bilinmektedir.

4.6.2 Taylor-serisi yontemi:

Yukaridaki 6érnek problemde bu yéntemin uygulanmasi icin y; ve y, fonksiyonlarinin cgesitli
derecelerdeki tlrevlerinin x=0 daki dederlerine ihtiyag vardir.

Y, =Yy, X, ,'(0)=1x(-1)+0=~1
v, =xy,+y,, yz'(0)20><(—])+]:]
RS AURS A y,"(0)=Ix1+(=1)x(-1)+1=3
y,"=y,txy,+y,, y2"(0):—1+0><1—1:—2
V=Y Y Yy Y vy "(0)==7
Y, "=y ey y,"(0)="-

Bdylece

2 7 5 27 124

X X
2 6 24 120 (4.21)

24 120

elde edilir. Bu badintilar kullanilarak x=0.1 deki ¢dzim igin de y;=0.9139 ve y,=-0.9092
bulunur.

Yukaridaki (4.21) bagintilarini elde edebilmek amaciyla x ve y fonksiyonlarinin herhangi bir
derecedeki tirevlerini hesaplarken bu fonksiyonlarin daha diisiik dereceden tlirevlerinin daha
onceden hesaplanmis olmasi gerektigi dikkat cekicidir. Yani birinci tlrevler hesaplanmadan
ikinci tlrevlerin veya Ucglncl dereceye kadar tirevler hesaplanmadan dérdinci dereceden
tlrevlerin hesaplanmasi mimkin degildir.

Taylor-serisi yonteminin hata mertebesi serilerde kag terim alindigina bagh olacaktir.

4.6.3 Euler ongoériicii-diizeltici yontemi:

Bu yoéntemde 6nce her iki denkleme 6ngoérici algoritmasi ve ardindan da duzeltici algoritmasi
uygulanacaktir. Bu asamalar sirasiyla
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Ongori algoritmasi:

Dizeltici algoritmasi , 2 ,
Y2)y T V@)
Y@per =X, +h 2 :
seklindedir.
Y = 0)=1 Y. =V Vo +x, =1x(=1)+0=-1
=0 da 1), (1)( (N =Y (D7 (2)n (

V@), =1+0.1x(=1) Pt} =09

olup 6ngo6ri asamasindan —
V(@) =L H0Ix1 V(@) =709

elde edilir. Elde edilen bu degerler diferansiyel denklemlerde ve diizeltici algoritmalarda sirayla
kullanilarak

y(,l))1+1 = y(l)n+1y(2)n+1 + x’”I = 09 X (_ 09) + 0] = _0' 71

NI 7
y(])n y(l)n+] :]+0,]><¥ RN y(])n+1 =0.9145

ve

Yooy = Xnet¥2)ys + Y1)y, = 0-1% (= 0.9)+0.9145 = 0.8245

Y@y + V) 1+0.8245 —
Yoot =¥@), *h == 0Ix————" > |y, =~0.9083

elde edilir. Burada duzeltici asamasinda y(, . in hesabinda gereken y’;) . hesaplanirken
Y),,, in en son bulunan dazeltilmis dederi kullanilmistir. Duzeltilmis dederleri tekrar tlirev

hesabinda kullanip bir kez daha dulizeltici algoritmalari kullanarak daha iyi dederler elde etmek
mamkdindir:

Vs = V01 ¥ (2)y + Xt =0.9145 x (= 0.9088)+0.1=—0.7311

n+l

+ y( —1-
Y(0)y T V(Wi :]+0,]Xﬂ N Y() =0.9135
— 2 n+1

y(z)m-] =—0.9089
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4.6.4 Runge-Kutta-Fehlberg yontemi:

Burada da y(;) ve y(z icin ardarda dénlsumli olarak yurtttlen bir hesaplama s6z konusudur.
Ayni zamanda her defasinda en son hesaplanan k dederleri kullanilmaktadir. Yani hesaplarda
Ky, Ky, K2),r Ke2),--- seklinde bir sira izlenmektedir.

Ornek problemdeki denklemlerin

dy 1)

7:f(x’ym:y(z)):ymy(z) tX, )’(1)(0)21
dy
d)(cZ) Zg(xr)’(z)rJ’(z))ZXJ’(z) +Ya y(z)(0)=—]

oldugu hatirlanarak Runge-Kutta-Fehlberg yontemindeki k katsayilarina ait formiller

k”)i =h f(xf’y(f)i’y(Z),-):h (y(l),-y(Z),- + f,-)
k(Z)i =h g(xi’y(])l»’y@)i): h (xiY(z),. + V),

seklinde dlizenlenebilir. Burada

Xp =Xy Y, =Y, Y(2); =Y
h k) ki)
X=X Y0, =Yt ey, =Vt
3h Sk, |, ko) ke, ke
x3_x0+?’ y(1)3:y(10 321+ 322 y(2)3:y(2)0 32] 322
R I U YT VR Y ¥ TV
439k, 439k,
Xs=Xgth Y=Yyt Sk, Vs =Yt 575 k.t
8k 8k
(1) )
Xe =Xt Vg =Yy, 2k, V) =Yy =y 2k,

dir. Bu durumda ydntemin besinci dereceden formulasyonu da y(;) ve y( fonksiyonlari igin
sirasiyla

16 6656 28561 9 2
YWois =YW, J{Ekw; +mkw3 +Mkw4 _Ek(w +§k(1)6)

16 6656 28561 9 2
Y21 =V +(E @) +@ 3 +m 2y ‘%k(zu +§ (%j

seklinde yazilabilir. h=0.1 olmak Uzere x=0.1 icin yapilan hesap sonuglar asadidaki tabloda
yer almaktadir.

i x Y Y k) k)

0 0.000000 1.000000 -1.000000

1 0.000000  1.000000  -1.000000  -0.100000  0.100000

2 0.025000 0.975000 -0.975000 -0.092563 0.095063

3 0037500  0.964592  -0.963889  -0.089226  0.092845

4 0.092308 0.919098 -0.915273 -0.074892 0.083461

5 0100000 0912618  -0.908424  -0.072904  0.082178

6 0.050000 0.953911 -0.952579 -0.085868 0.090628
0.1 0.913936 -0.909217
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Bu denklem sisteminin x=0.1 deki tam ¢6zimu daha 6nce de y(;)=0.913936, y=-0.909217
olarak belirtilmis olup, 6ngérici-dizeltici Euler yontemiyle elde edilen sonuglar virgllden sonra
sadece Uuglnclt haneye kadar dodgru iken Runge-Kutta-Fehlberg yontemiyle elde edilen
sonuglarin virgllden sonra besinci haneden bile daha sonrasina kadar dogru oldugu
gorilmektedir.

Runge-Kutta-Fehlberg algoritmasinin bir adiminda elde edilen sonuglar bir sonraki adim igin
baslangic dederini olusturacaktir. Boylece ¢oziimde adim adim ilerlemek mumkandur.
Asadidaki tabloda bu sekilde dort adimda gergeklestirilen islemlerin sonuclari yer almaktadir.

x Y Yay V) Yy
0.000  1.000000  -1.000000  -1.000000  1.000000
0.025 0.975920 -0.927119 -0.975612 0.951529
0.050 0.953611  -0.858218  -0.952399  0.905991

Runge-Kutta-

Fehlberg semasi

0.075 0.932979 -0.792940 -0.930290 0.863207
Adams-Moulton 0.100  0.913937 -0.730967 -0.909217 0.823015
semasi 0.913936 -0.909217

4.6.5 Adams-Moulton yontemi:

Baslangictaki doért adimda hesaplamalar herhangi bir yéntemle yapildiktan sonra Adams-
Moulton ydntemi yine y(;) ve y 2 igin dontisimli islemlerle uygulanabilir.

Ongoriicii asamasi

h
y(l)n+1 = y(1)11 + Z[jjﬂl)n N 59‘}((1)11—] + 37f‘(”n—2 - 9‘f(1)n—3:|

h
y(z)n+1 :y(z)n + 2_4[55f(2)n _59f(2)n—1 + 37f(2)n—2 - 9f(2)n—3]
Duizeltici asamasi

h
y(l)n+1 - y(l)n + 2_4[9f(1)n+1 + ]9J((])n - 5J{(1)n—1 + f(l)n—Z]

h
y(z)rH—l Zy(z)n +Z|:9f‘(2)n+l +19‘f(2)n _5‘f(2)n—1 +f‘(2)n—2:|

Yukaridaki tabloda Runge-Kutta-Fehlberg semasiyla hesaplanmis ilk dért noktadaki dederler
Adams-Moulton semasinda kullanilarak elde edilen sonuglar gérilmektedir.

4.7 Sinir deger problemleri

Daha 6nce de gorulduga gibi ikinci dereceden bir adi diferansiyel denklemin veya birinci-
dereceden iki adi-diferansiyel denklemli bir sistemin ¢éztimu igin iki sinir kosuluna gereksinim
vardir. Simdiye kadarki biitiin 6érneklerde bu kosullar baslangicta verildi. Bu problemler sinir
kosullarinin baslangic noktasinda verilmesi nedeniyle “baslangic deder problemi” olarak
adlandirildi. Bazi hallerde sinir kosullarinin bir kismi baslangic noktasinda verilirken kalan kismi
baska noktada (codu zaman diger sinirda) verilir. Bu tip problemlere de “sinir deger problemi”
adi verilir.

Bu paragrafta sinir deder problemlerinin nasil () 0 ()
¢cOzllebilecedi izah edilecektir. Bu amagla sekilde |

goOsterilen Uniform kesit dadilimina sahip gubuk ) X ;‘?ix el
Gzerinde bir uctan diger uca dodgru isi iletimi x=0

problemi ele alinacaktir. Cubugun cevresinin isi
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icin izole edildigi varsayllmaktadir. Cubugun sol ucundan x kadar uzakhkta dx genisligindeki bir
cubuk elemanini dikkate alarak cubuk boyunca herhangi bir noktadaki sicakhigi verecek bir
denklem cikartilabilir.

Bilindigi gibi 1s1 iletimi

- kesit alanina A - [ m2]
- malzemenin isil iletkenlik 6zelligine k - [cal/s.m?2]
- sicaklk gradyantina dT/dx - [°C/m]

bagh belli bir hizla (cal/s) gerceklesir. dx genisligindeki cubuk elemanina giren isinin iletim hizi
icin

g 9
dx

yazilabilir. Buradaki eksi isareti, dT/dx tirevi x yoninde sicaklk artisini belirtirken isinin sicak
ortamdan daha soguk ortama dogru akisiyla ilgilidir.

Eleman terk eden isi igin de yukaridakine benzer bir ifade yazilabilir. Bu kez sicaklik gradyanti
x+dx kesitinde belirtilecektir.

gl 9L, 4 (4T
dx dx \ dx

Buradaki ikinci terim sicaklik gradyantinin x kesitinden x+dx kesitine gelinceye kadarki
degisimini belirtmektedir.

Cubuk elemanina x ve x+dx deki dik kesitler haricinde bir 1s1 ilave edilmedikce (veya
cikartilmadikga) bu kesitlerden giren ve gikan isilarin esit olmasi gerekir. (Aksi halde sicakhgin
zamanla dedismesi gerekir ki bu érnekteki isi iletimi olayinin zamandan bagimsiz oldugu kabul
edilmektedir).

g AT 9T 4 (4T
dx dx  dx \ dx

Bu denklem dizenlenerek

=0 - k#0, A=#0 -

sekline gelir. Bu ikinci-dereceden adi-diferansiyel denklemin ¢ézimu kolaylikla
T=ax+b

seklinde elde edilebilir. Bdylece gubuk boyunca sicakligin sol ucgtaki bir 7, degerinden sag uctaki
bir Tz degerine kadar lineer olarak degistigi gorilmektedir.

Sayet cubuk elemani gevresel ylizeyinden de isi kaybetseydi, birim alan basina birim zamanda
kaybedilen 1s1 Q [cal/m2s] olmak Uzere bu isI, gubuk elemaninin iki dik ytziinden giren ve gikan
isilar arasindaki farka esit olacakti:
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—kAﬂz—kA £+i d—T dx |+ QOpdx
dx dx dx\ dx

Burada p elemanin gevre uzunlugunu belirtmektedir. (Q buyukligd cubudun sicaklhidiyla cevre
sicaklik arasindaki farka da bagh olabilir. Ancak bu husus ihmal edilmistir).

Bu denklem diizenlenerek

d’T _Qp
dx’ kA

(4.24)

elde edilir. Bu denklemdeki Q blyukligu x in fonksiyonu olabilir ki bu durumda denklem daha
komplike hale gelmektedir.

Problemi daha da zorlastiracak baska hususlar da olabilir ki bunlardan birisi cubugun kesit

alaninin x boyunca degismesi, bir digeri k blyukliginin x boyunca malzeme dedisimine bagl
olarak degismesidir. Kesit degisimi halinde gubuk elemanini terk eden isi

k[ A+ A'dx][T "+ T ]
seklinde yazilabilir. Bu ifade isi iletimi denkleminde kullanilarak
kAT "dx+kA'T"dx+kA'T"dx’ = Opdx
veya ikinci mertebeden olan tglncl terim ihmal edilerek
kAT "+ kA'T'=QOp (4.25)
Isil iletkenlik katsayisinin k(x) seklinde dedismesi halinde bu denklem
kAT"+(kA'+k'A)T'=Qp (4.26)
sekline gelir.

Sayet cubugun cevresel ylizeyinden olusan isi kaybi, cubukla cevre arasindaki sicaklik farkiyla
0=4q(T-T,)
seklinde dogru orantili ise bu kez 1si iletimi denklemi icin
kAT"+(kA'+k'A)T'—q'pT:—q-pTS (4.27)
elde edilir.

Bu bdlimde vyukarida orneklenen tipteki denklemlerin ¢6zimid icin iki farkli teknik
incelenecektir.

4.7.1 Shooting yontemi:

(4.27) denklemini tekrar

2
2{+BCZZ—T+CT:D (4.28)
X X
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seklinde yazalim. Buradaki A, B, C ve D katsayilari aslinda yukaridaki isi problemleri igin x
degiskeninin fonksiyonu olup bu bagimlilik nedeniyle denklemin ¢6zimunU zorlastirmaktadirlar.
Bu katsayilar T sicakhdinin da fonksiyonu olabilirler.

(4.28) denkleminin ¢6zimu icin iki sinir kosuluna ihtiyag vardir. Sayet T ve T’ nlin dederleri x
in baslangic noktasinda verilirse bir baslangic dedger problemi s6z konusu olur. Buradaki
ornekte ise T nin iki dederi, bir sinir deger problemi teskil etmek lzere farkh iki x konumunda
verilecektir. Burada, baslangic deder problemini ¢ézmek icin kullanilan prosedirin sinir deder
problemine nasil adapte edilebilecegi izah edilecektir i aslinda izlenen yol basittir.

T sicakhdinin dederlerinin x=a ve x=b gibi farkl iki noktada bilindigini varsayalim. Problemin
bir baslangic deder problemi olmasi igin x=a noktasinda T’ dederinin de bilinmesi gerekir. T’
nin bu noktadaki dederi bilinmemekle birlikte tam dogru olmasa da tahmini yaklasik bir deger,
problemin genel bilgilerine dayanarak segcilebilir. Hatta buna imkan yoksa rastgele bir secimle
problemin ¢d6zimine girismek mumkindir. Bu sekilde olusturulan baslangic deder problemi
bilinen tekniklerden birisiyle ¢ozllerek x=b de hesaplanan T dederinin verilen dederle ayni olup
olmadidina bakilir. Hesaplanan degerin verilen dederden az veya cok olmasina bagli olarak x=a
daki T’ egimi degistirilerek ayni islemler verilen dedere yaklasilincaya kadar iteratif bicimde
tekrarlanir.

Ornek:

T"—(l—%)T=x, (=2, T3)=-I

sinir deger problemini Runge-Kutta-Fehlberg yéntemini ve shooting teknigini birlikte kullanarak
¢6zindz.

Verilen denklem ikinci dereceden olup 6ncelikle

T =T,
= X
T’:Tj T,':T":(]—EjTo+x

dedgisken donusumuyle bu denklemi birinci dereceden iki adi-diferansiyel denkleme
donlstirmek gereklidir. Ayrica verilen sinir sartlarina gére T(x) fonksiyonun giderek azaldigini
dikkate alarak baslangi¢ noktasindaki tiirevi icin T(1)=-1.5 gibi bir tahminde bulunabiliriz.

Bu ilk tahminle, Runge-Kutta-Fehlberg yontemi kullanilarak yapilmis hesap sonuglari asagidaki
tabloda yer almaktadir. Goruldiga gibi 7(3) icin hesaplanan deder sinir kosulunda verilen
degerden farkhdir.

T'(1)= -1.5 -3.0 -3.4950

X T T T T T T
1.0 1.0000  -1.5000  1.0000  -3.0000  1.0000  -3.4950
1.2 1.7514  -0.9886  1.4498  -2.5118  1.3503  -3.0145
1.4 1.6043  -0.4814  0.9921  -2.0719  0.7900  -2.5967
1.6 1.5597  0.0389  0.6192  -1.6598  0.3088  -2.2204
1.8 1.6218  0.5876  0.3275  -1.2580  -0.0997  -1.8671
2.0 1.7976  1.1783  0.1163  -0.8512  -0.4385  -1.5209
2.2 2.0967  1.8227  -0.0118  -0.4259  -0.7076  -1.1679
2.4 2.5309 25310  -0.0520  0.0299  -0.9043  -0.7955
2.6 3.1139  3.3116  0.0029  0.5266  -1.0237  -0.3925
2.8 3.8608  4.1706  0.1620  1.0732  -1.0586  0.0511
3.0 47876 51119 04360  1.6773  -1.0000  0.5439
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Ikinci tahmin olarak secilen T/(1)=-3 dedgeri ile yapilan hesap sonuglari da ayni tabloda yer
almakta olup, gorildiga gibi T(3) dederi halen verilen degerden farkhdir. Elde edilen
sonuglardan interpolasyonla Ggincl bir tahminde bulunmak mimkindidr. Nitekim

T'(H,-T'U

T'(1), =T'(I), +#T((3))I[T(3)3 ~T(3),] T(1)s
2 1 T’(1)2

seklinde elde edilen GglUnci tahmini dederle (1)

yapilan hesaplama sonuglar da tabloda

yerlestirilmis  olup, gortldigu gibi T(3)=-1

seklinde istenilen sinir kosulu saglanmistir.

T(3); 7(3); T(3)5=- 1

Sonucun bu sekilde ilk iki tahmin sonuglarindan interpolasyon yaparak cok hizli bir bigimde
elde edilmesi bir rastlanti dedildir. Aslinda verilen denklem lineer bir denklem olup, lineer
denklemlerin shooting ydntemiyle aranan tam ¢éztimleri, kesme ve yuvarlatma hatalan harig,
iki tahmin sonuglarinin lineer bir kombinasyonudur.

Ornek:

T"—(I—%)TT':x, (=2, T3)=-I

sinir deger problemini Runge-Kutta-Fehlberg yéntemini ve shooting teknigini birlikte kullanarak
¢6zinuz.

Bu kez denklemdeki T’ tirevinin onindeki katsayida T biyikligu yer almakta olup bu nedenle
denklem non-lineerdir. C6zUm igin yapilan hesaplama sonuglar asadidaki tabloda vyer
almaktadir.

T'(1) T (3) X T T'
-1.5000  -0.0282 1.0000 1.0000 -3.4950
-3.0000  -2.0705 1.2000 1.5652 -2.4130
-2.2137  -1.2719 1.4000 1.0459 -2.6438
-1.9460  -0.8932 1.6000 0.5138 -2.6352
-2.0215  -1.0080 1.8000 0.0082 -2.3832
-2.0162  -1.0002 2.0000 -0.4272  -1.9472
-2.0161 -1.0000 2.2000 -0.7640  -1.4110

2.4000 -0.9896  -0.8441
2.6000 -1.1022  -0.2848
2.8000 -1.1048 0.2569
3.0000 -1.0000 0.7909

Soldaki sutunlarda 77(1) igin kullanilan tahmin dederleri ve T(3) icin hesaplanan degerler yer
almaktadir. ilk iki tahmin keyfi secilmis, sonraki tahminler ise énceki drnekte oldugu gibi lineer
interpolasyonla hesaplanmistir. Goéruldugla gibi iterasyon bu kez Gic adimda yakinsamamistir.
Ancak yedinci tahmin dederiyle T(3) sinir sarti saglanabilmistir. Bunun nedeni denklemin non-
lineer olusudur. Saddaki situnlarda dis sinir sarti sadlandiktan sonraki dodru ¢6zim
gorulmektedir.

4.7.2 Sonlu farklar yardimiyla ¢oziim:

Sinir deder problemlerini ¢dzmenin bir diger yolu da tlrevlerin sonlu fark yaklasimlarini
kullanarak denklemleri ayriklastirmak suretiyle ¢ézmektir. Bu ydntem bazan shooting
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yOntemine tercih edilir. Ancak ydntem lineer denklemler igin kullanilir. Yontemin non-lineer
denklemler icin kullaniimaya calisilmasi halinde ayriklastiriimis non-lineer denklemler ortaya
¢ikar ki bunlarin ¢6zimua de hayli giglik yaratir.

Ornek:

T"—(]—%szx, (=2, T3)=-I

sinir deger problemini, tiirevierde merkezi sonlu-fark acilimlarini kullanarak ¢éziniiz.

Co6zUm icin x=1 ile x=3 sinir noktalar arasindaki ¢6zim havzasini dort esit araliga bolelim. Bu
durumda dugum noktalarn xy,=1.0, x;=1.5, x,=2.0, x3=2.5 ve x4,=3.0 olacaktir. Sinir
noktalarinda fonksiyonun ¢6zimi verilmis olup ic digim noktalarindaki fonksiyon degerlerinin
¢6zUmi verilen diferansiyel denklem yardimiyla yapilacaktir.

Herhangi bir f(x) fonksiyonunun bir x; digim noktasi civarindaki ikinci dereceden tlirevinin
merkezi-sonlu-fark agilimi

dzf :ﬁ—1_2fi+f;+1
dx’ h’

seklinde olup, problemde verilen denklem x;, x> ve x3 noktalarinda ayriklastirilarak yazilirsa
sirasiyla

T, -2T,+T
Xx; noktasinda Lozeli -7 —x
h2 5 1 1
T,-2T,+T
X, noktasinda LV Anbit B N [ PEET 1 AR
h? 5)° 77
T,-2T, +T
x3 noktasinda Z—W—(l—x—qﬂ =x,
h 5

Ti—1_2Ti+Ti+1 _( —%JT. =x

yazilabilir. Veya T; bilinmeyenlerine gore diizenlenerek
T, —[2+h2(z—%ﬂn +T,, =h’x,, =123

sekline getirilebilir. Segilen digum noktasi koordinatlari kullanilarak denklemlerin katsayilari
hesaplanirsa

T,—-2.175T, +T, =0.375
T, -2.150T, +T, =0.5
T,—2.125T,+T, = 0.625

To=2 ve T,=-1 sinir degerleri yerlestirilerek
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~2.175T,+T, =—1.625
T, —2.150T,+T, =0.5
T,-2.125T, =1625

veya matris bigimde diizenlenerek

—-2.175 1 T, —-1.625
1 —-2.150 1 T,r=< 0.5
1 -2.125| |T, 1.625
Ug-diyagonalli denklem sistemi elde edilir. C6zUm havzasinin daha c¢ok sayida aralida

boélimmesi halinde benzeri bir Ug-diyagonalli denklem sistemi daha fazla sayida denklem
icermek kaydiyla elde edilir.
Bu denklem sisteminin ¢ozimlu T7;=0.552, x,=-0.424, x3=-0.964 olarak elde edilebilir.

Ayni problemin h=0.2 icin elde edilen ¢d6zimi asagidaki tabloda sunulmustur.

X 1.0 1.2 1.4 1.6 1.8 2.0 2.2 2.4 2.6 2.8 3.0
SF 2.0000 1.3513 0.7918 0.3110 -0.0974 -0.4362 -0.7055 -0.9025 -1.0224 -1.0579 -1.0000
RKF | 20000 1.3503 0.7900 0.3088 -0.0997 -0.4385 -0.7076 -0.9043 -1.0237 -1.0586 -1.0000

Ayni tabloya karsilastirma amaciyla Runge-Kutta-Fehlberg yoénteminin sonuglan da

konulmustur. Gérulduga gibi sonuglar birbirine hayli yakindir.
Ornek:

T"=T, T(1)=1.17520, T(3)=10.01787

sinir deger problemini, sonlu-fark yéntemiyle ¢éziiniiz. Sonuglari shooting yéntemi sonuclariyla
karsilastiriniz..
Sonlu fark denklemi T, —(2+h2)T,. +T,, =0

Olup, h=1; 0.5; 0.25 icin sonlu fark ve shooting yodntemleriyle yapilan ¢d6zim sonuglari
asadidaki tabloda sunulmustur. Denklemin analitik ¢6zUmU T(x)=sinh(x) olup buna ait degerler
ikinci stitunda verilmistir. Tablonun en altinda ise x=2 noktasindaki hatalara yer verilmistir. Bu
noktadaki hata verilen araliktaki maksimum hatadir.

h= 0.25 h= 0.50 h= 1.00

X Analitik Shooting ~ Sonlu fark | Shooting ~ Sonlu fark | Shooting  Sonlu fark
1.00 1.17520 1.17520 1.17520 1.17520 1.17520 1.17520 1.17520
1.25 1.60192 1.60192 1.60432
1.50 2.12928 2.12928 2.13372 2.12931 2.14670
1.75 2.79041 2.79041 2.79647
2.00 3.62686 3.62686 3.63400 3.62691 3.65488 3.62814 3.73102
2.25 4.69117 4.69117 4.69866
2.50 6.05020 6.05020 6.05698 6.05025 6.07678
2.75 7.78935 7.78935 7.79387
3.00 10.01787 | 10.01787  10.01787 | 10.01787  10.01787 | 10.01787  10.01787

x=2 de hata 0.00000 -0.00714 -0.00005  -0.02802 -0.00128  -0.10416
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Goruldugu gibi shooting yontemi ayni aralik sayisinda sonlu fark yontemine gore 80 ila 500 kat
daha az hata vermektedir. Sonlu fark yéntemi adim uzunlugu yariya indirildiginde 4 kat daha
az hatali sonug vermektedir.
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