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B6lUm 1- Lineer denklem takimlarinin ¢éziim yéntemleri 1

1.1 Giris

Mlhendislik problemlerinin sayisal yontemlerinin ¢6zimiinde cogu zaman problem bir lineer
denklem takiminin ¢ézimu problemine indirgenir ve bu denklem takiminin uygun ve hizl bir
yontemle ¢6zimi s6z konusu olur. Lineer denklem takimlari bu amagla matris formda
yazilarak ¢oziilmeye calisilir.

Bu bélimde 6nce matrislerle ilgili bazi hatirlatmalar yapilarak matrislerin tiplerinden ve matris
islemlerinden kisaca bahsedilecektir.

Daha sonra lineer denklem takimlarinin ¢ézimiinde kullanilan sayisal ydntemlere yer
verilecektir.
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B6lUm 1- Lineer denklem takimlarinin ¢éziim yéntemleri

1.2 Matrisler

1.2.1 Matris tipleri

[ a]] a!Z a13 a]j aIN ]
aZ[ aZZ a23 aZ/ aZN
. a31 a32 a33 a3/ a3N
(MxN) boyutlarindaki A=[4]= [a ]:
dikdortgensel matris v
ai] azZ a[_? a[j azN
_aMI aM2 aM3 aM/ aMN_
_a11 a12 a13 aI] aIN_
a2l aZZ a23 aZ/ aZN
Kare matris s Ay Ay as; sy
(M=N) olan matris a, a, a, a, eay,
_aNI aNZ aN3 aN/ aNN_
fa, 0 0 ]
0 «a, 0 0 0
0 «a;
Késegen (Diyagonal) matris Dy = [a"5"l']:
0o 0 0 a; 0
Kdsegen disinda bitin elemanlan
sifir olan kare matris 0 0 0 - 0 - ay
1 i=j ise
NOT: o, = i Kronecker deltasi
0 i+#j ise
[ 1 0 0 0]
0 0
Birim matris 0O 0 I - 0 - 0
_ .. Iy = [81';']:
Batin késegen elemanlar 1 olan ‘
kbésegen matris 0 0 0 1 0
L0 0 0 0 1]
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B6lUm 1- Lineer denklem takimlarinin ¢éziim yéntemleri

b 0 0 0 0
. 0 b 0 0 0
Skalar matris
0 0 b 0 0
Blatin késegen elemanlari bir [b§if]:
skaler buylklige esit olan 0O 0 0 - b - 0
késegen matris
10 0 0 0 b |
[0 0 o0 0 0]
0 0 0 0 0
Sifir matrisi 0o 0 0 - 0 - 0
- . 0=
Batdn elemanlan sifira esit olan
matris 0 0 0 0 0
10 0 0 0 0 |
Bol Sifirli matris Cogu elemani sifira esit olan matris
-a11 a]z a13 “ee oo “ee aIN_
Simetrik matris a, a, a, a,y
a a a a
Késegene gore simetrik konumlu peomE Ty W
elemanlarn ayni olan kare matris
a; =a;
_alN aZN a3N aNN
[ a a a a i
Carpik simetrik matris ! " s w
al2 aZZ a23 aZN
Kbésegene goére simetrik konumlu a5 T4y dg sy
elemanlan zit isaretle ayni olan
kare matris
a[j = —aﬂ
__aJN _aZN _ajN e e Y aNN |
_a[[ al2 al3 al_; aIN_
.. 0 a22 a23 aZj aZN
Ust-iicgensel matris 0 0 a; - oa, a,y
U =
Kdsegen altindaki bitin
elemanlari sifir olan kare matris 0 0 L
0 0 0 0 a
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B6lUm 1- Lineer denklem takimlarinin ¢éziim yéntemleri

fa, 0 0 0 0 ]
a,, a4 0 0
Alt-licgensel matris a;, a;, a; 0 0
L=
Kdsegen ustindeki bitin elemanlar sifir
olan kare matris I 0
L9v:  9y2  Ans ay; any
Satir matrisi veya Satir vektorii
[al a, aN]
Tek satirdan ibaret olan matris (IxN)
a;
Siitun matrisi veya Siitun vektorii a,
Tek stturdan ibaret olan matris (Nx1)
ay
1 0 0
Birim vektorii 0, 1, 0
0 0 1
_aH a, a, 0 0 0]
aZ[ aZZ a23 a24 0 0 0
Bant matrisi a, a, a, a, a, 0
0 a a a a a 0
Kosegen civarindaki bir bant disinda kalan vooTe T e e
bitiin elemanlar sifir olan kare matris 0 0 ay a;, a5 a; ay
0 0 0 a64 a65 a66 a67
| 0 0 0 0 a,; a, a,|

a, a, 0 0 0 0 0
.. ) ) ) a, a, ay 0 0 0
Uc-diyagonalli matris

0 a,, a,; a, 0 0 0
Késegeniyle altindaki ve (istiindeki komsu 0 0 a,; a, a; 0 0
elemanlan disinda kalan bitiin elemanlari 0 0 0 a, a; a, 0
sifir olan bant matris

0 0 0 0 a,; ay  ag

0o 0 0 0 0 a, a,|
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B6lUm 1- Lineer denklem takimlarinin ¢éziim yéntemleri 5

1.2.2 Matris islemleri

- Ancak ayni boyutlardaki iki matris toplanabilir ve gikartilabilir.
Toplama ve ¢ikartmada matrislerin sirasinin bir 6nemi yoktur.
- Ayni boyutlardaki iki matris ancak karsilikli elemanlari ayni ise birbirine esittir.

Matrislerin carpmasi

- Iki matrisin carpma isleminde A (nxm) ve B (mxr) ise A.B carpimi
matrislerin sirasi ve boyutlari 6nemlidir. mimkdinddr.

Carpma yapilabilmesi icin birinci matrisin N
sutun sayisinin ikinci _matrlsm satir [a;].[bs1=[c;] ¢y :Zaikbkj
sayisina esit olmasi gereklidir. k=1

Matrislerin carpmadaki sirasi degistiginde
A.B=B.A

genel olarak ¢arpim sonucu ayni olmaz

- Bir matrisin bir skalerle carpimi,

matrisin herbir elemaninin bu skalerle k.A=C ;=K. aj

¢arpimi anlamina gelir.

b]
b
- Vektorlerin skaler carpimi [a, a, - ay]-{ 7 t=lab, +a,b, +---+ayby]
bN
a; ab, ab, - aby
- Vektorlerin dis carpimi a ab,  a,b, - a,b
2 21 2¥2 2¥YN
[b1 b, bN]:
(outer product)
ay ayb, ayb, ayby
Matrisin transpozesi
MatrISIn tranSpOZGSI aynl a]] a12 a]N a]] a21 aN]
diyagonal elemanini iceren a a,, - a a a a
satir elemanlariyla situn E N - A= N
elemanlarinin yerleri
degistirilerek elde edilir. Ay, Ay, o+ dyy a;y A,y v Ayy
Matrisi transpozesinin transpozesi T
matrisin kendisine esittir. (A7) =A
Matrisin izi (Trace)
N
Diyagonal elemanlarinin toplamidir Tr(A)zZa”.
i=1
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B6lUm 1- Lineer denklem takimlarinin ¢éziim yéntemleri 6

Matrisin mindrleri

Bir kare matrisin herhangi bir a; elemaninin minéri, bu elemanin lzerinde yer aldigi i ‘inci
satirdaki ve j ‘inci stitundaki bitin elemanlar cikartildiktan sonra kalan matrisin determinanti
olarak tanimlanir.

r 7 T S ) 7

a; ap a; aN
as Ay =0 4y Arjpr 0 Aoy

a; Aap a,; ary
A= M =\a,_;; @i > v G| G 0 iy

a;; 4 a; aiy
Aivrg gz 0 Qiypjg | Qivgjer 0 AN

| 9Nn1 Qw2 ay; AN |

ayg Ay, 0 Ay Anjvr 7 QNN

Matrisin kofaktérleri

Bir kare matrisin herhangi bir a; elemaninin kofaktéri, bu elemanin minérinin (-1)™* ile
carpimi olarak tanimlanir.

Matrisin determinanti

Bir matrisin determinanti herhangi bir satirindaki veya herhangi bir sGtinundaki butin
elemanlarin kofaktérleriyle carpimlarinin toplami olarak tanimlanir.

a;  ap 4p o 4y ajp o agy
A R S 5 )
as dsz  ds; as; as; asn
N P "
—[41= - _ )itk _ Ve
detA=[A]=|a; a5, a; a; a, ay =X ayMy (- 1™ =X a,M;(-1)
i=1 =1
djr 42 43 aji a a;n
dy; Ay Qyz 0 Ay o Ay o dyy

Matrisin 6zdegerleri ve 6zvektérleri

Bir matrisin 6zdederleri karakteristik polinomunun koékleri olarak tanimlanir.

a; -4 ap ay
. . a;; a, =4 arn
Karakteristik polinom p.(A)=det(d-A1)=|4-11|=
Ay Ay, Ay — A
Ozdegerler pa(A) = 0 esitligini saglayan (4, i=1,2,...N) kokleri
Ozvektdrler Aw = 2w esitligini saglayan {w;} vektorleri
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B6lUm 1- Lineer denklem takimlarinin ¢éziim yéntemleri

Matrisin tersi

Bir A matrisinin tersi

A.B =1, esitligini saglayan B matrisidir.

Bir matrisin tersi, bu matristen olusturulan ek matrisin bu matrisin determinantina bélimiu ile

elde edilir.

Burada gecen ek matris

transpozesidir.

Ornek

Kofaktorler matrisi

Ek matris

Matrisin determinanti

Ters matris

Kontrol

ise matrisin elemanlarinin kofaktdrlerinde olusturulan matrisin

I 3 3
A=|1 4 3
1 3 4
"43 ‘13”14'
3 4 1 4 |1 3 ;1
3 3 |1 3 I 3
K=|- - =\-3 1 0
3 4 |1 4 1 3 0
3 3 1 3 |1 3 -
4 3 13 |4
7 -3 -3
E=\-1 1 0
-1 0 1
I 3 3
4 3 I3 3 |3 3
det(A)=|1 4 3|=1I —1 +1 =7-3-3=1]
3 4 13 4 |4 3
1 3 4
7 -3 -3
Al=-1 1 0
-1 0 1
1 3 3|17 =3 =31 11 0 0
A4 =1 4 3|-|-1 1 0 |=|0 1 0|=1I,
1 3 4||-1 0 1 0 0 1
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B6lUm 1- Lineer denklem takimlarinin ¢éziim yéntemleri 8

1.3. Lineer denklem takimlarinin sayisal ¢oziimii

Bir lineer denklem takimini genel olarak

A X, +a,x, +a,x; -+a,x; -4 X5 o +ax, = bl
AyX; +AX, +AuX; r+A,X; - +0,X; - +a, X, = bz
AX,; FA5X, +ApX; o+ a;X; -0 X5 - +adg X, = b,

_ 1.1
ail‘xl +ai2x2 +ai3x3 +aiix3 +aijx3 +aiNxN - bi ( )
a;x,+a,x,+a;x, +ta,x, +a,;x; ta,x, = bj
Ay X, Ay X, +A X, A X, o +Ay X, o +a, X, = by,

veya matris formda

a,; 4a, a;z - a, - a; ay X, b]
A, Gy, Ay ot Ay o Ay gy X, b,
Az Az dg ottt dy ottt dgp o gy X3 b,
a, 4;; a; a; a, Ay |-9X, 1 =19b, (1.2)
a4 ap A a; a; Gw | | % b,
[Av1 Gyy Gy, a y; ay Ay | Xy b,

seklinde ifade etmek mimkuinddr.
Lineer denklem takimlarinin sayisal ¢c6ziimlenmesinde kullanilan yéntemleri

-Eliminasyon Yontemleri:

- Iteratif Yontemler:

olarak siniflandirmak mumkudndar.

Eliminasyon yontemlerinde en ¢ok bilinen birisi “Gauss eliminasyon yéntemi* ve turevleridir. Bu
yontemlerde bazen pivot uygulamalarina gerek duyulur. Bir diger grup etkin eliminasyon
yontemi "“LU ayristirma ydéntemleri® olarak bilinir.

Blyuk lineer denklem takimlari igin genel olarak iteratif yontemler tercih edilir. Bunlar arasinda
“Jacobi basit iterasyon ybéntemi”, Gauss-Seidel iterasyon ybntemi” ve “Ardarda asiri gevsetme
(Succesive Over Relaxation — SOR) yéntemi sayilabilir.

Katsayilar matrisinin bir bant matrisi olmasi ve blok bant matrisi olmasi gibi durumlarda daha
0zel yontemler gerekmektedir. Ornedin (c¢-diyagonalli bant matrisler halinde “Thomas
yontemi"” tercih edilmektedir.
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B6lUm 1- Lineer denklem takimlarinin ¢éziim yéntemleri

1.3.1- Gauss eliminasyon yontemi

Gauss-eliminasyon ydontemi dolu ve diyagonal elemanlari baskin olan matrislerin ¢6zimd igin

uygun bir yéntemdir. Iki asamalidir:

- Ust-iicgensellestirme asamasi

Lineer denklem sistemindeki denklemlerden herhangi birinin iki tarafinin sifirdan farkli bir
sayiyla béliinmesi veya carpiimasi denklemi dedistirmez. Yine bu denklemlerden ikisinin

birbiriyle toplanmasi veya cikartiimasi lineer denklem takiminin ¢ézimini degistirmez.

Buna gore (1.1a) denklem sistemindeki birinci denklemin her iki tarafi a;; ile bélindikten

sonra siraslyla

a,; ile carpilip ikinci denklemden cikartilarak

- as; ile carpilip Gglnci denklemden cikartilarak

denklem sistemi matris formda

M) (1) (1) (1) (1)
a a, a; e ay Ay
(2) (2) (2) (2)
0 a,’ dy oAy 4y,
(2) (2) (2) (2)
0 as, as; o4y oAy
(2) (2) (2) (2)
0 a;, a;; a; az/‘
(2) (2) (2) (2)
0 ajy aj aj aj
(2) (2) (2) (2)
L 0 Ay, Qy; a i a
sekline getirilebilir. Burada
(1) _
a; =4y
(1) =1,2
a® = q_ 4w J =
i i (1) il
11
(1)
(2) _ 1.(1) 1 (1)
bi _bi Ty Y
a

ay; ile carpilip N ‘inci denklemden gikartilarak

a(”_

IN
(2)
asrn

(2)
a3N

(2)
aiN

(2)
@y

(2)

’

X, bf”
X, b!”
X, b¢”
x, r=19b7
(2)
X, bj
xy) (6§
i=23,..N

(1.3)

Benzeri islemler ikinci denklem ile sonraki denklemler arasinda tekrarlanarak (1.3.3) denklem

sistemi
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B6lUm 1- Lineer denklem takimlarinin ¢éziim yéntemleri

) (1) )
a;; 4ap a4
(2) (2)

0 ayy aj

0 0 a

0 0 dY

0 0 af

0 0 af)

sekline getirilebilir. Burada da

(2)
(3) (2) 2J
a.”’ =a; ———
ij ij (2)
ay

b(Z)
b(3)=b(2)_ 2., (2)
; ;

i

(2)
an

%) )
a]i e a]j
) )
aZi e aZj
3 3
sz’ o a4gy
3 3
a[[. aij
3 3
aji aj
3 3
aNi cee aN/

a? o, j=23,.

i2

i2

)]

an
(2)
azy
(3)
aszy

(3
aiy

3)
a;N

3
ann

...N

’

X, bt
X, 3%
x5 by
X; b
(3)

X; b;
xy] by

i=34,..N

10

(1.4)

Bu islemler sondan bir 6nceki denklem ile sonuncu denklem arasinda gergeklestirilinceye kadar

tekrar edilecektir.

Tekrarlanan bu islemler genellestirmek amaciyla herhangi bir k ‘inci asamada yazilirsa denklem

sistemi matris formda

[ (1) (1)
Cl” a]Z
0 agj)
0 0
(k1)
0 0 ak—I,k—J
(k)
0 0 0 a,
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
sekline gelir. Burada
(k)
a1 = g0 _ G a®
ij i (k) i ’
A
(k)
plk) — pk) _ by )
i i a® ik
kk

dir.

(k) (k)
Aiger a

(k+1) (k+1)
aik+] aij

(k+1) (k+1)
A Njev1 ay;
j=kk+1,..N

(1)
a]N
(2)
aZN
(3)
a3N

(k)
Ay

(k+1)

alN

(k+1)
aNN

b
b
b

(k)
b

(k+1)
b.f

(k+1)
bN

; i=k+1Lk+2,...N

(1.5)

; k=12,,.N -1

Bltln tekrar asamalarindan sonra denklem sistemi, katsayilar matrisi Gst-liggensel bir matris

halini alarak
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B6lUm 1- Lineer denklem takimlarinin ¢éziim yéntemleri 11

(1) (1) (1) (1) (1) (1) (1)
a; 4, 4a; o ay eoags o Ay X b/
(2) (2) (2) (2) (2) (2)
0 ay ay - ay - a, v Gy X, b,
(3) (3) (3) (3) (3)
0 0 a33 con a3i oo a3j e a3N x3 b3
(i) (i) ... (i) . = (i) 1.6
0 0 0 al al al) |-9x, p=1 b (1.6)
. (J) (7)
0 0 0 0 a; asy X; b
(N-1) (N-1)
| 0 0 0 0 0 Ay ] Xy bN

sekline gelir.

- Geri siiplirme asamasi

Katsayilar matrisi Ust-liggensel hale getirilen denklem sisteminin ¢6zimu en son bilinmeyenden
baslanarak geriye dogru gergeklestirilir.

Bu islemler sirasinda indislerin karismamasi icin denklem sistemini, katsayilarina yeni isim
vererek

d11x1+d12x2+d13x3 +d1ix[ +d1jxj et d]N—IxN—J + dJNxN = ¢
dyX,+d,x; - +d,x, - +d2j'xj ot dyy Xy, T odyxy = e,
dyx; - +dyx; - +d3jxj et d}N—[xN—I + dyxy = e
d,x, +d,.jxj + dy xy, + dyx, = e (1.7)
"+dN-/,N-/xN-1 +dN—1,NxN = €y
+ dNNxN = eN

seklinde yazalim. Buna gore sonuncu bilinmeyen en son denklemden kolaylikla

XN:

dNN

ve sondan bir 6nceki bilinmeyen de bir dnceki denklem kullanilarak

seklinde hesaplanabilir. Bu islemler birinci denklemden birinci bilinmeyen bulununcaya kadar
tekrar edilir. Genellestirme amaciyla geri-siiplirme igsleminin herhangi bir j ‘inci asamasi igin
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B6lUm 1- Lineer denklem takimlarinin ¢éziim yéntemleri

Gauss-Eliminasyon yonteminin bilgisayar uyqulamasi

12

Bilgisayar uygulamasinda lineer denklem takiminin katsayilar matrisi bir kare matris yerine
sttun sayisi satir sayisindan bir fazla olan bir dikdortgensel matris seklinde tanimlanip sag
taraf vektori de bu matrisin en son sitununa yerlestirilerek batin islemler bu matris tzerinde

yapilabilir.
Ay A Qi Ay Ayt Ay Ay
Ay Gy Ay 0 Gyt Ay Aoy Ay
Az Az Az o0 Ayttt Ayttt gy Ay
a[[ a[Z aij’ ai[ al/ a[N aiN+]
a_// aj? aj3 a; a; an Ay
|9y1 Qny Qy; 0 Ay Ay 7 Ay Ay |

(1.8)

Sayet katsayillar matrisinin bir baska amacg icin aynen saklanmasi gerekiyorsa bir baska

matriste yedeklenmesinde yarar vardir.

Bu durumda Ust-liggensellestirme agsamasinin k ‘inci adiminda katsayilar matrisi

gerekli bilgisayar algoritmalari

P« a, /ay

;o i=k+1Lk+2,..N¢;

a; < a; —ay Py j=k+Lk+2,..N+1

J

ve geri-sipldrme asamasinda gerekli algoritmalar da

NN +1
Xy
Ay
N
A — Za[jxj
= o
X, =—">"" - j=N-I,N-2,..21

a,; ap; a;y AN+
0 ay a,y Arns1
0 0
0 0 ay ay, - ay Y A 11
0 0 0 o S N A T2,
0 0 0
0 0 0 Aijor a; Ay Ay
0 0 0

_0 0 0 A Nk +1 Y o Ay aNN+I_

k=12,..N-1

(1.9)
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B6lUm 1- Lineer denklem takimlarinin ¢éziim yéntemleri 13

Ornek uygulama

4 -2 1] [x, 15
Denklem sistemi -3 -1 4|-9x,,=18
1 -1 3| |x, 13

4 -2 1115
Katsayilar matrisi -3 -1 4.8
I -1 3113

4 -2 1 5
Birinci sGtun sifirlanarak R,—(-3/4)xR, — |0 —2.5 4.75 119.25
R,—(1/4)xR, — |0 —0.5 2.7519.25

4 -2 1 15
Ikinci stitun sifirlanarak 0 —25 475 119.25
R, —(-0.5/-25)xR, — |0 0 1.80 1540

Geri stipurme ile X, _ 240 =3
T 1.80
19.25-4.75x3
x2 = = -
-2.5

L5 2)x(2)vx3]

! 4
Uyan
I?a2| m_atrlslerde ust- a, a, a, R A
Ucgensellestirme asamasinin 0 4. a 4 4
herhangi bir adiminda, daha 2T 2w N+
once yapimis olan islemlerin 0 0 ay
S?nucunda d Uakk_ fdly(::gg_,l‘]_a/ 0 0 Qi ne-r e Yo 0 Gy Qv
elemaninin degeri sifir olabilir. 0 0 0 0 III a,., - ay a4y,
Bu gibi durumlarda sifirla
bélme sorunu nedeniyle 0 0 0 0 Qv Apanerr 7 Ay Qpagva
yukarida |zal_1_ edl!en Gauss 0o 0 0 0 Aiiop Apaniss " Aoy Apoones
yoketme yontemi devam 0 0 0
ettirilemez.

L 0 0 0 0 a A v vt Ay Ayy |

Bu sorunu gidermenin bir yolu
kismi pivot uygulamasidir.

Gauss yoketme yénteminde pivot uygulamalari

Lineer bir denklem takimindaki iki denklemin sirasinin dedistiriimesi ¢6zimu hicbir sekilde
degistirmez.

Buna gdére Gauss yonteminin Ust-lGg¢gensellestirme asamasinda herhangi bir k inci adimda ax«
diyagonal elemani sifir olmussa, bundan sonraki denklemlerden, bu diyagonal elemaninin
altindaki elemani sifir olmayan herhangi birisinin yeri k'inci denklemle degistirilebilir. Bu
uygulamaya “kismi pivot uygulamasi” denir.
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Sifir diyagonal altindaki elemanlardan herhangi birisi yerine maksimum olani tercih edilerek bu
denklemin yeri degistirilirse bu stratejiye de “maksimum pivot stratejisi” adi verilir.

Katsayllar matrisinde baslangictan itibaren veya Gauss eliminasyon yodnteminin Ust-
Ucgensellestirme asamasinin herhangi bir adiminda diyagonal elemanlarindan birinin veya bir
cogunun sifir olmasi yaninda kiclk olmasi halinde de maksimum pivot stratejisi uygulanmasi
yararh olur.

Maksimum pivot stratejisi genel olarak katsayilar matrisinin, en blyldk elemanlari diyagonal
Gzerine gelecek sekilde satirlarinin ve sttunlarinin yerlerinin degistirilmesi seklindedir.

Katsayilar matrisinin iki satirinin (sag taraf elemani da dahil olmak Uzere) yer degistirmesinin
¢6zUmU degistirmeyecedi daha 6nce de belirtilmisti.

Katsayilar matrisinde iki sttunun yer degistirmesi ise bilinmeyenlerin sirasinin degistirilmesi
anlamina gelir ki bilinmeyenlerin sirasinin bu islemler boyunca nasil degistiginin tespit edilmesi
ve ¢O6zim elde edildikten sonra bilinmeyenlerin sirasinin eski haline getirilebilmesi icin bir
siralama islemi yapilmasi gerekir.

Ornek (21 1 57 [x, 9

Yandaki 4 bilinmeyenli denklem sisteminde katsayilar 25 31 DA H

matrisinin en biyiik elemani (maksimum pivot) 6 degerine 4 2 2 2 3 5

sahip olup dérdinct satinn dguncid sGtununda yer 2 3[6] 1 , 12

almaktadir. B B

Bu maksimum pivotun ilk diyagonal elemani olmasi igin: 2 3 6 1 X, 12

- Once birinci satirla dordincil satirin yerlerinin degismesi 25 31 JNel H
4 2 2 2 |x, 5
2 1 1 5] |x,

- sonra da birinci slGtunla UGglnct sttunun yerlerinin 613101211 x5 12

degismesi gerekmektedir. Ancak bu situn degdisikligi

~ : 35|21 |x,| |11

durumunda bilinmeyenler vektérinde birinci bilinmeyen ile . =

tictinct bilinmeyeni yerinin de degistiriimesi gerekir. 2121412 |x 5
11215 |x, 9

Ikinci asamada katsayilar matrisinin birinci satir ve situnu disinda kalan diger elemanlari
arasindan yeni bir pivot secilecektir. En blylk iki elemanin da dederi 5 olup bunlardan birisi
ikinci késegen Uzerinde yer almaktadir. Buna gore zaten pivot kosegen Uzerinde oldugundan
bir degisiklige gerek olmayacaktir.

Uclincli  agamada  katsayilar 6 3 2 17 (x) [12 6 3 1 27 (x) [12
matrisinin blr'ma ve ikinci 35 2 g %, 11 35 7 2 X 11
satirlari ve sltunlan disinda . = > . =
kalan diger elemanlari 11 X 9 11 X, 9
arasindan yeni bir pivot 2 2 x, 5 2 212/4 ] |x 5
aranacaktir. Bu pivot

dérdincui satir ve dérdinci

sttunda yer alan 5 dederi olup, buna gére 6nce dordinci satirla tGglncl satirin, ardindan da
dordliinct sdtunla Gglinct sttunun yerlerinin dedismesi gerekmektedir.Ayrica bilinmeyenler
vektorinde Gglincl ve dordincl sirada yer alan bilinmeyenlerin yerleri de degisecektir.

Goruldagu gibi satirlarin yerleri degismekle birlikte bilinmeyenlerin sirasi degismemistir. Ancak
sltunlarin yeri degisirken bilinmeyenlerin de yerleri degismistir.
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Bu sekilde pivotlanan denklem sistemine bundan sonraki asamada Gauss-Eliminasyon Yontemi
uygulanarak bilinmeyenler

x;=1312, x,=1469, x,=1625, x,=-0953
olarak elde edilir.

Ancak bilgisayar uygulamasinda bilinmeyenler bir x dizisi igerisinde olacak ve ¢6zim bu dizi
icerisinde

x; =—0.953, x,=1469, x;=1312, x,=1.625
seklinde farkl bir sira ile yer alacaktir. iste bu nedenle pivotlama boyunca situnlarin nasil yer
degistiginin tespit edilmesi ve ¢oziimden sonra x dizisi igindeki bilinmeyen dederlerinin gerekli

siraya konulmasi gerekmektedir.

Gauss yoketme yonteminde LU ayristirma uygulamasi

Gauss eliminasyon yonteminde diyagonal altindaki elemanlarin sifirlanmasi igin yapilan aj/axx
b6lme isleminin sonucu, diyagonalin altinda sifir olmasi gereken elemanin yerine yazildigi
taktirde, sonucta Ust-lGc¢gensel olmasi gereken matrisin diyagonal altinda yeni bir matris olusur.

(4 -2 1:15
Ornekolarak daha 6nceki denklem takimi alinirsa -3 -1 45 8
1 -1 3113
4 -2 11 I5 4 -2 1 15
R,—(-3/4)xR, — |0 —2.5 4.75:19.25| yerine ~3/4 -2.5 4.75119.25
R,—(1/4)xR, — |0 -05 275! 9.25 | 1/4  —05 2751925
4 -2 1 115 4 -2 1 15
0 -2.5 4.75 119.25 yerine ~3/4 -25 47511925
-0.5 0 0 1801540 e 2% 1800 540
Rs_(_2.5)><R2 - ' L -25 7
[ 4 -2 1
Boylece katsayilar matrisi —-0.75 =25 475
| 025 0.20 1.80

1 0 0|4 -2 1
seklini alir. Bu matris -0.75 1 0|10 =25 475
025 020 1110 0 180

seklinde duzenlenirse, buradaki alt-Giggensel matrisle Ust-liggensel matrisin carpiminin
yukaridaki orijinal katsayilar matrisini verdigi gosterilebilir.

1 0 0|4 =2 1 4 =2 1
Yani -075 1 0|0 =25 475|=|-3 -1 4
025 020 1|0 0 180 /I -1 3
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NOT:

LU carpanlara ayirma islemi bir matrisin determinantinin hesabi icin etkin bir yéntemdir. Soyle
ki:

Yukaridaki 6rnekte s6z konusu olana katsayilar matrisinin determinanti, kofaktorler yardimiyla
hesaplanirsa

4 -2 1
det(d)=|-3 -1 4 4‘_1 4‘(3)‘_21 1|72 1‘413(5)1(7) 18
et(d)=|-3 - = - (= + =4x]+3x(=5)+Ix(-7)=—
~1 3 ~1 3 —1 4
1 -1 3

seklinde elde edilir.

Diger taraftan iki matrisin garpiminin determinanti bu matrislerin determinantlarinin garpimina
esittir. Buna goére o6rnekteki matrisin determinanti bunun LU carpanlarinin determinantlar
garpimina esit olacaktir.

1 0 o] |4 -2 1
det(A)=|-0.75 1 0|x|0 -25 475
025 020 1| |0 0 180

Bu matrislerin her birinin determinantlarinin diyagonal elemanlari carpimina esit oldugu
kolaylikla gérilmektedir. Buna gore

det(4d)=(Ix Ix I)x(4x-2.5x1.80)=-18
elde edilir.
1.3.2 Gauss-Jordan Yontemi

Gauss-eliminasyon ydntemindeki geri-siplrme asamasi Ust-Uggensellestirme asamasiyla
birlestirilebilir.

Bu tipteki yontemlerden biri olan Gauss-Jordan yonteminde diyagonal altindaki elemanlar sifir
vapilirken ayni anda diyagonal (zerindeki elemanlar da sifirlanir, ayrica diyagonal
elemanlarinin dederleri 1 yapilir. Boylece islemlerin sonucunda katsayilar matrisi birim matrise
donusirken sag taraf vektorl de bilinmeyenler (yani ¢éziim) vektérine dénislr.

Ornek uygulama

0 2 0 110
Ornek katsayilar matrisi 22 3 2 E -2
4 -3 0 1 1-7
6 1 -6 -516
(6 1 -6 -5.6 ]
1 ve 4 Uincl satirlarin yeri degistirilerek 2 3 2.2
-3 0 1 -7
02 0 1.0 |
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[ 1 01667 -1 —0.8333 1
1 inci satir diyagonal elemaniyla bolinerek 2 2 3 2 E -2
4 =3 0 1 =7
0 2 0 1o
101667 -1 -0.83331 I
1. diyagonal altindaki elemanlar sifirlanarak 0 1.6667 ’ 3.6667 E -4
0 —-3.6667 4 4.3334 :—1]
0 2 0 I 0]
1 0.1667 -1 -0.8333. 1 |
2. ve 3. satirlarin yerini dedistirerek 0 —-3.6667 4 4.3334 E -1
0 1.6667 5 3.6667 : —4
0 2 0 0]
1 0.1667 -1 ~0.83331 1
2. satir1 diyagonal elemaniyla bolerek 0 ! —1.0909 11818 E 3
0 1.6667 5 3.6667 :—4
0 2 0 I 10
[ 1 0 —-0.8182 —.0.6364: 0.5
2. diyagonal st ve altindaki elemanlari sifir yaparak 0 1 —1.0909 —1.1818 E 3
0 0 6.8182 5.6364 '+ -9
L0 0 21818 33636 i -6
1 0 —-0.8182 -.0.6364 " 0.5
3. satiri diyagonal elemaniyla bélerek 0 1 -10%09 -1181%, 3
0 0 1 0.8267 1—1.32
L0 0 21818 3.3636 I -6
(1 0 0 0.0400 1 —0.58 ]
3. diyagonal Ust ve altindaki elemanlan sifir yaparak 010 _0'28005 1.56
0 0 1 08267 1 —1.32
L0 0 0 1.5600 ' —3.12
(10 0 0.0400 1 —0.58
4. satiri diyagonal elemaniyla bolerek 0 1 0 -0.2500 E 1.56
0 0 1 08267 '—-1.32
o001 -2 |
7 0 0 0 L —0.5
4. diyagonal ustiindeki elemanlan sifir yaparak 0100 E L
0 0 1 0 :0.3333
00 0 I =2

Son sltundaki elemanlar bilinmeyenlerin ¢ézimuadar.
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Islem sayisi

Gauss eliminasyon ydnteminde her iki asamada yapilan islemlerin toplam sayisi (2n3/3+3n2/2-
7n/6) olup islem mertebesini kisaca (2n3/3) olarak belirmek mimkuindir.

Buna Kkarsilik Gauss-Jordan yontemindeki islem mertebesi (n3) olup Gauss eliminasyon
yontemine kiyasla yaklasik %50 kadar daha fazla islem yapilir.

Olceklendirme

Eliminasyon yontemlerinde katsayilar matrisinin elemanlarinin blyulklikleri arasinda cok fazla
farkliliklar varsa bu durum islemler sirasinda 6énemli yuvarlatma hatalarina yol acabilir. Bunu
onlemenin bir yolu her bir denklemin katsayilarini bu katsayilarin en bliyga ile bélmektir.

3 2 100 105
Ornek -1 3 100 102
1 2 -1 2

Denklem sisteminde ilk iki denklemdeki en biylk katsayilar 100 iken sonuncu denklemin en
blylik katsayisi 2 dir. Buna gore ilk iki denklemi 100 ile ve sonuncu denklemi de 2 ile bélerek
¢6zimleme iglemlerini

0.03 002 1 1.05
-0.01 003 I 1.02
0.5 I =05 1

denklem sistemi lizerinde yapmak yuvarlatma hatalarini azaltacaktir.

1.3.3- Thomas yontemi

Hesaplamali akiskanlar dinamiginde ve Hesaplamali mihendisligin bazi problemlerinde zaman
zaman (c-diyagonalli katsayilar matrisine sahip lineer denklem takimlariyla karsilasilir. Ug-
diyagonalli katsayilar matrisine sahip boyle bir lineer denklem takimi matris biciminde normal
olarak asadidaki gibi gosterilebilir.

a ar; 0 0 X, b,
Lo A2 s *2 b,
0 as; ass 0 X3 b
0 0 0 az i—1 ai,i ai,i+1 0 xl bz
|0 0 0 0 0 Ayn-r Ay | Xy by

Ancak katsayilar matrisinin codgu sifir olan elemanlar icin bilgisayar hafizasinda gereksiz yer
isgal etmemek ve gereksiz islemlerden kaginmak amaciyla (NxN) boyutlarinda bir katsayilar
matrisi yerine (Nx3) boyutlarinda bir katsayilar matrisi kullanacak bicimde bir dizenleme ve
buna uygun bir ¢6zim algoritmasi kullanilmasi tercih edilir.

Co6zim icin cok tercih edilen bir yéntem Thomas algoritmasidir. Thomas algoritmasi aslinda
Gauss eliminasyon ydnteminin (¢ kolonlu bir dikdortgensel matris kullanilarak yapilan 6zel bir
uygulamasidir.
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Yukaridaki denklem sistemi

a; ;i - li 5 a, — di 5 a; i — U bi - 7
olmak Gzere dizenlenirse:
[d, u, 0 0 ] (x, 7
I, d, u, X3 r,
0 I; d; 0 X; 7y
o o0 0 [, d, wu 0 X; 7,
L0 0 0 0 0 [y dy | (xy Iy

Gauss eliminasyon yénteminin esasinin diyagonal altinda kalan bitin elemanlarin sifir olmasini
saglayacak islemler oldugu hatirlanirsa bu denklem sistemindeki ilk denklem /, ile ve ikinci
denklem de d, ile garpilip birinci denklem ikincisinden gikarildiktan sonra her iki taraf d, ile
boélinerek

Lydx; +1lu;x, =1, d2_12u1 x2+u2x3:r2_%
d,Lx, +d,d,x, +du,x; =d,r, ; d,
elde edilir. Boylece ikinci denklemdeki x; bilinmeyeni yok edilmis veya diger bir deyisle

katsayilar matrisinde diyagonal elemaninin altindaki katsayi sifirlanmis olmaktadir. Bu esitlik

l,u ' rl .. ' '
_; Loy py=p -2 olmak uzere dyx; tuyx; =1
1

dy=d, - y
1

seklinde yazilabilir. Boylece denklem sistemi

d] u, 0 0 X, r
0 d, u, X r
0 I; d, 0 X3 T
o o0 0 I, d, wu 0 X; 7
L0 0 0 0 0 Iy dy | Xy Iy

sekline gelir. Yukarida yapilan eliminasyon islemi denklem sistemindeki ikinci ve Ucglnci
denklem arasinda tekrarlanirsa, yani ikinci denklem /; ile ve ligincl denklem de d>’ ile garpilip
yine birinci denklem ikincisinden cikarilip, karsilikh d,' ile bélinerek

lid,x, +Lu,x, =1,r, Lu Lr,
382%2 ¥ M2 %5 =L4T) | N dy =22 x, +ugx, =r, - 22
d,l;x, +d,d;x; +du;x, =d,r d, d,
veya yine
. lu \ Lr . ; ,
d,=d, -2 ; r=r,—22 olmak tizere dyx, +u,x,=r
3 3 3 3 343 3v4 3
d, d,
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elde edilir. Bu denklemde de x, bilinmeyeninin ortadan kalktigi ve katsayilar matrisinde Uglncu
satirda diyagonal altindaki elemanin sifir yapildigi gérilmektedir.

Benzeri islemler daha sonraki denklemler icin de tekrarlanabilir. Bunun icin yukarida cikartilan
bagintilar karsilastirilarak bir genellestirme yapilirsa

l. . " l "
= | (i=23,..N)

di g di

d =d.

1 l

elde edilir. Bu durumda denklem sistemi de

d] u, 0 0 X, r
0 d'2 u, 0 X, r2'
0 0 dy .o o o 0 X5 ry

0 0 0 0 0 0 dy| |xv] |r

sekline gelir. Bu denklem sisteminde en sonuncu denklemden xp bilinmeyeninin kolaylikla
cOzllebilecegi gorilmektedir:

Xy =——

dN
Bulunan bu blyuklik bir tstteki denklemde kullanilarak

Iy —Un_1 XN

dN]

Xy =

bulunur. Benzeri islem herhangi bir x; bilinmeyeni igin

i Ui Xy

d.

l

seklinde gergeklestirilir.

1.3.4- LU ayristirma yontemleri

seklindeki lineer denklem takimi, katsayilar matrisi
U < A=LU seklinde garpanlarina ayrilarak

LUX=B sekline veya

U <« tanimlamasi yaparak
L-Y=B getirilebilir.

Bu son denklem takimi ileri-siplirme yoluyla Y vektdri icin kolaylikla ¢dzllebilir.
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Bulunan ¢6zim bir dnceki denklemde kullanilirsa bu denklem de geri-siipirme yoluyla X
vektéri icin gozllebilir.

Buna gore bir LU ayristirma ydnteminin asamalari asadidaki gibi siralanabilir:

- A=L-U aynistirmasi
- L-Y =B denkleminin Y igin ileri-stiplirme yoluyla ¢é6ztlmesi

- U-X =Y denkleminin X igin geri-stipirme yoluyla ¢éztlmesi

LU Aynistirma asamasi.:

111 0 0 U, u, U, U, u“ U,y
lZI 122 0 000 0 000 000 c00 0 0 u22 u23 e qu e qu e uZN
L, 1, I, T 0 0 uy o fug| o |uy| gy
L U:|lk1 i, 1 lkk|' 0 0 0 0 U Uy Uy
L, 1, 1, A ollo o o 0

v Dva Lys Ly Lwl L0 0 0 0 0 Uy |

a, 4ap ag a a )y

Ay 4y 4y s as; Y

a; 4; A4y as as; sy

A = azl az2 ai3 an aif a;N

i G2 Gys a a 4y

|dyr Qny Qyz 0 Gyt Ay ot gy |

L matrisinin k ‘inc1 satir U matrisinin j=k,k+1,...N ‘inci stGtunlari ile garpilarak

] k=1 .
Leyruyy vl u, +o+l, u, =a, - u,q.zl—[akj—ZIkp-upjj ;, Jj=kk+1,..,N

7
kk p=l

L matrisinin i=k,k+1,...,N ‘inci satirlari U matrisinin k ‘inci stitunuyla garpilarak

] k-1
Ly u, +1,u,, +..+1, -u, =a, - l,kzu—{a[k— l[p-up,(J,' i=kk+1,..,N
kk p=l
Bu bagintilar
a,,
u, :l—“ , j=12,.,N
k=1 icin "
1, =% =72 N
l/l”
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1 .
Uy, :l_(az/' _121 'ul,-) ;, j=23,..,N
k=2 igi 22
icin ; | |
l,= _(aiZ -1, ’“13): i=23,..,N
Uy,
1 .
Uy, :l_[ 35 _(13/ Uy +lsz '“zj)] ; j=34,..,N
k=3 igin 33
li3 = L[am _(lil TUs +li2 'u23)] ; i=34,.,N
Uss

olup, hesaplarin baglatilabilmesi ve sirdilrilebilmesi igin ux ve /g elemanlarindan birinin
onceden belirlenmesi gerektigi gortilmektedir. Nitekim uygulamada bu elemanlardan birisinin
dederi 1 olarak segilir. Bu secime bagli olarak yontem iki farkl isimle taninmaktadir:

Doolittle Yontemi

Doolittle yénteminde alt-lGc¢gensel matrisin diyagonal elemanlari 1 alinmakta olup, buna gére
yukaridaki G¢ adim

u,=a, ; j=12,.,N
k=1 icin
’ l”=], Z,-/za_l]; i=23,..,.N
U
Uy, =a,, L, u,, ; j=23,..,.N
k=2 icin
- 122 =1 ; Zi? :ui(aiz _li1 'ujz); i = 3,4,...,N
22
Us; =ay; _(131 Uy +1,, 'uz,-) ;, j=34,.,N
k=3 igin ] .
133 =1; Zi3 =u—[a,.3 _(Zu U +Zi2 '”23)] ; i=4,5,.,N
33

sekline gelir. Gorildigu gibi hesaplamalarda bir sira izlenerek herbir adimda 6nce Ust-licgensel
matrisin bir satirinin elemanlarinin daha sonra da alt-GUggensel matrisin bir sitununun
elemanlarinin bulunmasi gerekmektedir.

Buna go6re Doolittle yontemi icin genel algoritma asadidaki sekilde yazilabilir.

k=1
U, =a,v.—z;1kp.upj; j=kk+1.,N
" k=12,.,N

ip

] k-1
Ly =—"/a, =21 'u],kJ,' i=k,k+1,...,N
U p=1

Crout Yontemi

Crout yénteminde Ust-lGggensel matrisin diyagonal elemanlan 1 alinmakta olup, buna goére
yukaridaki ¢ adim

k=1 igin
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23

1

lzz =a; _lu U,
k=2 icin
u, =1,
k=3 icin
¢ u, =1,

U,

l33

li3 =da; _(Zu TU s +li2 'uz.?);

[aa/ _(131 Uy, +1, '”2;)] ; j=45,..,N

i=34,.,N

sekline gelir. Goruldugu gibi hesaplamalarda yine bir sira izlenerek bu defa herbir adimda 6nce
alt-lcgensel matrisin bir stitununun elemanlarinin daha sonra da Ust-licgensel matrisin bir
satirinin elemanlarinin bulunmasi gerekmektedir.

Buna gore Crout yontemi icin genel algoritma asadidaki sekilde yazilabilir.

’

k-1
l, =a, —Zlip U, s i=kk+1,..,N
=1
1 ! k-1
u, =—1\a, —ZIkp U, , J=kk+1,...,N
lkk p=l

k=12,.

+N

Ileri siipiirme asamasi

L-Y=B denkleminin Y
gerceklestirilir.

icin  ¢6zimdu

., 0 0 0 0
I, 1, 0 0 0
lj’I 132 133 0 0
141 142 133 144 0
li] llZ li3 Zi4 li,ifl ii

_ZNI lNZ lN3 lN4 lN,i—I lNi

ilk elemandan baslayarak

NN |

Vi
yZ
y3
Yy

Yi

Y

L matrisinin birinci satiri ile Y vektorinin carpimindan

L matrisinin i 'inci satirinin Y vektord ile carpimindan

Ii1 Y1 +/i2 32 +"'+/i,i—1 Viat+Y; :bi

Geri suptrme asamasi

ileri-stipirme vyoluyla

~

w

(Sl RS RN

EN

i=23,..N

U-X=Y denkleminin X igin ¢6zimlU de son elemandan baslayarak geri-stipirme vyoluyla

gerceklestirilir.
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Uy Uy Ugg Uy Uiy Uin-g Uin X4 Y4
0 Uy Uy Uyi Ujp iy Uy ng Uon X, Yo
0 0 ug Uz Uz Usnq Uz n X3 Vs
0 0 0 Ui Uiy Ujn-1 Uin Xi (=1Yi
0 0 0 0 0 Un_gn-r Unan XN_1 YN
10 0 0 0 0 0 Uyn | | X Y
U matrisinin sonuncu satirn X vektoriyle carpilarak
Unn ~ Xy = YN - Xy =Yn/ Uny
U matrisinin j 'inci satirn X vektoriyle carpilarak
] N
Ujp - X; + U g Xyq Uiy Xy =Y — X, =—|y,—pDu, x,|; i=N-I,N-2,..21
’ ’ uii k=i+1

elde edilir.

1.3.5- Jacobi basit iterasyon yontemi

Cok blyuk katsayilar matrisi iceren lineer denklem sistemlerinin eliminasyon ydntemleriyle
¢6zUmU cogu zaman ekonomik olmaz. Bu gibi durumlarda iteratif yontemler secilir. Bunlardan
en basit birisi Jacobi yontemidir.

A-X =B (1)
lineer denklem takimi, A katsayilar matrisi
A=L+D+U (2)
0 0 0 0] fa,, 0 0 0 i a, a; a,, |
a, 0 0 0 0 a, 0 0 0 0 ay a,y
L=|\a;, a, 0 - 0;D=0 0 ay 0 ;U={0 0 0 a;y
| ay, ay, ay; 0 00 0 - ay o0 0 - 0 |
seklinde ¢ matrisin toplami olmak Uzere
L-X+D-X+U-X=B - X=D".[B-L-X-U-X] (3)

sekline getirilebilir.

Bu durumda x; bilinmeyenleri igin uygun secilecek baslangic dederleri (3) esitliginde
kullanilarak yeni x; dederleri hesaplanabilecedi ve bu islemlerin iteratif olarak devam
ettirilebilecedi gorulmektedir. Jacobi basit iterasyon yontemi olarak bilinen bu ydntemin
herhangi bir iterasyon adimi igin kapali formda

M.A. Yiikselen, HM504 Uygulamali Sayisal Yontemler Ders Notlari



B6lUm 1- Lineer denklem takimlarinin ¢éziim yéntemleri 25
veya acik bigimde
xJ(kH) bJ 0 0 0 0] xgk) 0 a;, a; aIN_ XEM
x (e b, a, 0 0 0||x 0 0 a, - a,|[x¥
x( =D 3b, b=l a, a, =10 0 0 a,, Rx | (5)
x (Y byl lay, ay, ay; 0] x@] Lo o0 o0 0 ||x{
yazilabilir. D diyagonal matrisinin tersinin
(a,, 0 0 0 | [1/a,, 0 0 0 |
0 a,, 0 0 0 1/a,, 0 0
D=| 0 0 ay - D'=| 0 0 1lag; 0
Lo 0 0 any |0 0 0 1 ayy |
Seklinde olacagi gosterilebilir. Bu durumda (5) matris esitliginin herhangi bir j ‘inci satiri igin
N ) _ N (k)
b[—. aj-x; —Zaij-xj
D = o ; i=12,..N (6)
aii

yazilarak iterasyon algoritmasi agik bigimde elde edilebilir.

1.3.6- Gauss-Sidel iterasyon yontemi

Jacobi yéntemi cabuk yakinsamayan bir ydntemdir. Yontemin yakinsamasini hizlandirmak igin
her iterasyon adiminda bir 6nceki ¢6zliimle yeni bulunan ¢ézimlerin

kD — p -[B—L-X(k”) _U.X(k)] 7)
xit b, 0 0 0 - 0] xitt 0 a, a, ay | xit
x b, s 0 x 0 0 a, ay [|x8”
x( =D 3b, v —|a, a, 0 0 x4=10 0 0 a, [jx® (8)
x (1) byl lay, ay, ay, -~ 0] (x(7) [0 0 0 0 |x
S (k+1) _ N (k)
+
b, - 1 i X —Zl%'xj
k+1 j= =i+ . .
x( = — - ; i=12,...N (9)
aii

seklindeki bir kombinasyonundan yararlanmak mimkuandar.

Gorualduagu gibi iterasyonun herhangi bir k'inci adiminda X bilinmeyenler vektérinin i ‘inci
elemani, x;, hesaplanirken X ‘in bu iterasyon adiminda hesaplanmis olan ilk (i-1) elemani ile bir

Onceki iterasyon adiminda hesaplanmis olan (i+1) ‘inci ve daha sonraki elemanlar

kullanilmaktadir.
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1.3.7- Ardarda asiri gevsetme (Successive over-relaxation) yontemi

Gauss-Sidel iterasyon ifadesi, ayni terimin

1

i—1 N
(k+1) _ (k+1) (k) (k) R -
X; (b a;-x; - E a;-x;’ —a,-x" +a, x‘j ; i=1,2,...N (10)
l

j=1 Jj=i+l
seklinde bir defa ilave edilip bir defa da c¢ikartilmasi sonucunda

i—1

N
x D = x4 [b a, xﬁk”)—Zaij-x;k)j ; i=12,...N (11)

if
Jj=1 J=i

seklinde dlizenlenebilir. Buradaki

~

i—

b =3 a, x* Zag xM oy i=12,..N (12)

ij
J

Il
~

bluylklagu, dikkat edilirse aslinda k ‘inci iterasyon adiminda bulunan ¢ozim vektorinin
katsayilar matrisi ile carpimi olup, tam ¢ézimiin elde edilmesi halinde bu blylklGgln b; ye esit
olacagi aciktir. Ancak iterasyon sirasinda ¢ozimler tam ¢6zimden farkli olacagindan bu
blylklik de denklem sisteminin sag taraf vektoriinden farkl olacaktir. Aradaki fark

r =b, b i=12,..N (13)
“kalinti (residus)” olarak adlandirilir. Buna gére (11) bagintisinin sadindaki ikinci terim kalinti

terimi olup, bir dnceki iterasyon adiminda elde edilmis ¢ézimlere ilave edilen bir dlizeltme
terimi gibi yorumlanabilir:

X =xMys® . i=12,..N (14)
o 0 < oy k
s = I Ly St e za,, 0| L iz12N (15)
a;; aj J=1

Simdi bu dlzeltme terimi bir o bayuklugu ile carpilarak etkisi azaltilabilir veya gogaltilabilir.

N =x®rw.6% ; i=12...N (16)
k+1 k 1 < R k
x{ D = o b= ay X =Yy x| 5 i=12..N (17)
ii j=1 j=i

Veya yeni bir dizenleme ile

I i—1 )
0 =xP v o —| b~ )~ Zau We_g, xM| 5 i=12..N (18)
a; j:I J=i+l !
2y, k 1 < k+l k k
FD = x® p - —| b, - a; - x(” Zalj x() x|y i=12,..N (19)
aii Jj=1 J=i+l
] i—1
xD = . —| b, - a; - x(k”) Zay (k) +(I-o)x® ; i=12..N (20)
aj Jj=1 Jj=i+l
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sekline getirilebilir.
Bu son ifade, gorildigiu gibi, herhangi bir iterasyon adiminda Gauss-Sidel semasiyla bulunan
dederler ile bir 6nceki iterasyon adiminda bulunan dederlerin kontrol edilebilen bir agirlik
oraninda kombinasyonunu vermektedir. Buradaki o gevsetme faktoéri olup bu yontem

0 < w < 1 cin ardarda az gevsetme (Successive under relaxation)

1 < w < 2 icin ardarda asiri gevsetme (Successive over relaxation)
yontemi olarak anilir.
1.4 Matris tersinin sayisal hesabi
Matrislerde bdlme gibi bir islem olmayip, bu islem matrisin tersi kullanilarak gerceklestirilir.

=

Bu islem ayni zamanda lineer denklem takimlarinin ¢6zimlenmesinde de kullanilabilir.

= A’AX=A"B>

Bir matrisin tersi eliminasyon yodntemleriyle lineer denklem takimlarinin ¢ézlilmesine benzer
sekilde gergeklestirilebilir. Bir A matrisinin tersinin bulunmasi aslinda

AAl=I,
Seklinde, sag taraf vektorl birden fazla olan bir denklem sisteminin ¢ozlilmesine esdegerdir.
Buna gore katsayilar matrisinin sag tarafina ilave sdtunlarla bir birim matris ilave edilerek
Gauss-eliminasyon ydnytemiyle veya Gauss-Jordan eliminasyon ydntemiyle matrisin tersini

elde etmek muimklindir. Daha 6nce izah edilen islemlerden sonra birim matris ters matrise
ddénusecektir.

Ornek:
(1 -1 2
Katsayilar matrisi 3 0 1
1 0 2
1 -1 2|1 0 0
Genisletilmis matris 3 0 1|10 1 0
0 2|0 0
1 0 0,0 2/5 -1/5
Gauss-Jordan eliminasyon yontemiyle 0 1 0|-1 1 1
0 0 1|0 -1/5 3/5
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