





BÖLÜM 4





ÇARPMA DEVRESİ TASARIMINDA KULLANILAN YÖNTEMLER



	Bu bölümde, dokuz farklı çarpma yöntemi incelenmiştir. Yöntemlerin teorik olarak işlem süreleri ve kapladıkları alanların nasıl değiştikleri verilmiştir.



4.1 FAZLALIKLI İKİLİ TOPLAMA AĞACI KULLANILAN ÇARPMA ALGORİTMASI



	Son yıllarda, çarpma süresi çarpılan sayıların basamak sayısının logaritması ile orantılı ve yapısı VLSI tasarımında kolaylık sağlayacak şekilde düzenli tekrarlayan hücrelerden oluşan çarpma devreleri tasarlamak önemli bir problem haline gelmiştir. Bu ayrıtta anlatılan çarpma algoritması ile yukarıda belirtilen özelliklere sahip bir çarpma devresi tasarlanmıştır (6(.

	Bu algoritmada sayılar RB gösterilim kullanılarak ifade edilmiştir. Toplama işlemi için RB toplayıcılardan oluşan ağaç yapısı kullanılmıştır. Negatif ve pozitif sayılar RB sayı olarak aynı şekilde ifade edilir. Bu sebeple, sayıların RB gösterilimi ile pozitif ve negatif sayıların çarpma işlemi aynı şekilde yapılabilir.

	Algoritmanın ilk adımında, çarpan ve çarpılan sayıların RB gösterilimleri, ikinci adımında ise, n bitlik RB ara çarpımlar bulunur. Bu işlemler n'den bağımsız olarak sabit bir sürede yapılabilir. Daha sonra, ara çarpımlar RB toplayıcılar ile oluşturulmuş, ağaç yapısıyla toplanır ve sonucun RB gösterilimi elde edilir. RB iki sayının toplamı, basamak sayısından bağımsız sabit bir sürede yapılabildiğinden, toplama işlemleri log2n ile orantılı bir sürede tamamlanır. Son olarak, çarpım RB gösterilimden ikili gösterilime çevrilir. Bu çevirme işlemi, elde öngörülü toplayıcı CLA kullanılarak, log2n ile orantılı bir sürede yapılır. Algoritma hem işaretsiz, hem de ikiye tümleyen ikili tamsayıların çarpımında kullanılabilir. Çarpma işleminde kullanılan eleman sayısı n2 ile orantılıdır. Yapı düzenli hücrelerin tekrarı ile elde edildiğinden VLSI tasarım için uygundur. Çip alanı n2logn ile orantılıdır.



4.1.1 Tasarlanan Devrenin Alan ve Gecikme Süresinin Hesaplanma Yöntemi



	Aşağıda VHDL modelleri yazılan devrelerin, alanlarının ve gecikme sürelerinin hesaplanmasında kullanılan model anlatılmıştır.

	Çarpma devresi kombinezonsal bir devre olarak gerçeklenmiştir. Devrede kullanılan elemanların giriş sayılarının (fan-in) sınırlı ve çıkış sayılarının (fan-out) sınırsız olduğu varsayılmıştır. İşlemlerin basitleştirilmesi için kullanılan her elemanın gecikme süresi eşit alınmış ve bağlantıların gecikmelerinin olmadığı kabul edilmiştir. Bu varsayımlara göre, kombinezonsal bir devrenin işlem süresi devrenin derinliğine lineer olarak bağlıdır. Kombinezonsal bir devrenin derinliği, girişten çıkışa en fazla sayıda eleman içeren yoldaki eleman sayısıdır. Kombinezonsal bir devrenin karmaşıklığı, devrenin derinliği ve devrede kullanılan kapı sayısına bakılarak tahmin edilir.



4.1.2 Elde Hareketsiz Toplama



	RB sayıların elde hareketsiz toplama işlemi iki adımda yapılır. İlk adımda, 



	xi+yi=2ci+si	(4.1)



eşitliğini sağlayacak şekilde her basamak için elde ci (({� EMBED Equation.2  ���}) ve toplam si(({� EMBED Equation.2  ���}) elde edilir. xi ve yi toplanan sayıların i. basamaklarını göstermektedir. Tablo 4.1'de elde ve toplam basamaklarının bulunuş kuralı gösterilmiştir. En düşük anlamlı basamağın bir önceki basamağının değerleri, x-1 ve y-1, 0 alınır. Tablo 4.1'de görüldüğü gibi ci ve si'nin değerleri, xi, yi, xi-1 ve yi-1'e bakılarak bulunabilir. İkinci adımda, si ve ci-1'in toplanmasında elde hareketi oluşturulmaz. Böylece toplamın i. basamağının değeri zi, xi, yi, xi-1, yi-1, xi-2 ve yi-2 değerleri kullanılarak hesaplanmış olur. zi sadece, üç basamağın değerine, yani altı değişkene bağlıdır. RB sayıların toplanmasının bu özelliği, işlemin hızlı olmasını sağlar. Şekil 4.1'de RB iki sayının elde hareketsiz toplanmasına bir örnek verilmiştir.



Tablo 4.1 Elde hareketsiz toplamanın ilk adımı için işlem kuralları

Tür�xi�yi�Bir düşük anlamlı basamak değerleri

(xi-1, yi-1)�ci�si��1�1�1��1�0��2�1�0�Her ikisi de negatif değil�1�� EMBED Equation.2  ������0�1�Aksi halde�0�1��3�0�0�����4�1�� EMBED Equation.2  �����0�0���� EMBED Equation.2  ����1�����5�0�� EMBED Equation.2  ����Her ikisi de negatif değil�0�� EMBED Equation.2  ������� EMBED Equation.2  ����0�Aksi halde�� EMBED Equation.2  ����1��6�� EMBED Equation.2  ����� EMBED Equation.2  ������ EMBED Equation.2  ����0��









�



	RB sayı sisteminde elde hareketi yok edilebildiği için iki sayının kombinezonsal bir devre ile paralel toplanması, sayıların uzunluklarından bağımsız olarak sabit bir sürede yapılabilir. n-bitlik RB toplayıcı devresinin derinliği n'den bağımsız bir sabittir. Devrenin kapı sayısı n ile orantılıdır.




4.1.3
 İkili Sayı Sisteminden Fazlalıklı İkili Sayı Sistemine Dönüşüm



	n-bitlik işaretsiz tamsayı (xn-1...x0(2 (xi({0,1}) ve n-basamaklı RB tamsayı (xn-1...x0(RB aynı, � EMBED Equation.2  ��� değerine sahiptirler. Bu sebeple, işaretsiz ikili bir tamsayıyı RB sayıya çevirmek için işlem yapmaya gerek yoktur.

	n-bitlik ikiye tümleyen ikili bir tamsayı � EMBED Equation.2  ��� (xi({0,1}) ve n-basamaklı RB sayı � EMBED Equation.2  ���, aynı � EMBED Equation.2  ��� değerine sahiptirler. xn-1'in 1 ve 0 olmasına göre, � EMBED Equation.2  ��� � EMBED Equation.2  ��� ve 0'dır. n-bitlik ikiye tümleyen bir sayıyı RB sayıya çevirmek için MSB xn-1, � EMBED Equation.2  ���'e çevrilir. Çevirme işlemi n sayısından bağımsız sabit bir sürede yapılabilir ve çevirme işlemi için gereken işlem elemanı sayısı da n sayısından bağımsız bir sabittir. 

	n-bitlik RB tamsayı, Y=(yn-1...y0(RB'yi (yi({� EMBED Equation.2  ���}), ikiye tümleyen (n+1)-bitlik tamsayı, X=� EMBED Equation.2  ���'ya (xi({0,1}) çevirme işlemi � EMBED Equation.2  ���'dan � EMBED Equation.2  ��� çıkarılarak yapılır. � EMBED Equation.2  ��� ve � EMBED Equation.2  ���, Y'nin pozitif ve negatif basamaklarından oluşturulan negatif olmayan tamsayılardır. Y pozitif veya negatif olabileceğinden X'de işaret biti xn bulunmalıdır. Çevirme işlemi CLA kullanılarak yapıldığından, işlem süresi log2n ile orantılıdır. CLA'nın işlem eleman sayısı n ile orantılıdır.



4.1.4
 VLSI Tasarımı İçin Yüksek Hızlı Çarpma Algoritması



	VLSI tasarımına uygun olarak geliştirilen yüksek hızlı çarpma algoritmasında ilk olarak çarpılan ve çarpan sayı RB tamsayı eşdeğerlerine çevrilir ve n adet RB ara çarpım oluşturulur. Daha sonra, n ara çarpım RB toplama birimleri kullanılarak oluşturulan ağaç yapısı ile toplanır. Son olarak da toplama işlemleri sonucunda bulunan çarpımın RB gösterilimi, ikili gösterilime çevrilir.

	Çarpmanın algoritması aşağıdaki gibidir.



Giriş

A ve B: n-bitlik ikili tamsayı çarpan ve çarpılan. (İşaretsiz veya ikiye tümleyen olabilir.)

Çıkış

P: A ve B'nin çarpımı.

Algoritma

1. Adım: Çarpılan A ve çarpan B'yi RB eşdeğerlerine çevir.

2. Adım:	Çarpan sayının n adet basamağı için, n tane n-bitlik P0,j (j=0,1,...,n-1) ara çarpımlarını oluştur. Çarpan sayının karşı düşen basamak değerinin 0, 1 veya � EMBED Equation.2  ��� olmasına bağlı olarak, ara çarpımların basamakları ya tamamen sıfır değerini alırlar, ya ara çarpım çarpılan sayının kendisidir, ya da çarpılan sayının tümleyenidir.

3. Adım:	Ara çarpımları RB toplama birimlerinden oluşturulmuş toplama ağacı ile topla ve k=log2n olmak üzere Pk,0'ı bul. Ağacın her seviyesindeki toplama işlemini paralel olarak gerçekleştir. i. (i=1,2,...,k) seviyede j:=0,1,...,n/2i-1 için, Pi,j:=Pi-1,2j+Pi-1,2j+1 toplama işlemlerini paralel olarak gerçekleştir. Pi,j ağacın i. seviyesindeki j. toplamdır. 

4. Adım:	Pk,0 çarpımının ikili gösterilimi P'yi bul.



	Ayrıt 4.1.3'de anlatıldığı gibi işaretsiz tamsayılar için 1. Adım'da herhangi bir işlem gerekmemektedir. İkiye tümleyen sayılar için, n'den bağımsız sabir bir sürede çevirme işlemi tamamlanır ve n'den bağımsız sabit sayıda işlem elemanı kullanılır.

	2. Adım'daki işlemler bütün basamaklar için paralel olarak yapılır. Ara çarpımların oluşturulması n'den bağımsız sabit bir sürede gerçeklenir. n adet            n-basamaklı ara çarpım paralel olarak elde edildiğinden işlem elemanları sayısı n2 ile orantılıdır. 

	3. Adım'da ağacın her seviyesindeki toplama işlemleri paralel olarak yapılır. Ayrıt 4.1.2'de anlatıldığı gibi iki RB sayının toplama işlemi sabit bir sürede yapılır. Böylece ağacın her seviyesindeki toplama işlemleri n'den bağımsız sabit bir sürede gerçekleştirilmektedir. Ağaç yapısında log2n (=k) seviye bulunduğundan,                  3. Adım'daki işlem süresi log2n ile orantılıdır. n-1 adet RB toplama elemanı geretiğinden, işlem elemanı sayısı n2 ile orantılıdır. 

	4. Adım'daki RB sayıdan ikili sayıya çevirme işlemi CLA ile yapılır ve süresi log2n ile orantılıdır. CLA'nın kapı sayısı n ile orantılıdır.

	Böylece yukarıda verilen algoritma kullanılarak yapılan çarpma işleminin O(log n) sürede, O(n2) işlem elemanı kullanılarak gerçeklendiği görülür.

	Şekil 4.2'de 4 bitlik ikiye tümleyen iki sayının çarpımının, yukarıda anlatılan algoritma kullanılarak bulunmasına bir örnek verilmiştir. 




4.2
 GELİŞTİRİLMİŞ-BOOTH ALGORİTMASI İLE PARALEL ÇARPMA DEVRESİ



	Booth algoritması çarpma işleminin sonucunu bulurken üretilen ara çarpımların sayısını yarıya düşürmek için kullanılır. Bu algoritmadan faydalanılarak ara çarpımların elde edilmesinde kullanılacak devrelerin tasarlanabilmesi için Booth algoritması devre tasarımına uygun hale getirilmiştir. Booth algoritmasının "Geliştirilmiş-Booth Algoritması" olarak adlandırılan yeni hali kullanılarak tasarlanan paralel çarpma devresi aşağıda anlatılmıştır (7(. 
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4.2.1
 Booth Algoritmasının Geleneksel Gerçeklenmesi



	Şekil 4.3'de standart 16-bitlik çarpma devresinin blok diyagramı verilmiştir. Çarpım dokuz MUX'un çıkışlarının toplanmasıyla elde edilir. Her Booth kodlayıcı için bir MUX kullanılır ve MUX'ların çıkışları 18-bittir. En yüksek anlamlı bit bir ise ikiye tümleyen sayı negatif, sıfır ise pozitiftir. En yüksek anlamlıdan bir düşük anlamlı basamak, sayının iki katını toplama veya çıkarma işlemlerinde sayıyı sola kaydırmak için kullanılır. Toplayıcı satırları tam toplayıcılardan oluşur. Toplayıcıların toplam ve elde çıkışları bir sonraki toplayıcı satırının girişleridirler. Toplayıcı satırlarında elde hareketi yoktur. İlk üç MUX ilk toplayıcı satırının girişlerini oluşturur. İkinci ve daha sonraki toplayıcı satırlanın girişlerini bir önceki toplayıcı satırının elde ve toplam çıkışları ile MUX'un çıkışları oluşturur.

	MUX'ların çıkışlarından elde deilen ara çarpımlar negatif ise en düşük anlamlı basamaklarına 1 eklenmelidir. Bu sebeple Şekil 4.3'de gösterilen geleneksel Booth çarpıcıda toplayıcı satırlarının düşük anlamlı son iki basamğında fazladan iki tam toplayıcı daha olmalıdır. Eğer, toplayıcı satırında toplama işlemine sokulacak olan bir önceki ara çarpım negatif ise düşük anlamlı son iki basamakta 0 1 eklenir, pozitif ise 00 eklenir. 1. MUX'un çıkışından elde edilen ara çarpım 4 bit, 2. MUX'un çıkışından elde edilen ara çarpım 2 bit genişletilmedir. Genişletme işlemi en yüksek anlamlı basamağın genişletilecek bit sayısı kadar sola doğru tekrarlanması ile yapılır. Her toplama satırının sonucu da en yüksek anlamlı basamağı sola doğru 2 bit tekrarlanarak genişletilmelidir.



��������������Çarpılan��������������������MUX 1������������������MUX 2������������������MUX 3���������������������������������������������TOPLAYICI 1�������������������������������������������MUX 4���������������������������������������������TOPLAYICI 2�������������������������������������������MUX 5�����������������������������������B.K.����������TOPLAYICI 3�������������������������������������������MUX 6���������������������������������������������TOPLAYICI 4�������������������������������������������MUX 7���������������������������������������������TOPLAYICI 5�������������������������������������������MUX 8���������������������������������������������TOPLAYICI 6�������������������������������������������MUX 9���������������������������������������������TOPLAYICI 7���������������������������������������������Hızlı Elde Toplayıcı��B.K.: Booth Kodlayıcı

Şekil 4.3
 Standart 16-bitlik Booth çarpıcı yapısı



	Son toplayıcı satırından elde edilen toplamlar ve eldeler elde hareketli toplayıcıda toplanır.


4.2.2
 Paralel Gerçekleme



	Booth algoritmasının paralel gerçeklenmesine ilişkin blok diyagramı          Şekil 4.4'de gösterilmiştir. Bu gerçeklemede MUX'lar üçlü gruplara ayrılır ve her grup bir toplayıcı satırı ile toplanır. Üç grup, A, B ve C, paralel çalıştırılır ve her birinden toplam ve elde elde edilir.

	Paralel gerçeklemenin önemi ara çarpımların toplanmasındaki gecikme süresinin geleneksel Booth çarpıcıdan daha kısa olmasıdır. Geleneksel yapıdaki Booth kodlayıcıların, MUX'ların ve hızlı elde toplayıcının gecikme süresi paralel yapı ile aynıdır. 16 bitlik sayıların çarpma işleminde, paralel yapı kullanılarak toplayıcı dizisinin gecikmesi yediden dörde düşürülmüştür.

	Paralel gerçeklemenin, standart gerçeklemeye göre dezavantajı 1. toplayıcıların çıkışlarının sonucun uzunluğu kadar genişletilmesinin gerekmesidir. Bu şekilde en yüksek anlamlı basamaktan alına çıkış sayısı artmaktadır. Bu problem, Roorda (20( tarafından geliştirilen bir yöntem ile çözülmüştür. Bu yöntem, şu şekildedir: ara çarpım, sonucun en anlamlı basamağına kadar '1' ile genişletilir ve ara çarpımın en anlamlı basamağından bir sonraki anlamlı basamağa, ara çarpımın en anlamlı basamak değerinin tümleyeni eklenir. Örnek 4.1'de yukarıda verilen yöntem için bir örnek verilmiştir.



Örnek 4.1
:




AC1:							1	1	1	1			0	1	0	1				(dört bitlik ara çarpımı, '1' ile genişlet)

																1																		(ara çarpımın en yüksek anlamlı basamak değerinin 																																																			tümleyenini, en yüksek anlamlı basamaktan bir	sonraki 																																												basamağa ekle.)

AC2:					+	0	1	1	0			1	0	0	0				(ikinci ara çarpımı topla)

Sonuç:					0	1	1	0			1	1	0	1				(1. ara çarpımın '0' ile genişletilmesiyle aynı sonuç elde edilir.)




4.3
 BOOTH ALGORİTMASI TABANLI OKTAL HIZLI ÇARPICI



	Geliştirilmiş-Booth algoritmasında çarpanın üç bitlik parçaları taranır ve bu parçaların değerlerine karşı düşen işlem yapılır. Quanternary geliştirilmiş-Booth (Quanternary modified Booth: QMB) olarak adlandırılan, bu algoritmayla, N çarpanın basamak sayısı olmak üzere N/2 adet ara çarpım üretilir (8(. 



������������������Çarpılan��������������������MUX 1������������������MUX 2������������������MUX 3���������������������������������������������TOPLAYICI 1A�����������������������(��������B. K.������������MUX 4������������������MUX 5������������������MUX 6�����������������������(����������������������TOPLAYICI 1B�������������������������������������������MUX 7������������������MUX 8������������������MUX 9�����������������������(����������������������TOPLAYICI 1C���������������������������������������������TOPLAYICI 2�����������������(��������������TOPLAYICI 3�������������������(��������������TOPLAYICI 4���������������������(��������������HIZLI ELDE TOPLAYICI����ÇARPIM�� B. K. : Booth Kodlayıcı

Şekil 4.4
 Paralel 16-bitlik Booth çarpıcı yapısı

	Geliştirilmiş-Booth algoritmasının başka bir şeklinde çarpanın dört bitlik parçaları taranır ve N/3 adet ara çarpım üretilir. Bu yolla, daha önce belirtilen Booth algoritmasına göre toplama süresi kısaltır, böylece çarpma işlemi hızlandırılmış olur. Oktal geliştirilmiş-Booth algoritması (octal modified Booth: OMB) olarak adlandırılan bu yöntemde, hiç kolay olmayan çarpılan sayının üç ile çarpılması işlemi yapılmalıdır.

	Bu sebeple, OMB algoritması kullanılan çarpıcılar çok kullanılmamaktadırlar. Bu ayrıtta, OMB algoritması kullanılarak QMB algoritması kullanılarak gerçeklenen çarpma devrelerinden, daha az alan(zaman değerine sahip bir çarpma devresinin gerçeklenmesi anlatılmıştır.
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	Toplanan	1	0	� EMBED Equation.2  ���	0	� EMBED Equation.2  ���	0	0	� EMBED Equation.2  ���	(87)

	Toplanılan	1	� EMBED Equation.2  ���	1	0	0	1	1	� EMBED Equation.2  ���	(101)

Ara Toplam	0	1	0	0	� EMBED Equation.2  ���	� EMBED Equation.2  ���	1	0

	Elde	1	� EMBED Equation.2  ���	0	0	0	1	0	� EMBED Equation.2  ���

	Toplam	1	� EMBED Equation.2  ���	1	0	0	0	� EMBED Equation.2  ���	0	0	(188)

	



+



+



1. Adım



2. Adım



Şekil 4.1 RB iki sayının elde hareketisiz toplanmasına örnek.
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} + (0	0	0	0	1	0	0	0	� EMBED Equation.2  ���(RB
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P=(0	0	0	1	1	1	1((2	
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Şekil 4.2
 İkiye tümleyen iki tamsayının çarpımının RB toplayıcı ağacı kullanılarak bulunması.










