








BÖLÜM 3








BOOTH ALGORİTMASI





	Bu bölümde, tasarlanan çarpma devrelerinde kullanılan sayı sistemleri ve pekçok tasarım yönteminde ortak olan Booth algoritması anlatılmıştır.


  


3.1 SAYILARIN ÇEŞİTLİ GÖSTERİLİM ŞEKİLLERİ





	Temel sayısal birim "bit" dir. Bir bit ancak iki değer alabilir: lojik-0 veya   lojik-1 (genellikle 0 ve 1 olarak gösterilir). n bit ile 2n farklı sayı ifade edilebilir. Bir sayının bilgisayarda ifade edilmesinde pek çok yöntem kullanılabilir. Aşağıda, bu tezde sayıları ifade etmek için kullanılan gösterilim şekilleri anlatılmıştır.





3.1.1 İkili Sayı Sistemi





	İkili sayı sistemi kolay olması nedeniyle en çok kullanılan sayısal sayı sistemidir. İkili sayı sistemi günlük yaşamda kullandığımız ondalık sayı sistemine çok benzer. n-bitlik bir sayı n basamağın düzenli bir dizisi ile gösterilir:





		A=(an-1an-2...a0),    ai({0, 1}	(3.1)





	Bu gösterilim şekli ile bir tamsayı veya bir sabit noktalı sayı ifade edilebilir. Sadece doğal sayılar gözönünde bulunduruluyorsa yukarıdaki gösterilim sayıları idafe etmek için yeterlidir. Bu gösterilim "işaretsiz ikili sayı gösterilimi" olarak adlandırılır. Bir ai kümesi için A sayısının değeri aşağıdaki gibi bulunur.





		� EMBED Equation.2  ���	(3.2)





	0'dan 2n-1'e kadar olan sayılar bu şekilde gösterilebilirler. Negatif sayılar ile işlem yapılmak isteniyorsa farklı bir gösterilim kullanılmalıdır. Bir çözüm, ondalık sayı sisteminde olduğu gibi sayının önünde işareti gösteren bir basamak kullanmaktır. En yüksek anlamlı basamağın (Most Significant Bit: MSB) sayının işaretini göstermek için kullanıldığı bu gösterilim "işaretli sayı gösterilimi" olarak adlandırılır. Bu gösterilim ile ifade edilen A sayısının değeri şu şekilde hesaplanır:





		� EMBED Equation.2  ���	(3.3)





	İşaretli sayı gösteriliminde negatif sayılar ifade edilebilmesine rağmen bazı sakıncaları vardır. 0 rakamının biri negatif işaretli, diğeri pozitif işaretli olmak üzere iki farklı gösterilmi vardır. Diğer önemli bir problem ise pozitif ve negatif sayıların aritmetik işlemlerde farklı şekillerde kullanılmalarının gerekmesidir. Bu birden çok sayının kullanıldığı işlemler için önemli bir problemdir.


	Sayıların "ikiye tümleyen" gösterilimle ifade edilmesi pozitif ve negatif sayıların gösteriliminde daha çok tercih edilen bir gösterilim yöntemidir. İkiye tümleyen gösterilim kullanılarak ifade edilen A sayısının değeri şu şekilde bulunur: 





		� EMBED Equation.2  ���	(3.4)





	Bu gösterilim kullanılarak ifade edilen bir sayının negatif değeri aşağıdaki gibi hesaplanır.





		� EMBED Equation.2  ���	(3.5)





	İkiye tümleyen gösterilimin önemli bir özelliği temel aritmetik işlemlerin pekçoğunda sonuç sayıların işaretinden bağımsız olarak bulunabilir. Tablo 3.1'de     4-bitlik her üç gösterilim ile ifade edilen bütün sayıların değerleri verilmiştir.





Tablo 3.1 4-bitlik sayıların gösterilimine göre değerleri.


Bit Dizisi�
İşaretsiz�
İşaretli�
İkiye Tümleyen�
�
0000�
0�
+0�
0�
�
0001�
1�
1�
1�
�
0010�
2�
2�
2�
�
0011�
3�
3�
3�
�
0100�
4�
4�
4�
�
0101�
5�
5�
5�
�
0110�
6�
6�
6�
�
0111�
7�
7�
7�
�
1000�
8�
-0�
-8�
�
1001�
9�
-1�
-7�
�
1010�
10�
-2�
-6�
�
1011�
11�
-3�
-5�
�
1100�
12�
-4�
-4�
�
1101�
13�
-5�
-3�
�
1110�
14�
-6�
-2�
�
1111�
15�
-7�
-1�
�



3.1.2 Fazlalıklı İkili Sayı Sistemi





	Toplama sayısal sistemlerdeki en önemli işlemdir. Toplamının en zor işlemi elde hareketidir. Bir basamağın toplamı daha yüksek anlamlı basamakları etkiler ve daha düşük anlamlı basamakların toplamından etkilenir.


	Fazlalıklı ikili (Redundant Binary: RB) sayı sistemi elde hareketi problemini çözmek üzere geliştirilmiştir. Toplama elemanlarındaki elde hareketini yok edebilmek için bir basamak birden çok bit ile gösterilir. Bu sebeple fazlalıklı ikili adı verilmiştir. Bir basamağın birden çok bitle gösterilmesi sebebiyle, RB gösterilimle ifade edilen bir sayı ikili sayı sistemiyle ifade edilen bir sayıya göre daha fazla saklama elemanı gerektirir. İkinci bir dezavantajı da RB gösterilim ile ifade edilen bir sayının ikili gösterilime çevrilmesi işleminin karmaşık olmasıdır.


	Bu tezde kullanılacak olan RB gösterilim, Avizienis(15( tarafından geliştirilen işaretli sayıların gösterilim şekillerinden biridir. İşaretli sayıların basamakları � EMBED Equation.2  ���, -1'i göstermek üzere, {� EMBED Equation.2  ���, 0, 1} değerleri kullanılarak ifade edilir. � EMBED Equation.2  ���, (0,1), 1, (1,0) ve 0, (0,0) çiftleri ile gösterilir. n-basamaklı RB tamsayı Y=(yn-1...y0(RB (yi({� EMBED Equation.2  ���, 0, 1}),


		� EMBED Equation.2  ���	(3.6)





değerine sahiptir. RB gösterilimi ile ifade edilen sayıların değerlerinin bulunması işaretsiz ikili tamsayı gösterilimine benzer, fakat sayının basamak değerleri � EMBED Equation.2  ��� olabilir.


	RB gösterilimde bir tamsayının birden çok gösterilimi olabilir. Örneğin, (0101(RB, (011� EMBED Equation.2  ���(RB, (1� EMBED Equation.2  ���01(RB, (1� EMBED Equation.2  ���1� EMBED Equation.2  ���(RB ve (10� EMBED Equation.2  ���� EMBED Equation.2  ���(RB sayılarının hepsi "5" i ifade etmek üzere kullanılabilir.


	Bir RB sayının negatifi, sayının içindeki bütün sıfır olmayan basamakların ters işaretlisi alınarak bulunabilir. Bu işlem, bütün basamaklara paralel olarak aynı zamanda yapılabileceğinden, sayının negatifini bulma işlemi sayının uzunluğundan bağımsız sabit bir sürede yapılabilir.





3.1.3 Kayan Nokta Sayı Sistemi





	Daha önce anlatılan bütün sayı sistemleri sabit noktalı sayı sistemleri idi. Kayan noktalı sayı sistemi kullanılark ifade edilen bir sayı, bir işaret biti (S), bir mantissa (M) ve bir üs değerinden (E) oluşur ve aşağıdaki gibi gösterilir.





		F=(-1)S(M(2E	(3.7)


	Tablo 3.2'de kayan nokta gösterilimi için iki IEEE standardı gösterilmiştir.





Tablo 3.2 IEEE kayan nokta standartları.


Standart�
n�
nM�
nE�
range�
precision�
�
single�
32�
23�
8�
3.8(1038�
10-7�
�
double�
64�
52�
11�
9(10307�
10-15�
�



3.2 BOOTH ALGORİTMASI





	Booth algoritması çarpma işleminde toplanarak çarpım sonucu bulunacak olan ara çarpımların elde edilmesinde kullanılır (16(.	


	İşaretli sayıların çarpımında kullanılan devrenin minimal yapılması amacıyla bu algoritma geliştirilmiştir. Çarpma işleminde işaretli sayılar iki farklı şekilde gösterilebilir:


(işaret)(genlik değeri) gösterilimi.


İkiye tümleyen gösterilimi.


	Her iki gösterilimde de çarpılacak sayıların, önce genlik değerleri bulunmalı, genlik değerleri ile çarpma işlemi yapılmalı, daha sonra da bulunan sonuç tekrar işaretli gösterilime çevrilmelidir. Bu çevirme işleminin yapısı aşağıdaki gibidir.


	Çarpma işlemininde ikiye tümleyen gösteriliminin kullanıldığı varsayılsın. Bu durumda, pozitif ve negatif sayılar için aşağıdaki eşitlikler elde edilir.





		+m ( m	(3.8)


		-m ( 2 - m	(3.9)





	m ve r ile gösterilen iki sayının çarpımı bulunacaksa makina aşağıdaki sonuçları üretecektir.





		+m * +r = +mr,	(3.10)


		-m * +r = 2r-mr,	(3.11)


		+m * -r = 2m - mr,	(3.12)


		-m * -r = 4-2m-2r+mr.	(3.13)





	(3.11), (3.12) ve (3.13)'den mr'yi elde etmek için bulunan sonuçlara aşağıdaki işlemler uygulanmalıdır.


m negatif ise bulunan çarpımdan 2r çıkarılacaktır.


r negatif ise bulunan çarpımdan 2m çıkarılacaktır.


	(3.13)'de hem m hem de r negatif olduğundan, bu işlemlerin her ikisi de yapılmalıdır. Bütün işlemler mod-2'ye göre yapıldığından (3.13)'deki 4 sayısı ihmal edilir ve sonuca ulaşılır.


	Yukarıda anlatılan işlemlerin yapılması çarpılacak sayıların işaretlerinin makina tarafından bulunmasını gerektirir. İşaretlerin makina tarafından bulunabilmesi için sayıların genlik değerleri ile birlikte işaretleri de saklanmalıdır.


	Çarpma işlemi yapılırken sayıların işaretlerinin bulunması gerekmeden sonucun bulunabilmesi için aşağıdaki algoritma geliştirilmiştir. m=mn.mn-1mn-2...m1 ve r=rn.rn-1rn-2...r1 ile gösterilen iki sayının çarpımı bulunurken, m sayısının i. basamağı mi'e bakılır:


mi+1=0, mi=0 ise daha önce bulunan ara çarpımların toplamını 2-1 ile çarp, yani toplamı bir sağa kaydır.


mi+1=0, mi=1 ise daha önce bulunan ara çarpımların toplamına r ekle ve 2-1 ile çarp, yani bir sağa kaydır.


mi+1=1, mi=0 ise daha önce bulunan ara çarpımların toplamından r çıkar ve ve 2-1 ile çarp, yani bir sağa kaydır.


mi+1=1, mi=1 ise daha önce bulunan ara çarpımların toplamını 2-1 ile çarp, yani bir sağa kaydır.


i=n ise 2-1 ile çarpma işemini yapma.


	m sayısı n basamaklı ise başlangıçta mi=0 dır.


	Algoritmanın çalışmasını göstermek için aşağıdaki örnekler verilmiştir.





Örnek 3.1: m=0.101 �EMBED Equation.2���,   r=0.110 �EMBED Equation.2���


	m3=1 (m4=0)	r çıkar	1.010


		bir sağa kaydır	1.101,0


	m2=0, m3=1	r ekle	1.1010


			0.110


			0.0110


		bir sağa kaydır	0.001,10


	m1=1, m2=0	r çıkar	0.00110


			1.010	


			1.01110


		bir sağa kaydır	1.101,110


	m0=0, m1=1	r ekle	1.101110


			0.110	


			0.011,110 (mod 2)


		sağa kaydırma yok	0.011,110 �EMBED Equation.2��� 


Örnek 3.2: m=1.011 �EMBED Equation.2���,   r=0.110 �EMBED Equation.2���


	m3=1 (m4=0)	r çıkar	1.010


		bir sağa kaydır	1.101,0


	m2=1, m3=1	bir sağa kaydır	1.110,10


	m1=0, m2=1	r ekle	1.11010


			0.110	


			0.100,10


		bir sağa kaydır	0.010,010


	m0=1, m1=0	r çıkar	0.010010


			1.010	


			1.100,010 (mod 2)


		sağa kaydırma yok	1.100,010 �EMBED Equation.2���


Örnek 3.3: m=0.101 �EMBED Equation.2���,   r=1.010 �EMBED Equation.2���


	m3=1 (m4=0)	r çıkar	0.110


		bir sağa kaydır	0.011,0


	m2=0, m3=1	r ekle	0.0110


			1.010	


			1.101,0


		sağa kaydır	1.110,10





	m1=1, m2=0	r çıkar	1.11010


			0.110	


			0.100,10


		bir sağa kaydır	0.010,010


	m0=0, m1=1	r ekle	0.010010


			1.010	


			1.100,010 (mod 2)


		sağa kaydırma yok	1.100,010 �EMBED Equation.2���


Örnek 3.4: m=1.011 �EMBED Equation.2���,   r=1.010 �EMBED Equation.2���


	m3=1 (m4=0)	r çıkar	0.110


		bir sağa kaydır	0.011,0


	m2=1, m3=1	bir sağa kaydır	0.001,10


	m1=0, m2=1	r ekle	0.00110


			1.011	


			1.011,10


		bir sağa kaydır	1.101,110


	m0=1, m1=0	r çıkar	1.101110


			0.110	


			0.011,110 (mod 2)


		sağa kaydırma yok	0.011,110 �EMBED Equation.2���





3.2.1 Geliştirilmiş-Booth Algoritması





	Booth algoritması kullanılarak ara çarpımların elde edilebilmesi için, algoritma devre tasarımına uygun hale getirilmek üzere geliştirilmiştir (17(, (18(. "Geliştirilmiş-Booth algoritması" adı verilen bu yöntem bu ayrıtta anlatılmıştır. 


	A ve B, 4-bitlik çarpan ve çarpılan sayılar olmak üzere, A,





		A = a3x23 + a2x22 + a1x21 + a0	(3.14)





biçiminde ifade edilebilir. 


	Çarpma sonucunun bulunması için, B, A'nın her terimi ile çarpılıp toplanacaktır. A'nın aşağıdaki gibi gösterilebileceği kolayca ispatlanabilir.





		A = 24 x a + 22 (-2a3 + a2 + a1) + 20 (-2 a1 + a0 + 0)	(3.15)





	Birinci terimin dışındaki terimler, 2i ve Fi ile gösterilen bir terimin çarpımı olarak yazılabilir. Fi terimleri,


		Fi = (-2 ai+1 + ai + ai-1)	(3.16)





biçiminde tanımlanır.


	Fi'nin alabileceği değerler Tablo 3.3'de gösterilmiştir.


		


Tablo 3.3 Fi'nin alabileceği değerler�
�
Fi�
ai+1�
ai�
ai-1�
�
0�
0�
0�
0�
�
1�
0�
0�
1�
�
1�
0�
1�
0�
�
2�
0�
1�
1�
�
-2�
1�
0�
0�
�
-1�
1�
0�
1�
�
-1�
1�
1�
0�
�
0�
1�
1�
1�
�



	B, A ile çarpıldığında, Fi'nin değerine göre, aşağıdaki işlemler yapılır.


Fi=2 ise daha önce bulunan ara çarpımların toplamına i+1 kadar sola kaymış hali eklenir.


Fi=1 ise daha önce bulunan ara çarpımların toplamına i kadar sola kaymış hali eklenir.


Fi=0 ise daha önce bulunan ara çarpımların toplamında değişiklik yapılmaz.


Fi=-1 ise daha önce bulunan ara çarpımların toplamından i kadar sola kaymış hali çıkarılır.


Fi=-2 ise daha önce bulunan ara çarpımların toplamından i+1 kadar sola kaymış hali çıkarılır.


	Tablo 3.3'de gösterildiği gibi, çarpan sayının basamaklarından oluşan 3-bitlik sayılara bakılarak çarpılan sayıya hangi işlemin uygulanacağına karar verilir. Bu sayılar ve karşılık gelen işlemler şu şekildedir: bir kere topla (001, 010), iki kere topla (011), bir kere çıkar (101, 110), iki kere çıkar (100) veya hiçbir işlem yapma (000, 111). Aşağıdaki örnek algoritmanın çalışmasını gösterebilmek için verilmiştir.














Örnek 3.5:


�
































	İki kere çıkarma işlemi, çarpılanın ikiye tümleyeninin, bir sola kaydırılıp daha önce bulunan ara çarpıma eklenmesiyle gerçekleştirilmiştir. Ara çarpımlar en yüksek anlamlı bite kadar işaret bitleri ile genişletilmiştir.


	Booth algoritmasının kullanıldığı çarpma devrelerinde, girişleri çarpan sayının üç bitlik parçaları, çıkışları ise TOPLA, CIKAR, SIFIR, TOPLAx2 ve CIKARx2 kontrol işaretleri olan "Booth Kodlayıcı" ismi verilen devreler kullanılır. Şekil 3.1'de i. ara çarpımın j+2. basamak değerinin, çarpılan sayı ve Booth kodlayıcı çıkışları kullanılarak elde edilmesinde kullanılan veri toplayıcı (Multiplexer: MUX) gösterilmiştir. Bu devre "Booth Seçici" olarak adlandırılır. Çarpılan sayının uygun bitini seçmek için beş adet üç konumlu kapı kullanılmıştır. Üç konumlu kapıların izin girişleri Booth kodlayıcılardan elde edilen kontrol işaretleridir. 


	Booth kodlayıcıların çıkışları olan kontol işaretlerine, ismi NEG olan bir işaret daha eklenmiştir (19(. 	Booth seçici çıkışından bir pozitif sayı elde ediliyorsa, NEG işareti "0" dır. Booth seçici çıkışından ikiye tümleyen bir sayı elde ediliyorsa, NEG işareti "1" dir. Çıkarma işlemi, ikiye tümleyen gösterilim kullanılarak yapıldığından, CIKAR ve CIKARx2 işlemlerinde oluşturulan ara çarpımı, düşük anlamlı basamağına "1" eklenmelidir. Eklenecek olan "1" NEG işareti ile elde edilir. Örnek 3.6'da 8 bitlik, A ve B sayıları kullanılarak, ara çarpımların, yukarıda verilen yönteme göre, elde edilişi gösterilmiştir.
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Örnek 3.6: A=a7a6a5a4a3a2a1a0 ve B=b7b6b5b4b3b2b1b0 olarak gösterilmiştir. Çarpan sayı B Booth kodlayıcının girişlerine uygulanmak üzere Şekil 3.2'de gösterilen gruplara ayrılır. Şekil 3.2'de görüldüğü gibi çarpan sayı beş gruba ayrılmıştır. Her bir grup Booth kodlayıcının girişlerine uygulanarak kontrol işaretleri elde edilir. Elde edilen kontrol işaretleri Booth seçicinin kontrol girişlerine uygulanarak beş adet ara çarpım bulunur. 8-bitlik iki sayının çarpımında, Booth algoritması kullanılarak, ara çarpım sayısı sekizden beşe düşürülmüştür.











�





A ve B sayılarının çarpım sonuçlarının bulunmasında kullanılacak olan, ara çarpımlar aşağıdaki gibi elde edilir. 





�
�
�
�
�
�
�
�
a7�
a6�
a5�
a4�
a3�
a2�
a1�
a0�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
b7�
b6�
b5�
b4�
b3�
b2�
b1�
b0�
�
neg0�
neg0�
neg0�
neg0�
neg0�
neg0�
neg0�
c8�
c7�
c6�
c5�
c4�
c3�
c2�
c1�
c0�
�
neg1�
neg1�
neg1�
neg1�
neg1�
d8�
d7�
d6�
d5�
d4�
d3�
d2�
d1�
d0�
0�
neg0�
�
neg2�
neg2�
neg2�
e8�
e7�
e6�
e5�
e4�
e3�
e2�
e1�
e0�
0�
neg1�
�
�
�
neg3�
f8�
f7�
f6�
f5�
f4�
f3�
f2�
f1�
f0�
0�
neg2�
�
�
�
�
�
g7�
g6�
g5�
g4�
g3�
g2�
g1�
g0�
0�
neg3�
�
�
�
�
�
�
�
	Herbir satır bir ara çarpımı göstermektedir. Ara çarpım ÇIKAR veya ÇIKARx2 işlemleri sonucunda elde edildiyse, düşük anlamlı basamağına "1" eklenmelidir. ÇIKAR veya ÇIKARx2 kontrol işaretleri "1" olduğunda NEG işareti de "1" olduğundan, ikiye tümleyeni kullanılan ara çarpımın düşük anlamlı basamağına NEG işareti eklenir. i. ara çapıma eklenecek negi işareti, i+1. ara çarpımın düşük anlamlı basamağına yazılır. Böylece, i. ara çarpım, i. Booth seçicinin veri çıkışları, i ve i-1. kodlayıcıların NEG çıkışları kullanılarak üretilmiş olur. 
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		01101         (2'ye tümleyeni= 10011)


		01010  x


tekrar kodlanmış çarpan	0 0 1 0 1 0 (0)





		


	


		111100110	(iki kere çıkar)


		1110011	(bir kere çıkar)


		01101	+	(bir kere topla)


		sonuç	         010000010





+1   -1     -2





Şekil 3.1 i. ara çarpımın j+2. eleman değerinin bulunuşu





i. ara çarpımın j+2. elemanı 
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TOPLA2(i)
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Şekil 3.2 8 bitlik çarpan sayının gruplara ayrılması
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