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Oz

Bu bildiride ¢oziimleme 6nseliyle diizenlilestirilmis ter-
Al-

goritmanin yakinsama kogulu belirlenmis ve varolan

sine problemler i¢in bir algoritma incelenmistir.

bagka bir algoritma ile karsilagtirilmigtar.

1 Giris

r € R™

goriintiilemek istedigimiz nesne, y € R¥ de z’e dair

Bir tersine problem senaryosu diigiinelim.

giiriiltiilii ve bozuk goézlemlerimiz olsun. Daha net bir
ifadeyle, H : R™ — RF bildigimizi varsaydigimiz bozu-
lum igleci (distortion operator) ve n € R* de giiriiltii
isareti oldugu halde

y=Hxz+n (1)

olsun. Amacimiz y’den, H'ye dair bilgimizi kulla-
narak i kestirmek. Buradaki zorlugun, H tersinir
(invertible) olsa bile (ki burada dyle kabul edecegiz),
gliriiltii igaretinin varligindan dolay1 y’nin x’in siirekli
bir fonksiyonu olmamasi oldugunu sézleyebiliriz. Prob-
lemi diizenlilegtirmek (regularize) igin x’e dair 6nsel
(prior) bilgimizi kullanacagiz. Bu baglamda son birkag
yilda sikga kullamlan seyreklik (sparsity) varsayimina
(z’in bilinen bir gergevede (frame) az sayida cerceve

elemani kullanarak ifade edilebilmesi) bagvuracagiz.

Seyreklik varsayimindan hareketle, T' : R™ — R"
(m > n) gercevenin biregim igleci (synthesis operator)
(bkz. [2, 3]), T* : R" — R™ ¢oziimleme igleci (analysis

operator) ise, x’in kestirimi biregim ¢nseli kullanarak,
(2)
3)

¢ = argmin|ly — H T el + Alcll

ceR™

Tc

]
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seklinde, veya ¢oziimleme Onseli kullanarak

(4)

2" = argmin|ly — H t]3 + | 7" ¢
teR™

seklinde yapilabilir. Bu iki yaklagimdan hangisinin
‘daha iyi’ oldugu agik olmamakla birlikte [5], biregim
onselli diizenlemenin seyreklik varsayimina daha yakin
oldugu, coziimleme oOnselli diizenlemenin ise seyreklik
varsayiminin pek de dogru olmadig1 ‘dogal’ isaretler
i¢in daha uygun oldugu 6ne siiriilebilir [9]. Ayrica oku-
run dikkatini biregim onselli diizenlemenin, ¢éziimleme
onselli diizenlemenin 6zel bir durumu olduguna ¢ekmek

istiyoruz.

Bu bildiride, bir bagka 6zel durum olan, bozulum
iglecinin tersinir olmasi durumunu ele alacagiz (yani
(4)’teki H'nin tersinir olmasi durumu). W = T7* H~!

dersek, bu problemin ¢oziimiinii
()

a* = argmin ||y — x| + AWz
reR™

seklinde ifade edebiliriz.
Chambolle tarafindan [1]

at =y — ATk (y/A) (6)

seklinde nitelendirilmistir. Burada B.,, R™ fizerinde

(5)’teki problemin ¢6ziimii

ls mnormuna gore birim topunu (unit ball) ifade
ettigi halde, K kiimesi B, 'nin W7 uygulandigindaki
: 32 € By kiz = WT2}),
7k () ise K kiimesine izdiigiim islecini ifade etmekte-
dir.

goriintiisii (yani K = {z

Izdiigiim  algoritmasim  cikarmak  ve yakmsadigim

gostermek icin biraz on bilgiye ihtiyacimiz olacak.

2  On Bilgi

izleyen boliimlerde tiim kiimelerin ve vektorlerin sonlu

bir m degeri i¢in R™’de yer aldigim1 var sayacagiz.



Bu kisimda verdigimiz tanimlar ve sonuglar [6, 7]’den

alinmigtir.

Teorem 1. K C R™ digbiikey ve tikiz (compact) bir
kime, y € R™ de verilmis herhangi bir nokta olsun.
|- —yll3 fonksiyonu K iizerinde minimum degerini alur.

Bu minimum degeri veren x* € K tektir.

Tanmim 1. Yukarida bahsi gecen noktaya y’nin K 'ya

izdiigtimi diyecegiz ve i (y) seklinde ifade edecegiz.

Tamim 2. f(-), R™ dzerinde bir fonksiyon olsun. Ver-
ilen herhangi bir x € R™ i¢in 0 f () dyle bir kiime olsun
ki

s € df(x)
fly) + (s,y —2) < f(y)

—

Yy e R™ (7)

denkligi saglansin. Bu kimeye f(-) 'nin x noktasindaki

altdiferansiyeli (subdifferential) diyecegiz.

Teorem 2. f(-), R™ dzerinde digbiikey bir fonksiyon
olsun.

f@) < flx) < 0€df(x"). (8)

Tanim 3. M : R™ — R™ fonksiyonu, verilen her x, T

ikilisi icin

[M () = M(Z)[|2 < ||z — 2|2 (9)

egitsizligini gegerli kilworsa M ’ye (f2 normuna gore)

yaymayan (non-expansive) diyecediz.

Tamim 4. x € R™, verilen bir M : R™ — R™ fonksiy-
onu igin M (x) = x egitligini saghyorsa x’e M ’'nin sabit
bir noktasidir diyecegiz.

3 Izdisum Algoritmasi
Problemimizi hatirlayalim. y/A noktasimim K'ya
izdiigiimiini (ki Teorem 1 sayesinde tek oldugunu biliy-

oruz), yani
£ = mic(y/A) = argmin||y/A — ¢[3 (10)
teK

noktasini bulmaya caligiyoruz. K’nin tanimini kullanir

ve z*1

2* € argmin ||y/\ — WT 2|

2€EBoo

(11)

olacak sekilde secersek, t = W7 2* esitligini elde

edebiliriz. Dikkat edin ki, W7 nin bayag olmayan

bir sifir uzay1 varsa, (11)’deki minimizasyon problem-
inin ¢6ziim kiimesinin birden fazla elemani olabilir.
Z*m WT uygu-
landigindaki goriintiisii, t* tek oldugu icin, W7T Z* =
{t*} olacaktir.
— bkz.
amacit Z*’dan bir elemana ulagmak. Oncelikle, Ba

Bu ¢oziim kiimesine Z* diyelim.

Isle¢ parcalama (operator splitting

[4]) yontemiyle gikaracagimiz algoritmamizin

kiimesinin belirte¢ (indicator) fonksiyonunu

0 eger z € By,

I (2) = (12)
00 eger z ¢ B,
olarak tanimlarsak, (11)’deki problemi
min [|y/A = W" 2[5 + Ip..(2) (13)

seklinde yeniden yazabiliriz. (13)’teki fonksiyonlarin

altdiferansiyellerini

Ti(-) = dlly/A =W -3 (14)
=WW?T - —y/N),
To(-) := 0Ip_ (). (15)

seklinde ifade edelim. Bu durumda z*m (13)’deki

fonksiyoneli minimize etmesi,

0€Ti(z") + Tz (2") (16)
bagintisinin = dogru  olmasmma  denk  oldugunu
soyleyebiliriz (bkz.  Teorem 2).  (16)’min ise ¢

herhangi bir sabit, I da 6zdeslik isleci oldugu halde

(I—cTy)(z*) € (I +cT)(2), (17)

bagintisina denk oldugunu gorebiliriz. Buradan,
(I + ¢Ty)~? igleci birebir oldugu takdirde, 2* € Z*

bagintisinin

2 = (I + ) NI — 1) (2%) (18)

bagintisina denk oldugu sonucunu c¢ikarabiliriz.

(I + c¢Ty)~ ! islecinin ne oldugunu anlamaya caligalim.

Farzedin ki

a € (I+cTy)(b). (19)
Bu bagintiyi,
0eb—a+cTyb) (20)

seklinde yeniden yazalim. Teorem 2’yi kullanirsak

(20)’nin

1
b:argmin§ lz —all3 + Ip.(2) (21)



Bu

problemin ¢6ziimiiniin ise, B, kiimesinin tanimini

denklemiyle ayni anlama geldigini g¢ikarabiliriz.

hatirlar ve ‘kirp,,’ fonksiyonunu

Kirp, () = sgn(*) min(a, | - |). (22)
seklinde tanimlarsak,

bi = kirpy (a;) (23)
oldugunu gorebiliriz.  Burada b; ve a;, b ve a

vektorlerinin elemanlarim ifade etmektedir.

Coziimiin tek olmasindan (I + ¢T3)~! iglecinin bire-
bir oldugu sonucunu c¢ikarabiliriz. Bulgularimiz

ozetlersek,

Onerme 1. z* € Z* bagintisy ancak ve ancak z*,
(I + o) Y (I — ¢T)(-) islecinin sabit bir noktas

oldugunda dogrudur.

Onermede gecen sabit nokta ozelligini kullanarak,
L = (I + ¢Ty) ™Y (T — Ty (2F) (24)

seklinde bir algoritma Onerebiliriz. i§leglerin anlam-

larini agarak yazacak olursak,

Algoritma 1. 2°, y verilmis olsun. k > 0 igin, belli

bir yakinsama kriteri saglanana kadar,

=ty (L WWT)k 4 Swy). (25)

4 Algoritmanin Yakinsama
Kosulu

Algoritmanin ~ Z*imn bir  elemanina  yakinsayip

yakinsamayacagini inceleyelim. Oncelikle, kirpma
fonksiyonunun £ normuna gore yaymayan olmasini da
gbz oniinde bulundurarak, verilen herhangi z, z € B,

i¢in,

(I 4 cTo) ™ (I =Ty (Z) — (T4 cTo) (I —cTy)(2)]]2

< =eWWh)(z-2)|2 (26)

bagimtisim cikarabiliriz. Boylece p(I — cWW7T) < 1
ise algoritmamizin yaymayan bir iglecin yinelenmesin-
den olustugunu soyleyebiliriz. Bunun 6zel bir durumu
olarak da, verilen herhangi bir z* € Z*, bahsi gecen
iglecin sabit noktasi oldugu igin

(2 + eT2) (I = eTy)(25) = 2"z = |27 = 2"|2

< l2* =22 (27)

bagintisina ulagabiliriz. Kelimelerle ifade edecek
Artan yinelemeler bizi Z*’ye sadece
(27)’nin bir bagka sonucu da, Z*

kiimesi smirh oldugu icin, baglangic noktamiz z° her

olursak

yaklagtirabilir.

ne olursa olsun, algoritmamizdan elde ettigimiz {2*};cn
kiimesinin siirh olacagidir (aslinda bu sonuca z* € By,
oldugu igin de varabilirdik). Bu da, z' € R™ oldugu
i¢in, {2'};en dizisinin yakimsayan bir alt dizisi olacag
anlamina gelir (Bolzano-Weierstrass Teoremi geregi,
bkz. [8], Thm. 2.42).

bir alt dizi oldugunu ve z°° noktasina yakinsadigini

{2z }en alt dizisinin boyle

farzedelim. Dikkat edin ki z°° algoritmamizin sabit
bir noktasi olmak zorunda degildir. Yine de, eger
2°° € Z* oldugunu gosterebilirsek, Onerme 1 sayesinde
z%’un algoritmanin sabit bir noktasi olacagi sonu-
cunu ¢ikarabiliriz.  Oyle bir durumda da (27) geregi
||2% — 2*||2 dizisinin monoton azalan ve 0’a yakinsayan
bir dizi oldugunu, dolayisiyla algoritmanin Z*’in bir el-
emanina yakinsayacagini soyleyebiliriz. Buradaki kri-
tik noktanin, z*°’un Z* iginde yer aldigini gostermek

oldugunu soyleyebiliriz.

Onerme 2. Wnun dejer kiimesinde (range space)
p = p(I — cWWT) < 1 ise Algoritma 1’in tim

toplanma noktalary (cluster point) Z* wn elemanudar.

Kant. {z'};en verilmis herhangi bir 29 icin algorit-
{Zik}keN bu
kiimeden gikarttigimiz yakinsak bir alt dizi ve 2% —
2> olsun. Farzedelim ki 2 ¢ Z*. O halde, 6yle bir
z* € Z* bulabiliriz ki ||z — z*|2 = d > 0 saglamr.
Wnun deger kiimesine izdiigiim iglecini P ile ifade ede-
lim ve P+ := I—P diye tammmlayalim. W7 z* £ W7 2>
oldugu igin (aksi takdirde z*° € Z* olurdu),

manin iirettigi noktalar kiimesi olsun.

IP(z* = 2)||l2 = d1 > 0,
|P4(z" = 2%) ]2 = d2 > 0

(28)

(29)
2 2 2 1: e . ik o

ve d* = di 4+ dj diyebiliriz. {z% };cn yakinsak oldugu

i¢in, herhangi bir ¢ > 0 verildiginde 6yle bir tamsay1
K (€) bulabiliriz ki k > K (e€) oldugunda
IP(z" = 2%)[l2 <e, (30)
ve
[P (" = z*) 2 <€ (31)
esitsizlikleri dogru olur. Dikkat edin ki bu durumda
1P(z" = 2%)ll2 < di +e,

[Pz —2%)||la < day + €



olacaktir. Dolayisiyla,

(I + To) M (I = cTy) (") — 2*|3 (34)
= |[(I + ¢To) ™' (I — cTy) (™)

— (I +¢T) 1 I = h)(zY)]3 (35)
< = eWW (2" = 29)|l5 (36)
= [|P(I = cWWT) ("™ — 2|3

+ [P — cWW ) (2" = 2%)|3 (37)
<p*(di+€)+ (dz+e)? (38)

esitsizligi saglanir. Eger,

p* (dy +€)* + (dz + €)? < di + d3, (39)

oldugunu gosterebilirsek, yeterince kiigiik bir bir e > 0
igin |21 — 2*[|a + €2 < ||2>° — 2*||2 olacaktir ve
bu da [[z%+" — z*||s < |21 — 2*|| herhangi poz-
itif tamsay1 7 icin dogru oldugundan, z'* -» 2™
Fakat bu, kanitin bagindaki

2 — 2% tammmizla acgikca celistigi icin, 2> ¢ Z*

sonucunu doguracaktir.

varsayimimizin dogru olmadigini ¢ikaririz ve Onerme
kanitlanmig olur.

Simdi (39)’u yeterince kiigiik bir € segerek dogru kilip
kilamayacagimiza bakalim. (39)’un agagidaki bagintiya

denk oldugunu gorebiliriz:

o A3+ d3— (dy+€)? _ 1—e(2dy +¢€)/d?
(di +¢€)? 1+e2+e)/dd -
(40)

e sayisi 0’a yaklastikca, bagintinin sag tarafindaki terim
1’e yaklagacaktir. Dolayisiyla yeterince kiiciik bir € bu-
labiliriz ki (39) dogru olur ve boylelikle de kanitimiz
tamamlanir. O
Onerme 2'nin hemen 6ncesindeki aciklamalardan
asagidaki onermeyi elde edebiliriz.

Onerme 3. W nun deger kimesinde (range space)
p(I — cWWT) < 1 ise Algoritma 1 baslangi¢ noktas

ne olursa olsun Z* i bir elemanina yakinsar.

5 Basarim

Bu boliimde, algoritmanin  bagarimini  Cham-
bolle’iin  [1]’de sundugu algoritmanin bagarimiyla
kargilagtiracagiz. Niyetimiz amag fonksiyonunu

degerlendirmek olmadig1 i¢in tek boyutlu basit bir

Goriintillemek istedigimiz nesne : x

L

)
0 1000

X’e dair giirtultili gézlemlerimiz : y

.

0 1000

Amag fonksiyonunu minimize eden x*

N

0 1000

Sekil. 1: Gozlemlemek istedigimiz nesne (iistteki sekil),
bu nesneye dair gézlemlerimiz (ortadaki sekil) ve A = 1

i¢in (5)’1 minimize eden z* fonksiyonu (alttaki gekil).

ornek ele alacagiz. Elimizde gozlem olarak Sekil 1’de
orta panelde gosterilen fonksiyon olsun. Amacimiz,
asil nesneyi (yani Sekil 1’in iist panelinde gosterilen
fonksiyonu) bu giriiltilii gozlemden kestirmek. Bu-
rada herhangi bir bozulma uygulanmadigini bildigimizi
varsaylyoruz (yani (4)te H = I). Chambolle’iin algo-
ritmasimi, Algoritma 1’in gdsterimini kullanarak sdyle
ozetleyebiliriz:

Algoritma 2. 2°, y verilmis olsun. k > 0 icin, belli

bir yakinsama kriteri saglanana kadar,

LRl

((1 — WWT)2k + ;Wy>

J X+ W (y/A—WwT2h).

Burada ./’ iglemi vektor elemanlarim ayri ayr1 bolmeyi
ifade etmektedir.

Chambolle’iin bu algoritmayla ilgili ilging bir gbézlemi,
[1)'de yakinsama kriteri olarak I — cWW?T > 0 ver-
ilmesine ragmen algoritmanin pratikte 21 — cWW7T >
0 saglandiginda dahi yakinsadigina dairdir. Bizim
bir bagka ilging gozlemimiz ise I — cWWT > 0
saglandiginda (5)’teki amag¢ fonksiyonunun monoton
olarak azalmasidir.

Ayrica dikkat ki, 4. Boliimde

sundugumuz yakinsama kriteri Chambolle tarafindan

¢ekmek isteriz

yeterliligi kamtlanan yakinsama kriterine gore (2 kat)

daha biiyiik bir ¢ sabiti kullanmaya izin vermektedir.



Amag fonksiyonunun yinelemelere gore geligimi
4.4

Chambolle Alg.

4.2 incelenen Alg.
4
3.8
3.6
3'40 10 20 3‘0 40 50
Yinelemelere gore limit noktasina log-uzaklik
1.5

——Chambolle Alg.
Incelenen Alg.

Sekil. 2: Sunulan algoritmanin Chambolle’in algorit-
masiyla kargilastirlmas:. Ustteki sekilde (5)’te verilen
amag fonksiyonunun logaritmasinin yinelemelere gore
nasil degistigi gosterilmistir. Alttaki sekilde ise algo-

ritmalarin ¢éziim noktasina log-uzakligi gosterilmigtir.

Deneyimize geri donelim. W matrisini H(z) = (-1 4+
2)//2 siizgecinin evrigim matrisi olarak secip, A = 1
alip Chambolle’iin algoritmasimi 10000 yineleme ya-
pacak sekilde kogturarak Sekil 1’in alt panelindeki
amag fonksiyonunu (yaklagik olarak) minimize eden
fonksiyonu elde ettik. Burada c igin izin verilen en
yiiksek deger olan 1’i kullandik.

Algoritmamizin  hizin1  Chambolle’iin  algoritmasinin
hiziyla kargilagtirmak icin ayni goézlem fonksiyonuna
kendi algoritmamizi ¢ = 2 alarak uyguladigimizda
ise amag fonksiyonunun logaritmasinin yinelemelere
gore degisimini Sekil 2’nin iist panelinde gosterilen
sekilde elde ettik.

ton azalan bir algoritma olmadigim ve ozellikle ilk

Buradan algoritmamizin mono-

yinelemelerde Chambolle’lin algoritmasmin (¢ = 1
alindiginda) amag fonksiyonunu daha hizh azalttigim
Fakat (Sekil 1 alt panelde gosterilen)

limit fonksiyonuna olan log-uzaklhiga baktigimizda

gorebiliriz.
durum degigsmektedir. Bu agidan algoritmamizin
Chambolle’iin algoritmasina goére ¢ok daha hizh
Yine de

adil olmak gerekirse bu fark Chambolle’iin algorit-

bir sekilde yakinsadigimi soyleyebiliriz.
masinda ¢ = 2 aldigimizda neredeyse yok olmak-
tadir. Buna ragmen, Chambolle’tin algoritmasi i¢in bu
se¢imi destekleyen teorik bir sonug bildirilmedigi i¢in
sundugumuz algoritmanin ve ¢ozlimlemesinin anlaml

oldugunu diisiintiyoruz.

6 Sonucg

Bu bildiride

diizenlilegtirilen giiriiltii giderme problemini ¢6zen bir

¢ozlimleme onseli kullanarak

algoritma Onerdik. Ayrica algoritmanin yakinsama

¢ozimlemesinden hangi kosulda yakinsayacagini
cikardik ve yakinsama hizin1 ayni igi yapan bagka bir
algoritmanin hiz ile kargilagtirdik. Sundugumuz algo-
ritmanin daha genel tersine problemlerin ¢oziimii i¢in
uyarlanmasinin daha da ilging sonuglara gotiirecegini

umuyoruz.
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