Deney 3:
Aynrik Fourier Doniisiimii (DFT) & Hizl1 Fourier Déniisiimii (FFT)

Amacg

Bu deneyin amact Ayrik Fourier Dontisimt (DFT) ve Hizlu Fourier Dontistiminin

(FFT) tamitilmasidir.

Girig

Bir onceki deneyde ayrik-zamanli Fourier dontistimiinii incelemistik. Ayrik-zamanl
Fourier dontisumii mutlak toplanabilir diziler icin frekans bolgesi gosterimini
saglamaktadir. Ancak, Fourier dontisimii sonsuz uzunlukta bir dizi i¢in tanimlidir
ve daha onemlisi, stirekli bir degisken olan @ acisal frekansmin bir fonksiyonudur.
MATLAB kullanirken dizileri siirlandirmamiz ve smirli sayida nokta igin
degerlendirme yapmamiz gerekir. Ayrik Fourier Dontisimti (DFT) bu problemleri

gidermektedir.

Ayrik zamanl Fourier dontisumii (DFT), ayrik zamanh sinyal isleme algoritma ve
sistemlerinin analizi, tasarimi, gerceklestirilmesi ile dogrusal filtreleme, korelasyon
analizi ve spektrum analizi gibi sinyal isleme uygulamalarinda 6nemli bir rol oynar.
DFT’'nin bu 6neme sahip olmasmin ardindaki temel neden DFT’yi hesaplamakta

kullanilan verimli algoritmalarin varligidur.

DFT, Fourier dontisimiiniin esit aralikli frekanslardaki orneklerine 6zdestir. Sonug
olarak N -noktal1 bir DFT'nin hesaplanmasi Fourier dontisimiintiin N 6rneginin, N
esit araliklh frekanslarla (w, =27k/N'), z-dtizlemindeki birim ¢ember {izerinde N
nokta ile hesaplanmasma karsilik gelir. Burada temel amag¢ N -noktali DFT’nin
hesaplanmasi icin verimli algoritmalarin kullanilmasidir. Bu algoritmalar ortak

olarak hizli Fourier dontistimii (FFT) algoritmalar: adini alir.



Avyrik Fourier Doniisiimii (DFT)

Ayrik-zaman Fourier dontisumu (DTFT) asagidaki sekilde verilir.

o0

X()=F{x(n)} =Y x(n)e’ (3.1

F{} operatorii x(n) ayrik isaretini gercel degerli @ 'nin karmasik degerli ve stirekli

bir fonksiyonu olan X(e’”)’ya doniistiirmektedir. X(e’”)’y1 Ae araliklariyla

periyodik olarak drnekledigimizi varsayalim. X (e’”), 27 periyodunda bir fonksiyon

oldugundan dolay1 sadece temel frekans araliginda kalan ornekler yeterli olacaktir.

Kolaylik icin 0<® <27 araliginda N tane esit aralikli 6rnek alalim (Aw=27/N).

Eger (3.1) denklemini w =27k/N noktasinda degerlendirecek olursak:

XMy =" x(n)e ™™ k=0,1,2,...,N -1 (32)

L uzunlugunda simirli uzunluklu bir x(n) dizisinin (x(n)=0, n<0 ve n>L igin)

Fourier dontistimii asagidaki sekilde verilir:

L-1

X()=Fi{x(n)}=>Y x(n)e”™ (3.3)

X(”)'y1 esit aralikh @, =27k/N, k=0,1,2,..,N-1 (N>L) frekanslarinda

ornekledigimizde olusan ¢rnekler

L-1

X(k) — X(eJZHk/N) — = x(n)e—jZHkn/N (34)
n=0
seklindedir. n> L icin x(n) =0 oldugundan,
N-1 )
X(k)=> x(m)e ™™ k=0,1,2,.,N-1 (3.5)

elde edilir. Burada verilen iliski (L < N) uzunluklu bir X(n) dizisini N uzunluklu
bir frekans dizisine {X(k)} dontstiirme islemidir. Frekans ornekleri, Fourier
doniisimii X(e’”)’y1 N ayrik frekans noktasinda degerlendirerek bulundugu igin,

(3.5)'de verilen iliski x(n) ‘nin Ayrik Fourier Dontistimii (DFT) olarak adlandirilir.

N-1
x(n) = iz X (k)™ n=0,1,2,..,N-1 (3.6)

n=0

islemi ise ters DFT (IDFT) olarak adlandirilir.




DFT'nin 6zellikleri

Ogzellikler ispatsiz olarak verilecektir. X(k), x(n)’in N -noktali DFT’si olsun.

1) Dogrusallik
DFT {ax(n)+by(n)} = a DFT {x(n)} + b DFT {y(n)} (3.7)

2) Periyodiklik

x(n+ N)=x(n)

(3.8)
X(k+N)=X(k)

Periyodiklik 6zelligi DFT ve IDFT dontistim formiillerinden ¢ikmaktadir.

3) Bir dizinin dairesel simetrikligi
Gordigumtiz tzere, L<N uzunluklu x(n) dizisinin N -noktali DFT'si, x(n) in

periyodik olarak genigletilmesiyle elde edilen N periyotlu x,(n) dizisinin

00

(x,(n)= z x(n—=IN)) N -noktali DFT sine esittir. Periyodik x,(n) dizisini k£ kadar

[=—0

saga oteledigimizi varsayalim. Boylece farkli bir periyodik dizi elde ederiz.

00

x,(m)y=x,(n—k)=_ x(n—k—IN) (3.9)

[=—x0

Sinirlt uzunluklu
()= x;(n), 0<n<N-1
0, disinda

dizisi x(n) dizisinin dairesel 6telemesiyle elde edilmistir. Bu iliski $Sekil 3.1'de N=4

i¢in gosterilmistir.
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Sekil 3.1: Bir dizinin dairesel 6telenmesi



4) DFT'nin simetri 6zellikleri

DFT'nin simetri 6zellikleri Fourier dontisimi icin uygulanan yontemin tekrariyla

elde edilebilir. N -uzunluklu x(n) ve DFT'sinin karmasik degerli oldugunu

varsayalim. Diziler asagidaki sekilde verilebilir.
x(n)=x,(n)+ jx,(n) 0<n<N-1
X(k)=X,(k)+jX,(k) 0<k<N-1

(3.10)"u, (3.5)'de verilen DFT ifadesine yerlestirerek,

N-1
X, (k)= [x;(n)cos 27N (n)sin 220
n=0 N N
N-1
X, (k)= —Z [x(n)sin 27hn x,(n)cos 27rkn]
n=0 N N

elde edilir. Benzer sekilde (3.11)’i, (3.6)'da verilen IDFT ifadesine yerlestirerek

1 & .
xR(n)—ﬁkZ:(;[XR(k)cos N — X, (k)sin N ]

1 & . 27kn 2rkn
x,(n)=NkZ=;[XR(k)sm ~ + X, (k) cos v ]

5) Gergel-degerli diziler

x(n) gercel-degerli ise, DFT tanimidan asagidaki 6zellik bulunur.

X(N—k)=X"(k) = X (k)

Dolayisiyla, | X (N - k)| = |X (k)| olacaktir.
6) Gergel ve cift diziler
x(n) gercel ve cift ise, yani
x(n)=x(N-n) 0<n<N-1
(3.13)'den X, (k)=0 olur. Boylece DFT

X(k)= X, (k)= Zf x(n)cos 27;] fon

n=

0<k<N-1

(3.10)
(3.11)

(3.12)

(3.13)

(3.14)

(3.15)

(3.16)

(3.17)

(3.18)

seklinde basitlesir. Bu fonksiyon gercel ve cifttir. X,(k)=0 oldugundan IDFT

asagidaki sekilde basitlesir.



N-1
x(n) = iz X(K)cosZZH  0<n<n -1 (3.19)
]\] k=0
7) Gergel ve tek diziler
x(n) gergel ve tek ise, yani
x(n)y=—x(N-n), 0<n<N-1 (3.20)
(3.12)'den X ,(k)=0 olur. Boylece DFT
N-1
X(k)=—j3 x(n)sin 27k k< N-1 (3.21)

n=0

seklinde basitlesir. Bu fonksiyon karmasik ve tektir. Bundan dolay1 IDFT asagidaki

sekilde basitlesir.
- N-1
x(n) = %z X()sin 22K 0<n<n -1 (3.22)
k=0
8) Sanal degerli diziler (x(n) = jx,(n))
Bu durumda
N-1
X, (k)= x,(n)sin 27kn (3.23)
n=0
N-1
X, (k)= x,(n)cos 2rhn (3.24)
n=0 ]v
9) Dairesel evrisim
x(n) > X (k) x,(n) < X, (k) (3.25)
ise
3 () (V) x,(n) & X, ()X, (k) (3.26)
Burada,
N-1
5,1 QD) x,() = Y x,(m)x, ((n=m)), (3.27)
m=0

olup @ dairesel evrisimi belirtmektedir.
((n—=m)), =(n—m)mod N

Dairesel evrisimin nasil gerceklendigini daha sonra bir 6rnekle gorecegiz (Ornek 3.2).



10) Carpum
3y (M) () <> %Xl 0 QDx, (k)

Ornek 3.1

x(n), 4-noktal1 bir dizi olsun.

1 0<n<3
x(n) =
0 disinda

a) Ayrik zaman Fourier dontistimiinii hesaplayin ve genlik ve fazini ¢izin.
b) x(n) in 4-noktal1 DFT’sini hesaplayn.

¢) x(n) in 16-noktali DFT"sini hesaplayin.

Coziim

a) Ayrik-zaman Fourier dontistimii asagidaki sekilde verilir.

3 ~jdw .
X(ejm) = x(n)e*jwn =1 +e*jw +e*j2w +efj3w _ 1-e/™" _ sin 2w 302
=0 - sin(w/2)
Boylece
i 3w sin2®
Be  sin2e_ - ()
‘X(ejw)‘ = ﬂ ve ZX(e’”’) — 2 sin(a/2)
i t1o) sin2®
Sln(a)/z) > +r Siri(a)/Z) <0

b) (5.7) kullanarak 4-noktali DFT hesaplayalim.

3
X, (k)= x(n)e ™ k=0,1,23

n=0
MATLAB kullanarak bunu yapabiliriz.

>>n=[0:N-1]; % n igin satir vektori

>>k=[0:N-1]; % k igin satir vektori
>>WN=exp(-1i*2*pi/N); % Wn vektori

>>nk=n"k; % nk degerlerini iceren NxN matris
>>WNnk=WN.”"nk; % DFT matrisi

>>X4=x*WNnk; % DFT katsayilar1 icin satir vektorii
>> magX4=abs(X4); phaX4=angle(X4);

(3.28)



AZFD genlik

frekans/pi

AZFD faz

frekans/pi

Sekil 3.2: Genlik ve faz diyagrami
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Sekil 3.3: 4 -noktalit DFT



¢) (3.5)'i kullanarak 16-noktalt DFT hesaplayalim.

Xo(k)=Y x(n)e ™" k=0,1,2,...

15
,15

n=0

MATLAB kullanarak bunu yapabiliriz.

>>x16=[x zeros(1,N-length(x))]; % sifir dolgulama

>>n=[0:N-1];
>>k=[0:N-1];
>>WN=exp(-j*2*pi/N);
>>nk=n"k;
>>WNnk=WN."nk;
>>X16=x16*WNnk;

% n icin satir vektorii
% k icin satir vektorii
% Wn vektorii
% nk degerlerini iceren NxN matris
% DFT matrisi

% DFT katsayilar1 icin satir vektori

>>magX16=abs(X16); phaX16=angle(X16);

AFD genlik, N=16
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Sekil 3.4: 16 -noktali DFT

DTFT, 4-noktali DFT ve 16-noktali DFT karsilastirilarak DFT'nin DTFT'nin
orneklenmesinden olustugunu gorebiliriz. Frekans bolgesinde aliman ornek sayisi

DFT'nin uzunlugunu vermektedir.



Ornek 3.2:

x,(n)={,2,3} ve x,(n)={1,2,3,4} olmak tizere 4-noktali dairesel evrisimi
(x,(n) @ x,(n)) hesaplaymiz.

Coztm:

x,(n) 3-noktali bir dizi oldugundan ilk 6nce onu sifir dolgulayarak 4-noktali

uzunluga getirmemiz gerekir. Bu problemi hem zaman hem frekans bolgesinde
¢ozecegiz. Zaman bolgesinde (3.28) kullanilirken frekans bolgesinde ise (3.5) ile
verilen DFT kullanilacaktr.
1) Zaman bolgesi yaklasimi

4-noktal1 dairesel evrisim asagidaki sekilde verilir.
3
% (m) @ x,(n) = 3 3, (m)x, (n—m)),
m=0

dairesel olarak katlanmis ve otelenmis x,((n—m)), dizisini olusturmamiz, bunu
x,(m) ile carpmamuz, ve her » i¢in bu ¢arpim degerlerini toplamamiz gerekmektedir.
x,(n)=1{1,2,3,0} ve x,(n)={1,2,3,4} goz oniine alalim.

n=0 icin

3

Z X, (m)x, ((0—m)), = [{1,2,3,0}+{1,4,3,2}]

m=0

3
> [41,8,9,04 =18
m=0

n=1 icin

3

25 m%, ((=m)), = 3 141,2,3,04+(2,1,4,3}]

m=0

3
> [42,2,12,04 =16
m=0
n=2 igin

D x(m)xy((2—m)), = Y [{1,2,3,0}4+{3,2,1,4}]

3
D [{3,4,3,04=10
m=0

n =3 icin

10



2,5 (mx,(B=m), = 3 [{1,2.3,01+{4,3,2,1}]

3
D [{4,6,6,0} =16
m=0

Boylece x,(n) @ x,(n) = {18,16,10,16} olur.

2) Frekans bolgesi yaklasimi

Bu yaklasimda ilk once x,(n) ve x,(n) igcin 4-noktali DFT hesaplanir ve bunlar
birbiriyle garpilir. Sonucun IDFT'si alinarak dairesel evrisim elde edilir.

x,(n) nin DFT'si

x,(n)={1,2,3,0}, X,(k)={6,-2-2;,2,-2+2;}

x,(n) nin DFT'si

x,(n)=1{1,2,3,4}, X,(k)={10,-2+2,-2,~2 -2}

X, (k)X,(k)=1{60,8,—4,8}

IDFT sonrast x,(n) ® x,(n) = {18,16,10,16}

Odev 3.1:

1) 32 uzunluklu x(n)=5cos(£n)+3sin(3£n), 0<n <31, isareti verilmis olsun. Dizinin
DFT’sini N =32,128,512 uzunluklar1 icin hesaplaymiz ve bu N -noktali DFT'lerin
genligini ¢izdiriniz. DTFT, 32-noktali DFT, 128-noktali DFT ve 512-noktali DFT'yi
karsilastirimiz (DFT hesaplamak igin bir program yazmalisiniz).

2) a) MATLAB'de dairesel evrisim isleminin gerceklestiren bir program yazmiz.
(Yazdigimiz program herhangi N degeri icin calismali ve girisine verdiginiz aym1 N
uzunluklu iki dizinin dairesel evrisimini zaman bolgesinde hesaplamalidir.)

b) x1=[0:0.1:0.9]; x2=[2:-0.1:1.1]; komutlar1 ile {iireteceginiz iki dizinin dairesel
evrisimini a) sikkinda yazmis oldugunuz program ile elde ediniz.

3) Asagidaki diziler icin dairesel evrisimi zaman bolgesinde hesaplayimiz. MATLAB
yardimiyla frekans bolgesinde de hesaplayiniz. 2. soruda yazmis oldugunuz dairesel
evrisim programini bu iki dizi i¢in ¢alistirarak buldugunuz sonuglar: dogrulayinz.

x(n)={0,L,1-1}, x,(n)= {1,0,-11}

11



Hizl1 Fourier Doniisiimii (FFT)

Ayrik Fourier dontistimiinii tekrar hatirlayacak olursak,

N-1
X(k)y=Y x(mWwy  0<k<N-1 (3.29)
n=0

Burada W, =e /") dir. (3.29) denklemiyle gosterilen Ayrik Fourier Déniistiimiiniin
(DFT) dogrudan hesaplanmasinda her bir X (k) degeri icin N adet karmasik carpma
ve N -1 adet karmasik toplama islemi yapilmaktadir. Bundan dolay1 N adet DFT
degeri bulunurken, N adet carpma ve N(N-1) adet toplama islemi gereklidir.
Ayrica her karmasik carpma islemi dort gercel carpma ve iki gercel toplama islemi ve
her bir karmasik toplama iki gercel toplama islemi ile gerceklenmektedir. Sonug
olarak, dizi uzunlugu olan N'nin biiytik olmast durumunda DFT'nin dogrudan
bulunmasi ¢ok fazla miktarda islem yapilmasimni gerektirir. Yani, N sayis1 artarken
yapilan islem sayist ytiksek hizla artmakta ve islem sayisi kabul edilemez bir
seviyeye dogru gitmektedir. 1965 yilinda Cooley ve Tukey Ayrik Fourier Dontisimii
icin gerekli islem miktarin azaltacak bir prosediir gelistirdiler!. Bu prosediir, sayisal
isaret isleme ve diger alanlarda DFT uygulamalarinda ani bir artis olmasina sebep
oldu. Ayrica baska algoritmalarin gelistirilmesine 6n ayak olmustur. Tum bu
algoritmalar Hizl1 Fourier Doniisiim (FFT) algoritmalar1 olarak bilinir. Bu
algoritmalar ile DFT hesab:r icin yapilmasi gereken islem sayisi biiyiik olctide
azaltilarak islem kolaylig1 saglanmistir. Her ne kadar dontisiim olarak adlandirilsa,
Hizli Fourier Dontistimiui (FFT) Ayrik Fourier Dontistimii (DFT) den farkh degildir.

FFT, DFT hesaplanmasi i¢in etkili ve ekonomik bir algoritmadir.

Verimli Hesaplama :

Verimli bir sekilde tasarlanmis algoritmada islem sayisi veri 6rnegi basina sabit
olmalidir ve bundan dolay1 toplam islem sayis1t N'e bagh olarak lineer olmalidir.
Genel olarak bir toplama islemi i¢in gereken isleme (processing) zamani bir ¢carpma

islemi icin gereken isleme zamanina gore ¢ok daha azdir. Bu ytizden daha ¢ok 4

"' Cooley, J.W., Tukey, J.W., An Algorithm for the Machine Computation of Complex Fourier Series,
Mathematics of Computation, Vol. 19, pp. 297-301, April 1965.
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gercel carpma ve 2 gercel toplama gerektiren komples carpma islemleri sayisini
dikkate alacagiz.
(W'} faktoriiniin periyodiklik ve simetri ozellikleri kullanilarak iglem sayisi

azaltilabilir.

e Perivodiklik Ozelligi

kn __ k(n+N) _ (k+N)n
WN - WN - WN

e Simetri Ozelligi

kn+N/2 __ kn
WlrN2 = gk

Periyodiklik ve simetri 6zelliklerinin islem sayisini azaltmadaki faydasin bir 6rnekle

gorelim.

Ornek 3.3:
Dort noktali bir DFT'nin hesaplanmasi ve hesaplanmasi igin verimli bir algoritma

gelistirilmesi,
3
X=X x(mW,* , 0sn<3, W=/ =—j
n=0

Ozum:
Yukaridaki hesaplama 16 tane kompleks carpma islemi iceren matris formunda
gosterilebilir:

XO) | (w we Wy | x(0)

x| _(weowlowEowy || x)

xX@| | wowzowl owe | x)

XGyJ (wyowlowe LX)

Verimli Yaklasim: Periyodikligi kullanarak,

W)=w=1 ; W =Ww=-j

We=w'=-1; W' =j
bu esitlikleri yukaridaki matris formunda yerine koyarsak asagidaki ifadeyi elde
ederiz.

xO)7 1 1 1 17[x0)

XM | (1 = -1 |l

X2 |1 -1 1 =1{=x@2)

X3 b 1 =jxQ)

13



Buradan asagidaki denklemleri elde edebiliriz:

X0)=x(0)+x(D)+x(2)+x3) = [x(O) + x(2)] + [x(l) + x(3)]

X (1) = x(0) = jx(1) = x(2) + jx(3) = [x(0) = x(D)] - j[x() - x(3)]

-
hy hy

X(2)=x0)-x()+x(2)-x3) = [i(O) +x(2)]-[x(1)+ )ﬂ]

R —

X(3)=x(0)+ jx(1)—x(2)- jx(3) = [X(O_) X(2)] J[x(M)-x(3)]
D S
Dolayistyla verimli bir algoritma,
Basamak 1 Basamak 2

g =x(0)+x(2) X0)=g +g,
g, =x()+x(3) X(1)=h + jh,
hy =x(0)—x(2) X2)=g -g,
hy = x(1)— x(3) X@B)=m+jh,

Bu algoritmaya gore yapilacak islem sadece 2 kompleks carpimay: icerir. Bu

i X0}

algoritmanin yapis: Sekil 3.5'deki gibidir.
18—t
>< /\ -

=3

Sekil 3.5: Ornek 3.3 icin tasarlanmis algoritma yapisi

Hizli Fourier Doniisiimii (FFT) Algoritmalari

DFT’nin hesaplanmasinda bir¢ok farkli algoritma gelistirilmistir. Bu algoritmalarin
islem sayisini azaltmak igin temelde kullandig1 6zellikler temel fonksiyon olan W\'in
periyodiklik ve simetri ozelligidir. Burada Parcala-Birlestir yaklasimini (divide-
combine approach) kullanarak tiiretilen radix-R FFT algoritmalarindan radix-2 ( yani
data boyu N = 2k olan veriler icin) algoritmasi olan Zamanda Desimasyonlu FFT
(decimation-in-time FFT) ve Frekansda Desimasyonlu FFT (decimation-in-frequency

FFT) algoritmalarini inceleyecegiz.
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Zamanda Desimasyonlu FFT

[saretin uzunlugu olan N sayist FFT algoritmalarinda énemli rol oynamaktadir. N'nin
ikinin katlar1 olmasi durumunda algoritma basit ve etkin olmaktadir. N =2* olmakla
birlikte bu algoritmaya Radix-2 FFT algoritmas1 denir. N ¢ift tamsay1 olup x(n) dizisi
N /2 uzunluklu iki diziye ayrilabilir. Bu ayrimda, ilk dizinin elemanlar1 tek say1
indisli, ikinci dizinin elemanlar ¢ift say1 indisli secilir ve n=2r cift indisliler icin,

n=2r+1 tek indisliler icin kullanilir . Bu ayrim asagida gosterilmistir;

X, =D x(mwy + > x(mw*

n ¢ift n tek
(N /2)-1 . (N/2)-1 .
2r 2r+1
= z;) x(2r)W "+ Z;) x(2r + )W 2 (3.30)

k=0,1,2.....N -1

W; =W,,, ifadesi kullanilarak asagidaki sekle getirilir;

(N /2)-1 (N /2)-1
X,o= D x@rw i, +wy D xQr+ W,
= = (3.31)

= AFD[N /2 ¢ift noktalar|+ W, AFD[N /2 tek noktalar]

Burada N /2 wuzunlugunda iki DFT yardimiyla N uzunluklu dizinin DFT’si

hesaplanmaktadir. x(n) dizisinin tek ve ¢ift noktalars;

x‘(n)y=x2n);n=0,1,2,....,(N/2)-1

(3.32)
x'(n)y=x(2n+1);n=0,1,2,....,(N /2)-1
seklinde gosterelim. (3.32)'deki tanimlar (3.31)de yerine konularak
(N /2)-1 k(N/Z) 1
X, = 2: X (n)W7N/2+'W7N 2: X (”)WyN/z (3.33)
n=0 n=0
bulunur. Bu baglantida X, , ,, hesaplanirsa
(N/2)-1 (N/2)-1
n(k+(N/2)) (k+(N/2)) t n(k+(N/2))
Xivviny = x (MW, +Wy x (mWy)5 (3.34)
n=0 n=0

ifade edilir.

AN /2 _jaa N2y NI e
Wy —[e ] =e =1
N/2
Wy, =1

ifadeleri kullanilarak,
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(N/2)-1 (N /2)-1

Xk+(N/2): Z x((,(n)szzﬂ/cz_Wz\j‘T Z xt(n)WA;ﬂ/{z (3.35)

n=0 n=0
elde edilir. k£ indeksini 0<k <(N/2)-1 araliginda smirlayarak cift ve tek noktalarin

DFT’leri ayr1 ayr1 belirtilebilir:

(N/2)-1

Xi = Z x (Wi,
n=0

(N/2)-1 (3.36)
X, = Z x' (m)Wh,

n=0
Bu tanimlardan yararlanarak (3.33) ve (3.35) bagintilar1 tekrar yazilabilir:

X, =X +WyX,
Xk+(N/2) = X/f _W]\I/{Xli

k=0,1,2,..,(N/2)-1

N-noktali DFT'nin tek ve ¢ift noktalarinin olusturdugu N /2 noktali iki DFT"den elde
edilebilecegi goriilmektedir. Aym sekilde, N/2 noktali iki DFT de yeniden
belirlenecek N /4 noktali tek ve ¢ift noktali dizilerden benzer bicimde elde edilir.
N =2" varsayildiginda L adim gidilecek olursa, sonucta sadece 2 noktali bir dizinin
DFT’sinin hesab1 yeterli olmaktadir. Takip eden 6rnekte bu durum ayrmtihi bir

sekilde aciklanmaktadir.

Ornek 3.4:
Zamanda desimasyonlu FFT algoritmasini agiklayabilmek amaciyla sekiz noktali bir
dontisimi ele alalim. Buna gore, N =8 ve N =2""den L =3 olmaktadir. Sekil 3.6,
sekiz noktali DFT'nin iki adet dort noktali DFT'ye ayristirilmasini gostermektedir. Bu
ayristirma islemine devam ederek dort noktalt DFT'ler de iki noktal1 DFT'lere Sekil
3.7'de gosterildigi gibi ayristirilabilir. En son asamada N /2 adet iki noktali DFT elde
edilecektir. DFT tanimindan, bu islem su sekilde basitlesecektir

X(0)=x(0)+x(1)

X(1)=x(0)—x(1)
Sekil 3.8, sekiz noktal1 zamanda desimasyonlu FFT'nin akis diagramimi gostermek-

tedir. Bu akis diagrami tizerinden ti¢ adim ile (bkz. Sekil 3.9) x(n),0<n <7 dizisinin

FFT'si su sekilde hesaplanabilir:

16



Adim 1

x (0) = x(0) + W x(4) = x(0) + x(4)
x (4) = x(0) + Wy x(4) = x(0) — x(4)
x (2) = x(2) + Wyx(6) = x(2) + x(6)
x (6) = x(2) + Wy x(6) = x(2) — x(6)
x (1) = x(1) + Wx(5) = x(1) + x(5)
x (5) = x(1) + Wyx(5) = x(1) - x(5)
x (3)=x(3)+Wyx(7) = x(3) + x(7)
x(7) = x3) + Wyx(7) = x(3) - x(7)

Adim 2

x (0)=x (0)+Wx (2) = x (0)+x'(2) = x(0) + x(4) + x(2) + x(6)
X (4)=x'(4)+Wix (6) = x(0)— x(4) + Wy {x(2) + x(6)}

x (2)=x(0)+ W;,‘x'(Z) =x(0)—x(2) = x(0) + x(4) — {x(Z) + x(6)}
x'(6) = x (4) + Wex (6) = x(0) — x(4) + W {x(2) + x(6)}

x()=x D) +Wx (3)=x 1) +x (3) = x(1) +x(5) + x(3) + x(7)
x(5)=x(5)+ W;xv(7) =x()—x(5)+ Wi {x(3) - x(7)}
XB)=x\)+Wyx 3)=x(1)—x (3) =x(1)+x(5)—{x(3) + x(7)}
x (7)=x(5)+ ngx'(7) =x(1)—x(5)+ WA‘;’ {x(3) — x(7)}

Adim 3

X(0)=x"(0)+W2x" (1) = x'(0)+ x'(1)
XD =x @) +Wyx'(5)
X2)=x'2)+W;x (3)
X(3)=x'(6)+Wix'(7)
X(4)=x"(0)+Wix'(1)=x"(0)—x'(1)
XGB)=x'(4)+Wyx'(5)
X(6)=x(2)+Wix (3)
X(7)=x(6)+Wx (7)

Son olarak 2. adimda bulunan degerlere 3. adimda yerlerine konulursa,
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X(0)=x(0)+x(4)+x(2)+x(6) + x(1) + x(5)+ x(3) + x(7)

X (1) = x(0)— x(4) + Wy {x(2) + x(6)} + Wy, {x(1) = x(5) + W {x(3) — x(7)}}
X(2) = x(0) + x(4) = {x(2) + x(6)} + Wy {x(1) + x(5) - {x(3) + x(7)}}

X(3) = x(0) = x(4) + W {x(2) + x(6)} + Wy {x(1) = x(5) + Wy {x(3) - x(7)}}
X(4) =x(0)+x(4) + x(2) + x(6) — {x(1) + x(5) + x(3) + x(7)}

X (5) = x(0) = x(4)+ W, {x(2) + x(6)} + W {x(1) = x(5) + W {x(3) - x(T)}}
X(6) = x(0) + x(4) = {x(2) + x(6)} + Wy {x(1) + x(5) - {x(3) + x(7)}}

X (7) = x(0) = x(4) + Wy {x(2) +x(6)} + Wy {x(1) — x(5) + Wy {x(3)—x(7)}}

elde edilmis olur.

x[0] o—>— » X|0]
\ /VE

x[2] o—— - X|1]
% — point +\\/ ﬁ;—

x[4] o—— DFT - X[2]

[3] o—— -
' N _ point / /\ Wi
x[5jo—>—  DFT o X|6]
+/ \
x[7] o—>— S X[7]
W)

Sekil 3.6: Sekiz noktal1 DFT'nin zamanda desimasyon ile iki adet dort noktal1 DFT'ye
ayristirilmasi
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x[0] o——

%'r—]:n:nint
DFT

x[4] o——

x[2] o]

%'r—pcrint
DFT

x[6] o——

%'r—]:n:nint
DFT

%—mint
DFT

x[7] o——

Sekil 3.7: Iki adet dort noktali DFT'nin zamanda desimasyon ile dort adet iki noktali
DFT'ye ayristirilmasi

x[0]

x[4]

x[2]

x[6]

x[1]

x[5]

x[7]

Wi We W

Sekil 3.8: Sekiz noktali zamanda desimasyonlu FFT igin akis diagramu
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ladm  y@ 2.adm @ 3.adm
o 2 X[0]

0 0 V 0
NI{4) ffff/i;;j;§4} VN

x[4] > - — s X[1]
VN . W2 Wy

o x(2) N2 '}[2]

X o - -

= W" ;
x (6 N

) m{;} X[3]

x[0]

Y

x[7] > ~o .
Wy x(7) Wx Wy

Sekil 3.9: Sekiz noktali zamanda desimasyonlu FFT igin akis diagramu

Frekansta Desimasyonlu FFT

Alternatif FFT algoritmas1 diziyi orta noktasindan ikiye ayirarak ve aym islem
uygulanarak gelistirilebilir.

x (n) = x(n)

xP(n)=x(n+N/2)

n=0,1,2....(N/2)-1

bi¢ciminde ikiye ayrilsin.

X, =) x(mw"
n=0
(N /2)-1 . N -1 \
= w .t + w
nZ:0 x(n)Ww, n:N/zx(n) N (3.37)
(N /2)-1 (N /2)-1
= Z x(n)W ot + x(n+ N /2)W ek
n=0 n=0
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seklinde yazilabilir. Tanimlamalar yerlerine konursa,

(N/2)-1 (N/2)-1

X,= D, xPmwy+ > x®(myw ek (3.38)
n=0 n=0

elde edilir.

Frekans desimasyonunda cift ve tek frekans domeni noktalar1 X, ve X,

k=0,1,...,(N/2)—1 araliginda kullanilarak DFT elde edilebilir. k£ yerine 2k koyarsak,

(N /2)-1 (N /2)-1
_ (1) 2nk (2) (n+(N/2))2k
X,, = Z x ()W "+ Z x T (n)W"
n=0 n=0
yazilabilir.

wit=w}, ve Wi =1 ozelliklerinden yararlamlarak,

(N/2)-1 (N/2)-1
1 nk 2 nk
X,, = Z x )(n)WN/2 + Z x! )(n)WN/2 (3.39)
n=0 n=0
elde edilir.

k yerine 2k +1 konarak ve benzer sekilde

(N/2)-1 (N/2)-1

X, = Z (1)(n)Wn(2k+l)+ Z (2)(n)WA§n+(N/2)(2k+1))

(N /2)-1 N/2
Z W xm(n)WN/z _ z (2)(n)W1\71;2W NkW N/2
n=0

n=0

elde edilir.

Wyt =1 ve W)"? =-1 6zelliklerinden yararlanarak,

(N/2)-1 (N/2)-1

Xopa = Z an(l)(”l)WN/z_ Z an(Z)(n)WN/z (3.40)
n=0 n=0

elde edilir.

k=0,1,..,(N/2)-1 icin X,, ve X,  'den N icin frekansta desimasyonlu FFT

gérl’ilmektedir:

/2)

X, = Z [(”(n)+x<”(n)]W;’;2
~ (3.41)

Xopn = [x(l)(”)_x(Z)(”):IWz\yWA;’l/(z
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Hesaplama Savyis1 Karsilastirilmasi

DFT hesaplanmasinda N’ karmagik carpma ve N(N-1) karmasik toplama

gereklidir. FFT yardimiyla N =2 noktadan olusan dizinin DFT'sinin
hesaplanmasinda NR/2 karmasik carpma ve NR harmasik toplama islemi yeterlidir.

Adim sayis1 R=log, N olarak yazilirsa islem yogunlugu agisindan DFT ile FFT

kiyaslanabilir.

Matlab Uygulamalar:

Ornek 3.5: DFT ile FFT arasindaki islem siiresinin kiyaslanmas.

TIC ve TOC fonksiyonu kullanilarak yapilabilir. TIC fonksiyonu zamanlayiciy1
baslatir TOC fonksiyonuda zamanlayici bilgisini okur.

N=2048;

x=rand(1,N);

tic

fft(x,N);

toc

tic
radix2hfd(x,N);
toc

tic

n=[0:1:N-1];
k=[0:1:N-1];
WN=exp(-j*2*pi/N);
nk=n'*k;
WNnk=WN."nk;
Xk=x*WNnk;

toc

elapsed_time =
0.0940

elapsed_time =
56.172000

elapsed_time =
17.8750
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Ornek 3.6: Zamanda desimasyonlu FFT algoritmasinin incelenmesi.

function[X]=radix2hfd(x,M)
if nargin ==
N=M;
else
N=length(x);
end
%global M;
N=length(x);
L=log2(N);
if L==1
X=[x(1)+x(2) x(1)x(2)]
end
if L>1
WN=exp(-j*2*pi/N);
W(1,:)=WN.?[0:1:N/2-1]);

Odev 3.2:

1) N=8 icin frekansda desimasyonlu Hizli Fourier Dontistimiintin akis diyagramini
ciziniz ve sekiz noktali FFT'yi Ornek 3.4'dekine benzer sekilde ii¢ adimda
hesaplaymiz.

2) Matlab’da fft komutu kullanmadan frekans desimasyonlu FFT algoritmasim
tiretiniz.
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