
������������
	��
	���������
�
��
�

�
�

�
�

�
�

� ����� �! "$#%�%&'")( *,+.-0/21
3 �546&87:9;(5"

< � ���>=�?A@B�DC ��EGF <�H �
?I��J�@BK ���
L
M���M
N ��J>C ���
�O�
M
���PRQTSVUXWZY\[^])S2Q`_^Y\U8[baGcdWded]6Yf[bahgiQkj Yf[

l monqpsr
t'uwvyxzp|{}t~n
� J�@B����KXKA@ � C E�� ����=
�~���
?���@ � =bC���KA@���J���@X�~�o@���=�C�Kw��=�?8K�= ��� ��J�� � �
K���� � ��J��D�
?8� � ��� � ?I���?B= ��� ���'Kd= � ��?d@B������J�@�������?IK���J>CX= � ��?��>J���@B����� � C�K���������=�� � K0=
JX@B������?B= ��� ����=���?I��J����J>C'@����y�D�
K��0=�� ������� �'��@�?B�����DKD���qJ��q�\��@���=�C ��Kd¡ <�¢s£�¤ ��J8�
C��
��@B��@���=
Jw=
�:@���� < � �>�D? ¢s£�~�o@B��=�C�¥ 	�¦ �
J�C ��K§� � J>C����~��J�@I� ����E ¡¨� � KBKA����J8� � ���~��J��
@B��=�J©��ª�����K��D�o=�J�C �\��@���=�C ¤ �D� ��� �OC���D?��d«�«^��=
?­¬ ��� �
�I� � =�®�¯ ¤ ��KZ� � �
?�����J�@�=��°�����OC����'�
J�J©± KZ� � �
=�?���@����²¥ ��N�¦ ��J�Cf��KZ�¨³¨? E�� = �K����
���z�~�o@B��=�C:��ª����´�~��@���=�C�Kµ�'� E­� �d�
��� � ���OC­@�=y=�@B����?µ��?B= ��� ���'K�K � �I�f��KsC���@��D?��~��J���J�@ ¤K E KA@��D�¶KA= ��� ��J�� ¤ �
J�C < �~��@��^J�=�?��'� � ��=
?B�X�·ª����\= � K���? � �
@B��=�J�K0�'��C��f����?B�\�
��� ��E¹¸�� ��@B�C���?��O��@ ��E @B=~@���=�KA�¨��?B= ��� �D�~KD�ª����·?B�DK ��� @BKd=
��@����\�o=
�~� � @B�
@B��=�J�K0�
?��­��®��
��@ ��� @q�
?��·º¹=
J�@��\»§�
? � = ¤ �
K0C���KB� � KBK��DC� � � = � ��¼Z®��
��@��~��@���=�C�Kq��?B�­=�����J�@B��?B�DKA@ � ����JX@B���·�'�
@B?���® �DJ�@�?B���OKd?��D��?B�DK���J�@0K½@B? � ��@ � ?B� ���?B=
�°��?�@����DKs=��>K�=
�~��K E KA@��D�¾?B��@����D?|@B����J\�~�D�
K � ?B�DC ¸�� �
J�@���@����DKD� H ?B� ¸�� �DJ�@ ��E @������'�
@B?����o�OK��?B����J��o��C��DJ��o�y�'�
@�?B���o�DKz=��sK�=
�~�q����J�C:��¿ � ��Jw@����qÀ �ÂÁ �°=�K���@B��=�Jw?B����?B�DK���J�@BK´��?B� � �
@B��=�J'=��?B= � = ��Ã �O��@�À�@B='�o= � = ��Ã �O��@ Á �� � ?\�
=�� � ��K�@B=���?��D����?B�'@���� � ��KA��K���=�?\�Ä� E�� ?���CÅ� � �
=�?���@����Æ��=�? ¢ ��J�«§=�® � �����I�Ç��K� J��D�
?­=
��@B���'� � ��=
� � ��J���@���=
J�=��z@B���\@ � = � ��KA���f�\��@���=�C�KD� ¢ ��J�«§=�®:¥ N�¦ ��K­� � � � ?B�
? E �D� �������KA��È���J��G@���� ��� �
�I� � =�®¹� � �
=�?���@����~K ¤ ��� @­� � KA= � KA��J��G� � ���~��J>�
@���=
J � ����?B�f�
����?B=
��?B���
@�������w��� � �'J�=�@f� � ?BK � �OC��Ä�o=
�~���
?���K�=
J���J � = ��� ��J���=�@B����?f� � ���~��J��
@B��=�JÇ�~�o@���=�C�K ¤ ��� @\KA�D�¥ É ¦ � � @¨��Ky� � �O��?0@�����@y@B����?B�·��Ky�~=
?B��@�= � �\���
��J��DC ��E�� =
?B����J�� � ��@���� � �
?����o@ E =��z� � ���~� �J���@���=
J�@B�D�I��J�� ¸�� �DKD�0º�=�?��·�
��J���?I� ����E = � ?y�
=�� � ��K�@B=G��� � ���w��?B=��o�OC � ?B�­��=
?y�
C��
��@���J��'@B=���\��?�= � ���~��J�@BK���J\@������ � ��=
?B��@B���'K ¤ @�=­���\��?�= � ���~��J�@BK���J\@���� � J�C���? ��E ��J��¨��� � C~�
?���@����~��@����Ê C���KB� � KBK��DC���JÇK��D�o@���=
J N�Ë ¤ =
?¨@B= � �
?����
@B��=�J���J^�~���I����J��~����?I���~�o@B��?IK�� � J^�oÌÍ�D�o@·�XKA��@�=��@���?��OKA��= � C�K­��J�C^��KB�I�����~�\��=
?���C Ã½� KA@���J��X@����D�Æ@B=X@����w��=
�~� � @I�
@B��=�J�� � �DJ � ��?�=�J��~��J�@­��KC��OKA��?��OC:�¨ª����f?B� ¸�� ��?B���~��J�@BK���=
?q@�����Ky�
=�� � �
?��·?B��@����D?yKA@�?B���o@ ¤ K���J����f�G� E�� ?B��C¹� � �
=�?���@����� �����I�w�o=�J�KA��KA@BK�=
�:��?B���o� � �o@ � ����J~@B���d@ � = � �
K����d�~�o@���=�C�Kz�o=�J�K � �~�DKZ��@z�~=�KA@Z@ � �����d@����@����~�0=
�:@���� � �OK½@§=
J��0��=
?z@����q�
� � ��JG�~��@�?B��®:��ª�� � KZ@B���0� E�� ?B��C � �0C��DK�����JGKA��= ��� C'�I��=�=�K��@���� � �OK½@d�~�o@B��=�C � ����JX��@0�D��J8��J�CX�o=�J�K � �~�qJ�=~�~=
?B�y@����
JG@ � ���o�¨@B��� � �OK½@d@B���~� � ���DJ��@�� � �OK�K��DK � ?B=
J��>�



������������
	��
	���������
�
��
�

�
�

�
�

�
�

� �������	��
·t�r
p���
��

ª���� ��� ���I� � =�®��~�o@���=�C���=
?y?B�
J��8��=
�~� � @I�
@B��=�J�@�����@ � � � K��·��Kq�����OC����'��J�J©± Kq�~�o@B��=�C¥ ��N
¦ � ��@���@B���w��?B�D��=
J�C���@���=
J���J���KA@�?I�
@B��� E =��d¼ � ��? ��E � ³­� � @�=����DJ ¥ �D��¦ ¤ KA�D�w� � KA=Ç¥ ��¦ � H =�?���
� � �DJ��'�
@�?B��®X��J�@��D�
��?y�'�
@B?���®�� ¤ � � =
?IC�KA��È��\��?B���~�f�¹��K¨�I��=�KA�DJ¹��J�CÄ?B�
J�C�=�� � �D��@B=
?B�� �O��@B=
?IK�� ��������� �
?�� � KA�OC:�sª����´K�� ¸�� ��J>�o������ !�#"$� � � ¤ ��Ks��=
�~� � @B�DC:��ª����§«´�D? � ���
�
�\� �º¹��K�K�� E � � �
=�?���@���� ��K � K��DCb@�=^C��o@B��?B�\��J�� @����X�~��J����'� � �°= ��E J�=
�~��� � =��0@�����K�� ¸�� ��J>�o�
�����@��G�������w��?B= � � � � � ��@ E @B����K§��KZ@B���y�\��J����'� � �>= ��E J�=��\��� � =��:@B���y�~��@�?B��®'��J>C ¤ � �O��� � KA�q=��@�������?B�D�o=�J�C���@���=
J���J�� ¤ @�����?B�
J��\��K´C���?B�D�o@ ��E C���@��D?��~��J��DC~��?B=
� @����yC�����?��D�d=��Í@������~��J��°= ��E��J>CX��@IKq��=
J�KA@B�
J�@0@���?B�X� < �D��@����f� � = � �·�\�DJ�@���=
J��OCX�����°��?IKd��=�?qC���@B��� � K�� � ��@����·@�?I�
�o�·=��@����·��?B�D��=
J�C���@���=
J��DC��'�
@B?���®X��K � �OK�K0@��>��J¹@B���·��?����~�f��J>C�� ¸�� � � K0@����\KA�O�o=�J�C¹�o=��&%'�����DJ�@=��d@B���X�~��J����'� � �°= ��E J�=
�~��� � ��@'�o=
J>K½@B��@ � @��OK\���o�D?A@B���°���
@B�G=
��@����8?I��J��:¥ �O�D¦ �Åª���� �O��? ��E@��D?��~��J��
@B��=�J KA@�?I�
@B��� E ��K � K��DC8KA=\@B���
@ Ã½� KA@0����� � �~=�?��q@����
J �(' @B��?B�~K�=
�|@B���­KA� ¸�� ��J����� � K½@ � ���o=
�~� � @��DC©�ª����¨? � JG@B���~�­=��s@�����Kd� � �
=�?���@���� ¤ «�« ¤ ��K ¸�� ��@��­?B� � ��� ����E �o=��\� � @��OC �\��?B��=�?��Â� < � � ��°=�K��'@����G�~��@�?B��®^����K�=
?IC��D?�)���J�C+* J�=�J�È��D?�=��DJ�@B?����DKD��ª�����Jb�~��@�?B��® � �O��@B=
?���?B=�C � �o@�o=�K½@IK,*G�
C�C���@���=
J>K0��=�?­�GÈD��?B= � =
J��f�~��@�?B��®Ä�
J�C-*~� ��� @���� ��E � �
C�C�Ky��J��
�DJ���?I� � �·ª����~� � �
= �?B��@B��� � KA�OK/. Ê '�Ë �'�
@B?���® � �O��@�=�?|��?B=�C � �o@BK � ��@B��@����´�'�
@B?���®­¿ �
J�C�. Ê ) Ë �
C�C���@B��=�J�� ��� =�?���°��?dKA� ¸�� ��J����q� � �D�~��J�@ Ê �o=�J�KA��KA@���J��f=
�µC�=
@§��?�=�C � �o@BK ¤ ��?B�D�o=�J�C���@���=
J��D? Ê C������
=�J�� � �'�
@B?���® Ë�'�
@B?���® � � �D��@B=
?µ��?B=�C � ��@IK ¤ ��J�Cf@�����«´� � �D�
���~� � º¹�
KBKA� E K½@B��� Ë ��ª�� � K�@������
?���@����\��@����dK½@B����K��J>C'? � J'@����~�q=�JG�����
?A@B��� ��� ��?´��=
�~� � @B��? � =
@��w�'� E~� �yC��OK���?�� � �DC ¸�� ��@��q��?��OC�����@B� ����E\��E�G��=
?B� ��� �8=��z@B���~��=
?B�1032 ' Ê *�450768) Ë ¤ ��=�?��o=
J>K½@I��J�@BK9032 � 076��'ª����:076~��Ky@B���~?B��@���=X=��@����·J � � � ��?y=��z�
��� � ���D�
@B��=�J�K�=
�;�¾@�=G@����f�>�D?yKA@��D� � ��J��O��? � =�?�� ¤ 076	 �=<�N ��=�?0@B���f«�«���\� � �D�\�DJ�@B�
@B��=�J � KA�OC ��JX= � ?d��®��>�D?����~��J�@BKD�¡ <�¢|£ Ê ¡y��J���?B��� < � �>�D? ¢s£ Ë ¥ L�¦ ��K��
C��
��@��OC���?�=�� < � �>�D? ¢s£ � �D?BK���=�J � � � ¥ 	�¦ �G�>� � C��?B��@����~�o@B���~��K � ?B��@A@��DJÇ��J^@B��� ¢ ��J>«´=�®�KA@ E�� � ¤ � ���D?��~@B���'��� � C^= ��Ã �D�o@·��Kf��J^�o®�� � ���o��@·��� �?I���~�o@B��?q@�=G�O�
�I��=
�°��?I�
@���=
J�� � =
J�� � ��@B�¹@����f@B���f��� � C¹� � �D�\�DJ�@BKy��J � = ��� �DC©�¨ª�����K¨� ��� = � K¡ <�¢s£ @B= � � � K��DC � ��@B�f��? � ��@�?I��? E �>� � C�Kµ��J�� ��� C���J�����J���@��´��� � C·?��D��?��OKA�DJ�@B�
@B��=�J�K:��?B=
� ¢ ��J �«§=�®���J�C � ���
��@ � ?I�����>�D?BK´=
JG@�?I�
C���@���=
J�� �?> =��
@B��J��·�°=
��J�@�@ E �°�DK Ê > =��
@ ¤ C�= ����� �
�Z��=
�~� � �o® Ë �ª����­�o=�C�� � KA�OK0»3494i@��D�~� � ��@��­���
?B�
�~�o@��D?BKz��=
?�@����y��� � C:�< � �°��? ¢|£ �o=
J�@I����J�K0�wK��o@y=��zK ��� ?B= � @B��J��DKd@B= K�= ��� ��� KA���
?BK�� � ��J��O��?yK E KA@����@�BAC 
D � »´=
J�K���C���?f@����8� �
�o@�=�?���ÈD��@���=
JFE9��G9"H @IKJ =��y��K�����?IK��G�'�
@B?���®F� ¤ � KA��J�� < ���
?BK��¡¨� � K�K����
J^� � ���~��J��
@B��=�J � ��@B�Å���
?A@B��� � ��� � =
@���J�� ¤ � ����?B�'@B���G?B= � =
?IC���?B��J���E,��K\KA� � �O��@��OCC � ?B��J��¨� �
�o@�=
?B��ÈD�
@B��=�J � KA��J���KA@B��J>C���?IC·�>��?�@���� � ��� � =
@���J�����J>CLG)��KZ����= ��� �~J\�°��?B� � @B�
@B��=�J�I��=�KA�DJ � ��@���@����~��=�� � =
�´?B�DC � ����J�� � ��� � ��J©�~ª����'���
?A@B��� � ��� � =�@���J��X��K­KA���~� � �����OC�K � ���
��@ ��E��=
?\��J���@B� �>� � C�K ¤ KA��J����G@B����?B�X��K~J�=���K�K � �8=��qJ � �~�D?���� KA@B� � � � ��@ E ¤ ��J�Cb��J ��J E ����KA�XK���ÈD��o=��~����?B��K�=
J>K©=��>��� � C�� � �D�~��J�@BK��'�����zJ�=­K���J�K��
���qJ��§� � KA@ZKA� � �O��@��q��= ��� �~Jf��?B��=�?BC���?B��J�� ¤
G ¤ KA=·@�����@´@B����� ����@B=
?B��ÈO�
@���=
J'?B���'�
��J�K§�
K´KA�>��?IKA�0��Kz�°=�KBK�� ��� � ¤ ?B������?IC � �OK�KZ=��|�I��=�������=���E~�ª����d�o= ��� �\J~=�?BC��D?���J��y����J\��� � ��C�?B�
�~��@����z���~���
�o@Z=
Jf@����dJ � � � �D?�=��°J�=
J�ÈD��?B=�Kµ��JLI^�
J�C
J\� < � �>�D? ¢s£ ���
K¨��= � ?­=
��@���=
J�K¨��=�?�C��o@B��?B�~��J���J��MG ¤ � �����I���
?��ON Ê �OË ºÄº�P Ê º ��� @���� � �� � ���\��J���@���=
JÄº���J���� � �@Pq����?��D� Ë �
��� � ���OCX@�=G@����\K½@B? � ��@ � ?���=
�;�B"Q� ¤ Ê ��Ë º¹ºMP$�
��� � ���OC@�=\@B����K½@B? � ��@ � ?��¨=��R�F4F�B" ¤ Ê 	�Ë 09STI��,UWV ¤ ��J�C Ê N�Ë J���@ � ?I� � Ê GX HY Ë �º¹º�P ��Kf� � =��D� � �~��J����~��ÈD��@���=
JÇ=��dJ�=�J�È��D?�=�K¨��J^@B���w� ����@B=
?B�DC��'�
@�?B��®Í� � @·��K·� � K�=�Ç��?I�
�o@������ � ������?�=�®����'�
@���KA= ��� @B��=�J @�=b@���� FBZ � ��=
�~� � �o@��¹� ��� �~��J����~��ÈD��@���=
J ��?B= ��� �D�8�¢ � � ¥ �
��¦ C��DKB�o?B� � �DK§@B���­�~�o@���=�C��
J�C �
� � �DK��~�~=�C����>����@���=
J8=��µ@�����KA@B�
J�C���?ICG� � ��=
?B��@B���X�»d� ¢ ¿0º�P Ê »´= ��� �~J�¿�����?B=�®����'��@��¨º���J���� � �[Pq���
?B���·�q?IC���?B��J��f¿ � ��=
?B��@B��� Ë ¥ ��¦



������������
	��
	���������
�
��
�

�
�

�
�

�
�

��K � �
K��DCf=
J'K E � � = � ��� ¢|£ � ����@B=
?B��ÈO�
@���=
J\=��>@����0J�=
J�ÈD��?B=q�>�
@A@B��?BJ~=��:¿�� � @Z��KZ��J\���\��?�= � �DC� �D?BK���=
J'=��|ºÄ�
@ � � � ± Kd»d� ¢ º¹ºMP·��ª����q��=
?B�~��?z��K´� �
KA@��D?´��J>CG�o=��~� � @��OK � �o@�@��D?§=�?BC���?B��J���K��J'�
��J���?I� � ¤ � ��@��~��� � ��?zJ�=
J�ÈD��?B=�K���J~@����d� �
�o@�=
?IK�=
�°@B���0�'��@�?B��®:�µ���d��= � J�C~��@z@B=��>�D?A��=�?��� �DKA@'��=
?w�~=�KA@w=��y= � ?GJ�=
J � K E �~�~�o@B?����8�o®����~� � �DKD�������DJ���@ � �
K�J©± @ � �DKA@ ¤ @B���¹º¹º�P���������OC'@B= �,"�� � ��K������q?B���°=
?�@§@����\�OK´��=
?§@����OKA�q@ � =·��?B��=�?BC��D?���J���KZ��JG= � ?�C��
@B� � � � = � �ª����D?��¹�
?��¹�D�
K��DK � ���D?�� < � �>�D? ¢s£ ����Kw�Ç�~���~=�? E ��?�= ��� ��� �
J�C�K����
�~�DJ�@I�
@B��=�J � � ��� @=���� � ?BKD��ª�����Kd?��D�'����J�K§@�? � �­��J�¡ <�¢|£ �>¿ � KA= � �¨��= � J�CXK�=
�~�­����KA�OK � ����?B����J8��?B?�=�J���= � K?I��J��­=���� � ?IK��s���d� � ���~��J���@��OC�@B���DK��d�'�
@�?B���o�DKs��?B=
� = � ?�K½@ � C E ¤ � � � ��� � ��J��y@���� ��� �y��® � � ���J�=
@ � ����� ��E ��Ì°�O��@©@B���z�°��?���=
?B�'��J����Z��J�@����§� � ?B?��DJ�@ ��E �o=�?�?B�D�o@|����KA�OK���»´��?�@B����J ��E � � �O��?B��J�� � �@����DK��q��?B= ��� �D�~K´��K§C��DK���?B�DC:� H =�?z@B���¨?B�
J��\=��s�
JG��J�@B������?§�~��@�?B��® ¤ � �¨�I��=�=�K��d@B=\��=
�~� � @B��~=�CÄ� � =
?IC�K���ÈD�·��?B���~��� < =G@����~� � �
=�?���@�������Kyº�=
J�@��'»§��? � = ¤ � ��@����w�����
�Ä��?�= � � � � � ��@ E=���K � �����DKBK��¿0K � ��@��^� ��� � � ���~��J���@���=
J��\��@���=�C�K ¤ @����\? � J�@B���~�~=���¡ <�¢|£ ��K ¸�� ��@�� � ��?B��� ��� ��� � @C��D�>�DJ�C�Kf=
J^@����G?I�
@��G=��d� ��� � ��J ¤ � �����I�Ç��JÇ@ � ?BJbC����°��J>C�K·=�J^@����8K � ���o�OK�K·=��d@B���w� ��� � ��J� � =���C���J����w�~�o@���=�C � K��DC���J�Cb=
Jb@����XÈ��D?�= � J�=
J�ÈD��?B=¹���
@�@��D?�J =���@B���X�~��@�?B��®:� H =
?\@����?I��J�� ��?�= ��� ��� ¤ � � ���~��J>�
@���=
J��'� E K½@B=
�¹��@�@���� 'O� @B��KA@����|� H =
? � ��?B��= � K�� � �
KBK��DKd=
��K����
?BK���'�
@B?���® ¤ @����¨? � JG@B���~� � ��?B���OK´��?�=�� . Ê '�Ë @�=:. Ê ' ) 6 Ë � H =
?��o®����~� � � ¤ ���Q*T � )���J>C'@�����?B���?B�G��®��
��@ ��E � ��J�@�?B���DKf�>�D?\?B= � ¤ =
J ��E . Ê '�Ë =
�°��?I�
@B��=�J�K\��?B�GJ��O�o�DKBKB��? E �Å�qJÇ@����X=
@����D?���
J�C ��=
?0C��DJ�K��­�~��@�?B�����DKd�
J�C ��=
?d�'�
@B?���® ����@A@B��?BJ�K���J � �����I�8@�����?B�­��Kd?I������CG� ��� � ��J|�Z@����
. Ê ' ) 6 Ë ? � J�@B���~�\��Ky��®��°��?B����J����DC:�¨¿ � KA= ���~�°=
?�@B�
J�@y��=
?y��?I�
�o@������ � �o=��\� � @B��@���=
J¹��Kq@�����@@����'= � ��?I� ��� �~���~=
? E ?B� ¸�� ��?��D�\�DJ�@¨�D��J � ��? E ��?�=���*'@B= ) 6 �~��@�?B��®���J�@�?B���OK ¤ C����°��J>C���J��=
J � ��� � ��J©�ª�����Kf�'�
�
�DK\��@ � ��? E C�� %w� ��� @~@B=�� � �DKBK\� � ��?���=
?B� � �����I� �\��@���=�C � � ��� ? � JÅ� ��K½@B��?O�< =��\�y�
�DJ���?I� � ��@����DK���?B�0@B���
@ Ê ��Ë «§« ��K�K � ?��°��?B��=
?´��=
? � �D? E~� ��?B�
�q�~��@�?B�����DK ¤ ��J8����?�@���� ��� �
?� ���DJw� ��� � ��J ��� � K��DK�@B���y�~��@�?B��®wKA@�=�?B�
�
�d@B=·�o®������DCw�~���I����J��q?B�D� � �~���~=�? E ¤ �
J�C~@B���
@ Ê ��Ë¡ <�¢s£ ��K��
�DJ���?I� ����E K � �>�D?���=
? � ����J+* < )���K � �D? E KA�'� ��� ¤ � �OK�K�@����
J 	 ¤ K�� E �X¼Z®��>�D?�����J����� ��@���K�=
�~� � ��? EX� �
?���� ¤ � �D? E KA�>��?IKA�f�~��@�?B�����DK ¤ ��=�?q��J�KA@B�
J��o�\��J�¥ �O¦ ¤ ����K � �D��C�=
J��·=�� � K ¤< � � J�C��D?BK ¤ @B=G��?B= � =��
�¨��?B=
�°=
J��DJ�@IK�=
� ��� ���I� � =�®8�~��@���=�C�K � ��@B��@����\� � �
��� ¯������DJ�@�����'�
@B?���®���@IK���J~?B�D� � �~�D�\=�? E @B��?B= � ����= � @�@B��� ¢|£ �o=��~� � @B��@���=
J ¤ � � ���~��J��
@B��=�J � �D��@BK ��� �
�I�� =�®Í� ¯wª�����K���Ky�o��?�@B�
��J ��E J�=�@q@�? � ��=
J��wKA�°=
?I�
C���� � ��KA��K ¤ �
J�C8@�����Kq�����°��?q�
� � �DK�� � ��C���J����@��>�
@���@���KdK E K½@B���'�
@B���D� ����E J�=�@d@�? � �y��=
?�K�=
�~�y� ���~� � ���DK�=��s�'��@�?B��®:�ª|=^KA@B��?�@ ¤ � �o@ � K � ��J��I���~�
?���@B���8K���@ � ��@���=
JÅ��=�?'C���J�K��8�~��@�?B�����DKD� � ��?B� *- ) 6 �
P � �¨@�=\@����yJ�=
J � K E �~�~�o@B?����y��?�= Ã �D�o@���=
J � KA�OCG��J8@�����K����~� � ���~�DJ�@I�
@B��=�J ¤ � �~��@�?B��® � � �O��@�=�?��?B=�C � ��@IK���?B�z�o=��\� � @��OC­��=
?��O�
�I��=
��@���� � ' � � K ¤ ��=�? N ) 6 =���Kµ�>�D?/� � ��J�C N ' ) 6 =
��Ks= � �D?B� ��� �H ?B=
� ��JÇ= � KA�D? � ��@���=
J�=�� P � �~��K ¤ ��@f��K­�>=�K�K�� ��� �w@�=�?B�DC � ���'@�����K ��E �X� �
�o@�=�?�=�� � ¤ ¥ ��¦ �� JX@����­� ������E C��DJ�KA�f���
K�� ¤ ¡ <�¢|£ @I�����DK�� � = � @ Ê � <
	�Ë ' ) 6 ��� � CX=���K���ª�� � K � �­�o®��°�D�o@0@����?I�
@���=~=���«§«�@����\�·= � ��?d¡ <�¢s£ @����\����=
?�C��DJ�KA�¨�'�
@B?����o�OK§@�= � ��� � = � @ ��� ����\KA�D�­��J¹��� � ?B� � @B���
@�@B���·����@ � � � ?I�
@B��='��K0� � = � @ L � ���§ª����fC�� � ���
@���=
JX��?B=
�,@������?B�DC�����@B�DC ��� ��KzJ�=�@z��?��O�
@Z��J>C~�~� Ef� �q�o®�� � ����J��DC ��E @�����J��o@Z� ��K½@B��?Z�>� � C'��?B��@B���~�o@�������=�?C�=
@���?�=�C � ��@BK � ��?IK � K0@B���w� � �D�\�DJ�@ ��E � � ���~��J�@·��?B��@����~�o@B���\��J^?�= � ��J�C��o= � =
�°��?I�
@���=
J>KC � ?B��J��q� � ���~��J>�
@���=
J|�µª�� � K � �´��®��°�D�o@µ� ¸�� � � �°��?���=
?B�~�
J��o�z��=
?��'�
@B?����o�OK � �����I�\��?B�´� � = � @�D��� J�=�J � ÈD��?B= �
J�CÄ��J � �����I�Ä@B���'� � ���~��J��
@B��=�J��~��@���=�C��o®��°��?B���DJ��o�OKq?I������CÄ� ��� � ��J|�~ª����?B�DKA@·=���@�����K·�����°��?\�o=
J>�o��?BJ�K � �D�
?�J���J�� ¤ ��=�?·�'�
@B?����o�OK­�~=
?B�wKA���
?BK��~@��>��J^@��>�
@ ¤ ��= �$� ��'� E �I��=�=�KA�~@B��� � �DKA@\� � ��=
?B��@B���X����� ?��D�'��?B�Ä@B���
@�@B���8�\��@���=�CÇ=
���I��=
���o�'��=�?fC��DJ�K���'�
@B?����o�OK���Kd�~KB�I�����~�¨��=
? � KA��J�� > =���@���J��~�>=���J�@�« ¢ ¿ < ��J���J8�o®��
�o@ � � E ¤ KA�D�~¥ � ¦ �¿ ��� @����\��J���Ks��J�@B����Ks�>���°��? � �D?��z@B������J�=�Jf� < � JfK����
?B�z? � J�J���J��qK�= � ��?B��K ¤ K��°�D�o���>�D� ����E



������������
	��
	���������
�
��
�

�
�

�
�

�
�

100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

8.000

8.250

8.500

8.750

9.000

9.250

9.500

9.750

10.000

random dense matrix order

S
pe

ed
up

 G
S

LU
 o

ve
r B

B

���������
	���
����������������������! #"%$&�'�)(*")�,+*����-/.1032546��$ 78�����:9<;=�>�? %���>-A@%���%@#�B��9C������@%�

� <�£ F N £ �
� � � < � J � H ��?B�5D M
M�� � ��@�� 	�� ¡¨«��'����J8�\�D�~=
? E ¤�< � JÍ� < ��� M �
E ����� 
��0pµr�{Âx��B� xB�yt����¨nGF�t­r5��HJI��¨r�{�
��¨n0p��
¼�®��°��?B���~�DJ�@I� � �~�D��K � ?��D�\�DJ�@BK � ��?B�­C�=
J�� � ��@B�¹KA� � ��?I� � � �
�~� � ���OKd=����'�
@B?����o�OK���J>C8�\��� �K��>=�?B��C����X��®����~� � �DK ¤ �~=�K½@ ��E @B�
�
��J���?B=
� @������'�
@�?B��® �'��?B�
��@D�¾ª�������?w��?B=
�°��?�@����DK ��?B�K��
�o@I�I���DCb����?B�
��º�=�KA@w��?B� ������� �'�
@B?����o�OK ¤ ��� @w�Ä��� � ��� � � � � ��C���?~?I��J���� =
�q��J�@B������?IK���~=�J��d@����zJ�=�J � ÈD��?B=d��J�@�?B���DKD� H =�?s��®����~� � ��@�����C��DJ�KA�´�'�
@�?B���o�DK � K��DC�� � = � �Z���
C�?B�
J�C�=
���J�@B?����DK���J�¥ � ��� �D�
��¦ KA=\@��>�
@d� ����� ?I��J�� � = ��� C ?��OK ��� @O�

KÅª����­�~��@�?B��®ML=NPO8QSRCT3Uf��K3)�V ) � ��@��X@B���­��?IK½@3)^��?B���~�OK�=
J8@����fC����
�
=�J�� � ��J>C � ± K� ����?B� � �D?XW ÀZY Á WÍ��K­�X�°= � ��?¨=�� � �BL=N3O8Q=[=\=\=\=\ � �
Ky@B���wK ����Ã �D�o@�=���=
J��~=
� F ���I�ªs?B�o���o@B����J|± K'¬ � � J>C�?��OC C�= ��� �
? ¤ � � J�C�?B�DCXC����
��@��I��� ��� ��J����D¯f��?�= ��� ���'KD¥ �D	
¦ ¤ �
J�C � ��K@B��� � ��KA��K§��=
?��~KA@ � C E =���«�«��~�o@���=�C�K���=
?�C���@��D?��~��J���J�@���J�CXK E K½@B��� K�= ��� ��J��°¥ MO¦ �
KÅª�����L8]^RCT3Uy�~��@�?B�����DK���� � �z@B���dJ�=�J�È��D?�=y��J�@�?B�DK�C���KA@�?B� ��� @��DC\J��O��?ZC�������=
J�� � �
J�C~��?B�=
��� � �~=�K½@:� ����� ?I��J��°�`_=a=a8b^ced8d�f=f=fhghikjmlon)p%j�qAr?nsQ8NPd=i,jml'g'jutPv'qhp'lAd8w8O8q�ThgPxAyzp�i=iAq'y�j�O?n
{ y'juq�v'd'|3qAa=N�p8l'O�vAd�]3t'N3OPv�a

KÅª����5N8T3}SRCTPU\?I��J�C�=
� � ��@��X�o®��
�o@§=�?BC���? ¤ ) ¤ J � � � �D?d=��µJ�=
J � È��D?�= ¤ * ¤ �
J�C8������?B=�® ����'�
@B�¨@B��?B�
��@§?I��J�� ¤ ' �zª�����K � �
K�C�=�J�� ��E �
C�C���J��'�~K � � ' ?B�
J���~ �~��@�?B�����DK§�D���I�� ��@���~ 6 J�=
J�ÈD��?B=f�DJ�@B?����DK ¤ ��=
? � ��? E K��~� ��� ~:�
KÅª����z�'�
@B?����o�OK©«���KBK½@B� �
L ¤ � M � � �'�
@ L ¤�< � E�� ? 	 ¤
< � E�� ? N ¤ ��J�C¨@B= � K N��
��� � ��?B���o®�@B?B����@��OC��?B=
�i@B���§º�» < � F ¿ < ª���¿ F =
?s«§=�����J��y¿�ª ¢ ¿ < K½@B? � ��@ � ?B� � �DJ��
��J����D?���J�����?�=��
?I���'K��E ����J>C E »´���
� � ¤ �d=��
�D?s¡y?����~�DK ¤�� =���J ¢ � � ��K ¤ �
J�C­¼zC­º¹� E �D?D�µª����DK��z�
?���� � � � �D? E� ��?B�
�§��?B= ��� ���'K��DJ��o= � J�@���?B�DCf��J~C��o@B�
� � �DCf�~=�C�� � ��J��­=��°KA@�? � �o@ � ?B�DKD�m_Pa=a8b^c!d=dkjuqAaA_^n
Tzp8v�aSn�r3tA��d'|PqAa=Nup
�8|3q'N=�=OAa3d'}Pq'a3q8d'�3q�N8f3OPi8i8gP�Pt=Ohp�TPr3d���l8v=vka=NAyul��=d��hl=v=v
a8NAyul��?n�_=a�jui¿ � @B��= � �
��@B��� E ��?B��J � �~��?B��� ¤ � � � KA�OCX@����D��?y����@A@��D?�J>Kd@�= �'���
� ������� �'��@�?B�����DK§��=
?= � ?wKA@ � C E � ��@B� ��?�=��>�D?A@B���OK~���~��?B�
��J�����?�=��5?B�D� � �
��� � ���D�
@B��=�J�K���ª���� � � � C M�� 	



������������
	��
	���������
�
��
�

�
�

�
�

�
�

��Kq@����\��J�����C��DJ��o�~�'�
@B?���®¹=��§� � � � �
J��o�OC¹��J��o=��~� � ��@�� ��� =��I�¹C��DK�����J©� � @­����K M � 	�����o= ��� �~J�K ¤ ��� @ Ã½� KA@0����� � � � J>C�?��OCwJ�=�J � È���?B=\?�= � K ¤ ��� ����@dJ�=�@d��J�C�������@��DC8��JG�>� � ?B�L ��ª�����K��
�D�o= � J�@IK´��=
?�@����­�
?B�D�
@B��?dK � �����DKBK�=���¡ <�¢|£ = � �D?d«§« =
J8@�����Kd�'�
@B?���®:���H ��� � ?�� L K � �~�'��?B��È��DK­@����D��?���� E ����?I���~�o@B��?IKy@�=��
�o@B����? � ��@B�Å= � ?·�~�
��J^��?�= � �^=��@����~��J�� ?B�DK ��� @BKD� « � @ �>?BKA@ � �^K½@ � C E @������>� � C ?B����?B�DK���J�@B��@���=
J���K�K � �OK8�
J�C�@B����J)@����� � �
=�?���@���� � �D��� � ��= � ?d=
JXKA=��~�y=
�s@B���¨� ���~� � ���DKD�

��� �h����	 � 
��S����9��P�e@>�! J9 ��@� %@�9:;�@%�����u-���� �%$&�
�)��� ��9 �����)@%�

	 
 { �T�Âu r �JIqr �B���¨n0p���ps{Ât~n { ���µv�� �
¢ ��J � =�®Ä��=
J�@B�
��J>KqK�� � ��?I� � ?��D��?��OKA�DJ�@B�
@B��=�J�Kq=��Z��J���@B�f�>� � C�K ¤ ����?�@���� ��� ��? ��E =
�´��?B���\�f��� � C�K��=
? � =
?IC�KA��È��OCb��?B���\�OK ¤ �Â� ������?����~�DK � �DKBK~@��>��J ��� 6 � ª����X� ��K½@B�DKA@'��� � C ��?B��@B���~�o@����8��K�
�I����� � �DCG��=
? � =
?IC8KA��È��OC ��?����~�DK ¤ KA=wK � �I�8��?B���~�DK0��?B�¨�I��=�K���J8��J¹� � ��=
?B��@B���'K´=�JX��J�@��D�
�D?�'�
@B?����o�OK � �����I� � K��¨��=
�~� � @I�
@B��=�J�K�= � �D?´�~=�C ��� ��?d���'���
�OK ¤ �Â� ����= � �D?§� � < ��
 ¤ ��=
?�K�=
�~�

 ��ª����0?��OK ��� @BK´��?B��@����DJ � ��� @B�DCw�
J�C � =�?Z�o=�� � ��J��DC ��E @����­»´����J��DK���?B���'����J�C��D?z� � �
=�?���@����@�=~�
�I����� � �q@����¨��J�@B������?�KA= ��� @B��=�J�KD� H =
?�� ��� @B��� � �����
@B��=�J =
�|��?B���~�y��� � CG� � ���~��J�@BK�� ��� ¤ @����?B�DK ��� @~��Kf����J��D?B� ����E J�=
?B�'� � ��ÈD�DC^@B= ' ¤ � ����?B� ' ��Kf@B��� ?B���'�
��J�C���?~��J ��J�@B���
�D?\C�� � ��KA��=
J ¤
� �  �� 
 4 ' � � J @�����KGK��D�o@���=
J � �Ä�o=��~����?B�X@������>�D?A��=�?��'�
J��o��=
�y@B��?B���¹��?B���\�¹��� � C?B����?B�DK���J�@B��@���=
J�KD� � @­��Kq@B���~?��OC � ��@B��=�JÄ�~=�C ��� = 
 ¤ J�=
@y@B���~� ��� @���� � ���D�
@B��=�J � �����I�Ä��Ky@����C�=��\��J��
J�@���=�KA@y��=�?y@����OKA�~?B����?B�DK���J�@B��@���=
J�KD�fª����f�>?BKA@­��Ky@B���
@�=
�z@���� F ª ¢ ���
�I�
�
�
� ��E
D0����@B=
? < ��= � �©� � @D± K�C�=
�~��J���J�@´�°��?���=
?B�'��J����0�DJ�����J>�o���~�DJ�@§��K���� �
KA@´�~=�C ��� ��?§?��OC � ��@B��=�J� K���J��~� > =��
@B��J��~�°=
��J�@�?B����?��OKA�DJ�@I�
@B��=�JG=�� �=<�
 � ��@���K � ��@I� ��� �­�
C Ã½� K½@B�\�DJ�@d@�='�
�I����� � �y�
J�o®�����@¨?��OK ��� @D� � J � ��J � =�®8@B����K¨?��D��?��OKA�DJ�@B�
@B��=�J���K � ?I�����°�DCÄ��J�@����·��� � C�� � �
KBK��8L��3g�������b:�ª����ÄK��D��=
J�C���K'@B���
@G=
�¨@����^¡y� � ��?B=Ç�����I���
�
� ��E @B���Ä¿0���
�I������?�= � �©� � @D± KGC�=��~��J��
J�@�°��?���=
?B�~�
J��o�§��J�����J������~��J�@Z��Kµ@�=­� � =���Cf� � �~=�KA@�� ��� �~=�C ��� ��?�?B�DC � ��@B��=�J�K���J'C�=
@���?�=�C � ��@BK��E K � �~�~��J��b��?B=�C � �o@BK ¤ C��o@B�D�o@���J�� 	�� � ��@8��J�@��D�
��? = � �D? > = � ¤ �
J�C �
C Ã½� K½@B��J�� � ���DJT��@



������������
	��
	���������
�
��
�

�
�

�
�

�
�

=���� � ?BKD� H =
?q@�����K¨�w��?����~� � �DKBK�@B����J � 2 � � � K½@ � � � K��DC©� � J � ��J � =�®�@B����Kq��K � ?B�
���>�OC���J
x�p
�PqAN3tPg��'b �°�Íª����z@B����?BC·��Kµ��|3t8}Ay�i8qAN���yupkTPa��=[��z���~� � �D�~��J�@��OC·C���?��O��@ ��E ��J ¢ ��J�«§=�®���@IKA� � �½�� @ � K��DKdK � �~�'�
@���=
J8=���C�=
@���?�=�C � ��@d@��D?��'K���J��\É N � ��@ � � ��� � � ��@����\?B�DC � �o@���=
JX�~=�C ��� =@����­��?����~�¨=
J ��Ew� ���DJ8��J�C���J��
��?�=
�µ= � ��? > = � �sª����­��?����~�y� � KA@ � � � �DKBK§@����
J ��� 6 �ª���� � �
@A@B��?~@ � =Ç��?B�8�~=�?��X�oÌÍ�D�o@�� � �8��=
?w@����¹«�«²� � ��=
?B��@B���'K � �����I� ���O� � � ��E C�� ��°��J�C�=�J¹C�=�@y��?B=�C � ��@IK��0ª���� F ª ¢ ���~� � ���~��J�@I�
@���=
JÄ��Kq�
�DJ���?I� ����E � �
KA@��D?���=
?0@����~¡ <�¢|£� � �
=�?���@����~K � �����I�Ç��?B�wC�=��\��J���@��DC ��E�� �D�o@�=�?��
®�� E ��J>C�C�=¹J�=�@���J � = ��� � � =
J��¹K � �'K·=����?B=�C � ��@IK��H ��� � ?�� 	 K���= � K­@B���
@f@���� F ª ¢ �>� � CÇ?��D��?B�DK���J�@B��@���=
JÇ�°��?���=
?B�~K � ��@A@B��?f@����
JÇ@����º�=�C ��� ��?µ��� � C\=�J\¡ <�¢s£ �
ª���� � �
?��������
��@IKµ�
?���º�=�C ��� ��?��>� � C�@B���~�d= � �D? F ª ¢ ��� � C·@����\���=
?­��?����~�DK¨=�� 	 KA��È��OK­��J�CÄ��=
? N �'�
@B?����o�OK Ê C��OK���?�� � �DC��~=
?B�·� ������E�� �
@B��? Ë �w¡y?��O�
@B��? � ��?���D������@�?B����?B�DK���J�@BKz�
?B�D��@���?�K��>�D�DC � � =�� F ª ¢ = � ��?§º�=�C ��� ��?O��ª����yK��°���DC � ��K���?B�qK � ���
��@ ��E� �o@A@B��? � ����J\@���� »d� ¢ ¿qº�P ��?B��=
?IC��D?���J��0��K � K��DC©��ª�����K���?B�DK � �'� ����E ?B� > �D��@IK � �DKBKµ@����\���J @B������?B��=�?BC���?B��J��~KA@B�����¨��J � �����I�8@����D?��­��KdJ�=~��� � C��
?���@����\��@������zª����¨@�= � K N��
��� �'��@�?B��®����K§� � �D? E � ��K½@d? � J @����\� Ê � � KA=~KA��= � J � �
@B��? Ë �
J�Cw@B���¨��?B��=
?IC��D?���J��fKA@B�
�
�¨C�=
�~��J��
@B�DK�K�=@�����?B�y��K � ��@�@ � �·C���Ì°�D?��DJ��o�­C � �¨@B=~��� � CX��?B��@B���~�o@B���
�

TF13 Tref500 Saylr3 tols4000
0.000

1.000

2.000

3.000

4.000

5.000

6.000

7.000

P=65521, A’*A

P=65521, COLAMD

P=1048573, A’*A

P=1048573, COLAMD

P=1073741789, A’*A

P=1073741789, COLAMD

Matrices

NT
L 

Sp
ee

du
p

�������m��	��m
 0'�3@)@)- �k� �! 
	 ��2��S@%$&- �e@ ���e@%��@%�h9���9 ����� ��
�@%���/�,-��P$ �����1@�$ -  %���
.S0P2J4 � ��9 ��� + �e���P( �)��� � �P9 ��9C������� �:9<;/�����:�B@%� �! *9<;=��@�@ �����,@%� ����-�� �:9<;����?2������
���u- �,"$� �u�e@)���e-A@%���:�=7! 

H ��� � ?�� N K���= � Kµ@B���
@Z@B���q¡y� � ��?B=­?��D��?��OKA�DJ�@B�
@B��=�Jf�°��?���=
?B�'K � �o@A@B��?z@�����@Z@����0=�@�����?IK� ���DJ^@����w��?����~�GÉ � � ��� ��K � K��DC:� < ��J����'@���� KA�°���OC � �Å=
��¡y� � ��?B=X= � ��? F ª ¢ ��K­�
?B�D��@��D?@��>��J @�����K��>�D�DC � �8= � ��?dº�=�C ��� ��? ¤ @�����K��
���
��J8KA��= � Kdº¹=�C ��� �
?d= � @B�>�D?A��=�?��~��J�� F ª ¢ ��=
?@�����K�K��'� ��� ��?B���~�
�Z¿0���
��J @����¨@B= � K N��
��� �'�
@B?���®G��?B= � ��C��DK���J8�o®��o�D��@���=
J8@B=f@B���­? ��� �������C�=�J©± @§��� � �d��?��O�o��KA�q�o®�� � ��J���@���=
J�K���=�?z@B���DK��0?B� � �
@B� � �d�>�D?A��=�?��'�
J��o�OK ��� @ � ��= � K���? � ��@B���
@K�� � �D?B� � � � @ � ?��§�I����J��
�DK©�~� E �
ÌÍ�D�o@|@B���z������@ � ?B�
�sª����§¡ <�¢s£ C�=��DKsJ�=
@ E ��@|���~���>�
K���ÈD��@����� K��d=��°��� � C'�
®�� E �D� ��� K ¤ � �����I�w���
J~?��OC � �o���>� � C~J�=
?B�'� � ��ÈO�
@���=
Jf= � �D?����O�
C:�µª�����º�=�C ��� ��?��� � C �'� E ?��O�o��� � �XK�� � �D?B� � ����J�C�K~=
�0@ � J�� � ��K~��J>� ��� C���J��Å�o=�� � ��J���J�� F ª ¢ ± K � =�J�C��D?A� ���KB�I�����~� � ��@B�8@�����C�� � � E �DCGJ�=
?B�'� � ��ÈO�
@���=
J =���K � �~KD�F ��®�@ � � � =�=
�\�
@Z@B���q«�«b� � ��=
?B��@B��� � ����?B�0C�=�@´��?�=�C � ��@BK´C�=
�~��J��
@B�
�µ���y�o=�J�KA��C��D?
�­��?����~�DK§��JXK���ÈD�0��?B=
� � É � ��@BK§@B= 	�� � ��@BKD�Zª���� F ª ¢ ?��D��?B�DK���J�@B��@���=
Jw��K§J�=�@dKA�DJ�K���@B� � �0@B=



������������
	��
	���������
�
��
�

�
�

�
�

�
�

tols4000 Saylr3 TF13 Tref500
0

0.25

0.5

0.75

1

1.25

1.5

1.75

2

2.25

2.5

2.75

A’*A, NTL

A’*A, M

COLAMD, NTL

COLAMD, M

Matrices

G
iv

ar
o 

S
pe

ed
up

�������m��	 � 
>.S03254 �B��9C��� +*�e���P(X�)��� � �P9 ��9C������� �:9:; 9 �?� ��� � ����- ���?2������
����@����e-'@����:�87X��9 ����9 @C78@%�  �0���@)@�-��k���s .^� 
����e� �1@�$ - �e@ ���e@%��@%�h9���9 ����� ��
�@�� 	 �u2 ����-���
�@%���
� �/�,-��P$ ����� �S@%$ -����� %��� 9<;3@������:�B@	��
�
�
��! 

@�����KA��È���=��>@�������?B���\����J\@�����K�?B�
J��
���sª������°=
��J�@BK�� � =�@�@��OCf�
?��´@����~�DKZC�� � ��C��DC ��E @���� F ª ¢@����~��@B� � K0��?B�·K��>�D�DC � ��?�� � ��@�� � �¨@�=G@���� F ª ¢ �°��?���=
?B�'��J����
�����·KA�D�­@��>�
@0@B���fK��°���DC � ���K0�����
���DKA@0��=
?q@����\K��'� ��� �OK½@y��?����~�f�
J�C¹C��D�
?I�
C��OKd��?B=
��@����D?����qª�����Ky��Ky�o=�J�K���KA@��DJ�@ � ��@B�� ����J��Å� ��� �8@�=^@I���
� � =
J�����?'K � �'K'=��q@���?B�'K'��J C�=�@'��?B=�C � ��@IK � ����=
?B�8@�����J��O�o�OK�K���@ E =��?B�DC � �o@���=
J8�~=�C ��� =~@B���­��?B���~���

bcsstk33 bcsstk29 bcsstk30 bcsstk31 bcsstk32
0.5

0.75

1

1.25

1.5

1.75

2

2.25

2.5

2.75

65521

1048573

16777259

268435459

1073741789

NTL::zz_p

Matrices

sp
ee

du
p

�������m��	��`
��C��@)@�-��k� �s ���k- �P$&��� �1@�$ ->�e@��u�e@%�%@���9 ��9C����� ��@%$ ��9 � 
�@59 � 	 �u2 �S@%$&-1 %���
"�$ �'�)(M"��,+*� ��9 ��� +��e���P(��)�������P9���9 �����  �5�J� �k- �P$ �=�J�:�u�%��@�����@����z��@%�< %����� �����)@ -'@)���e@)�
��@��  



������������
	��
	���������
�
��
�

�
�

�
�

�
�

� � ��pµr�{ H r �JIyr � ���¨n0p��0p|{Ât'n%{ ���µv�� �
H =�?0@B���w¡ <�¢|£ ��=
�~� � @I�
@���=
J ¤ @B���~�'�
@�?B��®¹��Ky��J���@I� ����E KA@�=�?��OC���J)¬B�o=
�~�Ä��= � ¯w��=�?��'��@q��J� �����I�\�
J\�
?�?I� E K|=
�#*dJ�=
J � È��D?�= � � ��� �DK ¤ *�?B= � ��J�C����o�OK ¤ �
J�C�)34 � ��J�C��o®��DK � �����I�~��J>C����D�
@B�� ���D?��¨@B���·�o= ��� �\J>K � ���
��J©�dª������ � ��=
?B��@B���²@B����J¹�~=�C������DKd@����\K½@B=
?I���
�­KB�I�����~�¨��=�?d@������J�� � ¢Z¤ ��J�C £�¤ � K���J��·@B��� ¬ < � �°��?Iº¹�
@B?���®�¯­��=�?�� ��=�?´=�J��q=
�©@������X�Zª����¨K½@B=
?I���
�qK��I���D�~���K�J�=�@0� � @B��?B�DCG��=
?�@����­���~� � ���~��J�@I�
@���=
J8= � �D?§��J���@��¨��� � C�KD�H =�?Z@����0«�« � � ��=
?B��@B��� ¤�¢ ��J�«§=�® ¤ ��?B= � ��C��DKZ����= � � � ��=
� � �
K�����?B����?��OKA�DJ�@I�
@B��=�J�K��s���� K��DC8@B���\¯ < ���
?BK��Dº¹��@�?B��®�¯~� � �
KBK ¤ � ���D?��D��JÄ� � �D�o@�=�?0=���?B= � K���K � K��DCÄ��J�C��O�
�I��?B= � ��Ky�� �O��@B=
?:=������
��?IK ¤ �dJ�=
J � È��D?�=���J�@B? Ey� ��@B����@BK|��= � ��J�C���®:� H =
?©ÈD��?B= � =
J����'�
@B?����o�OK:@�����K|�~� Eq� �K����~� � ���>�DC:� F =\��J�@B? E J��D�DC � �­KA@�=
?B�DC©�s���­�o?B�D�
@B�DCw�·��=
?B�'�
@ ¤�� ��?B=��qJ�� ¤ � �����I� ��=
J�K���KA@BK�~��?B� ��E =��µ� � ��KA@§=
�s?B= � ¤ ��= � ������?BK´��=�?´@B���y=
J���± KD��ª���� E �
?��¨K½@B=
?B�DCw��K��·���
��?�=
�s��?B?B� E Kz=��� ��J��
@�� * ¤ =
J�����=
?�?B= � ��J>C��o® ¤ =
J��q��=
?��o= � ��J�C��o®:��¿ ¬B�o=
�~�8�o= � ¯�=�?f¬B�o=��\�G?�= � ¯¨��=�?��'��@�o= ��� C���� � � � ���DJ � KA�OC·�
K � � ��� ¤ ��� @�@�����K � �
K�J©± @�C�=
J����µª�����?B�DK ��� @µ��K�K ��� K½@I��J�@���� ����E � �
KA@���?@��>��J < ����?IKA�Oº¹�
@B?���® ¤ @I������J��8� � = � @ ���
	 =��z@B���f@����\�������~��=
�~���
?��OC � KA��J�� @����\� ��K½@B�DKA@��� � CG?��D��?��OKA�DJ�@B�
@B��=�J~��=
?��D���I�G����KA���µ¿qK�KA��= � JG��J ��� � ?�� � ¤ @�����@´@ � ?BJ��DCG= � @§@�= � � F ª ¢��=
?�@B��� � �D?�=��qJ��y� � ��K�K��
J�CXº�=�C ��� ��?���=
?�@B��� < ���
?BK��DºÄ�
@�?B��®Í�

bcsstk29 bcsstk30 bcsstk31 bcsstk32 bcsstk33

1

1.1

1.2

1.3

1.4

1.5

1.6

1.7

1.8

1.9

2

2.1

matrix name

ze
ro

on
e 

re
p.

 s
pe

ed
up

 o
ve

r 
sp

ar
se

 r
ep

.

�������m��	��`
X0���@�@)-��k� �! ��o@%�e���^��@	��	 �u2 �e@ ���e@%��@%�h9���9 ����� ��
�@%�#0������)��@	���/�,-��P$ ���
 %����
�
 "��:9m�����:�B@  

� � HJI��¨r�{ 
��­n0p���� r � �µv	��p��
ª � =^K����
?BK��8� ���~� � ���DK ¤ ªs?����¨�
J�C ª H§¤ K���= � �OCÅ���
?A@B��� ��� ��? ��E � ��K½@'� ��� � ��J ��JT¡ <�¢|£ � H =
?@����DK���@����~��?�=�K�K�= � �D? � ��@ � �D��JÄ@����f@ � = �~�o@���=�C�Kq=��D� � ?IKq��@y=�?BC���?¨� � = � @ � �
� ��J�C �D���
�?B�DK��>�O��@�� � � ��E ¤ �
K¨KA��= � J¹��J���� � ?�� � �
J�CÄ��� � ?B� M �·ª����\J � � � ��?¨=��§J�=
J � ÈD��?B=w��J�@�?B���DKy��K
S Ê � =
��) Ë ��=
?�@����DK��¨� ���~� � ���DKD�< ���\� � ��? ��E ¤ @�����?B�
J�C�=�� ��E ����J��D?B��@��OCG�'�
@B?����o�OK�@��DJ�CX@B='� ��� � ��J�?I������C ��E �
J�C8@�� � ��?�@��?B��=�?BC��D?���J��yK½@B?B��@��������OK ¤ K�=y@�����@�@����D?��d��������J·@B���d�o?B=�KBKA= � ��?s��K � = � ¤ ��?B= � ��C��OC�@B����� � �D?B�
�
�J � � � ��?~=
�qJ�=�J � ÈD��?B=¹��J�@B?����DK\�°��?'?B= � ¤ * < ) ¤ ��K � �
?����G��J�= � ���©� ¼ � ��JÅ��=
?'KA�'� ��� ?I�
@B��= ¤� � ��J�@ � � ����E @����D?�� � � ���s� �fK���= � KA@�=
������J��'� ��� � ��J¹��=
?0� � ���~��J>�
@���=
JÄ�\��@���=�C�KD�����fKA@ � C����OC@����w���
K��'=��dK��~� ��� ?B��@���= ¤ * < )5 	 �
J�C���= � J�C�@B���G�o?B=�KBK�= � ��?y=���� � ?�?B��J��8��@f� � = � @�)  �D���
��� � H =�?­@����'?B�
J�C�=
� �'�
@�?B���o�DK � ��@��Ç�~=�?��'�DJ�@B?����DK��>�D?�?�= � @����
J^@�����@ ¤ ��J�C^=
��� ���K���ÈD�DKf�\�O�
K � ?B�DC�@����8«�«$�>�D?A��=�?��~�OC � �o@A@B��?O� H =
?f@���� =�J��G?I��J�C�=
� �~��@�?B��® ¤ N8T3}�
������ ¤



������������
	��
	���������
�
��
�

�
�

�
�

�
�

100 200 300 400 500 600 700 800 900 n 1000

0

0.25

0.5

0.75

1

1.25

1.5

1.75

2

BB

GSLU

matrix order

sp
ee

du
p

1000 5000 10000

0

2.5

5

7.5

10

12.5

15

17.5

20

22.5
BB

GSLU

matrix order

sp
ee

du
p

�������m��	��`
 �P��@� %@�9:;�@%��� �B"�����-A@�- � ��9 ��� +> %��� �:$��  M0'�3@)@)- �k�6�! ���� ��
�@%� .S0P2J4  
�o�e�
�)����
�@�� ���#��9����e-A@%� 

	�	  

107 236 552 1302 3160 7742 19321
0.000

5.000

10.000

15.000

20.000

25.000

30.000

35.000

40.000

45.000

50.000

BB

GSLU

matrix order

sp
ee

du
p

��� �h����	
�`
 ���  %��� �:$��  �o�e�
�)����
�@%�#���J�u@)���#����-'@�� ��	
	�	  

� ��@�� � � ��?I�����\�°��?\?B= �$� �DKBK·@����
J 	 ¤ ¡ <�¢s£ � �
K\K½@B?�������J�� ��E�� �o@�@���? Ê 	�� @B���~�DK � �o@A@B��? Ë �� J�C��D�DC�@�����K � �
K¨� � K�=X� � ��C���J�@­��J�@����w�
KBKA=�?A@B�DC¹��?�= � ��=��´�'��@�?B�����DKD�'¡ <�¢|£ �°��?���=
?B�~�DC� �DKA@~=�JÇ@���=�K�� � ��@�� * < )��, 	 ¤ � ��@�� @ � =��o®��o�D��@���=
J�K � ���D?�� ��@'�°��?���=
?B�~�DC � ��@�����J��� �
�o@�=�?d=��|@ � =~=�� � �OK½@O�¡y� � ��J�@B����KqC���@B� � ����?�=��>=�KA�­@B���\��� � ?B��K½@B���¨@B= �I��=�=�KA�f¡ <�¢|£ � ����J�)�� �D���
� =�?
* < )�� 	 ¤ =�@B����? � ��K��'�I��=�=�K��\«�«y�©ª�����K­K½@B?B��@��D� E K � �������DC�K¨?B��@����D? � � ����� ��@���@�����K�C���@B���ª������I��=
���o�§�
� � �OK E = � �
Jf� � ��=
?B��@B��� � �����I�·��K|� ��K½@B�DKA@µ=�? � ��@B����J~�0� �
��@B=
?µ=���@ � =y=���� ��K½@B�DKA@�o®�������@y��JÄ@ � =G�D�
K��DK ¤ Q��=�=��� �kjuqAa��~��J�C �ul=v=v�a8�3[�� � �����I�ÄK����D�,@B= � �f�D�
K��DK � ����?B��@����KA@�? � ��@ � ?�� � �
K � �D? E�� � ����� K��DC ��E @����~��= ��� �~J^��?��D=
?IC���?B��J��w��=�?·¡ <�¢|£ ��J>CÄ� ��� � ��J � ��KK ��� KA@B��J�@B��� ����E � � =���C��DC:�� J'@����d� � @ � ?�� � � � = ��� C � �����d@�=·C��o@��D?��~��J������©��?B=
�°��?�@����DK�=
�°@B���0� � ���~��J>�
@���=
J'��?B�
���C � ?B��J�����?B��=�?BC��D?���J��­=�?Z� ��� � ��Jw?B��@��OKZ= � KA�D? � �DC\��JG�D��? ��E KA@����>Kz=
�©� � ���~��J��
@B��=�JG���
J � � � KA�OC@�= � ��� � = � @q��J�C�K � ��@B�I�8@�='@B��� ��� �
�I� � =�®X�~�o@B��=�C:� � �µ@B����K0���
J � �·C�=
J����O��? ��E ��J�= � �
� ¤�Â� ��� � � ���z� �o��=�?��w@����G@����\�G?�� � ��� ����E ��?��OC����o@��OC^��=
?·«�« ¤ @B����J �X� E�� ?B��CÇ� � �
=
?B��@���� �~� EKA@B��?�@´= � @ � ��@�� ¢|£ ��Jw�'�
J E �~=
?B�0�D�
K��DK�@B����JG@����q��� � ?���K½@B���qK � �
�
�OK½@IK Ê � �
?�����?Z=�?BC��D?´�
J�C� ��?B�
��?0J � � � ��?0=
�ZJ�=
J � ÈD��?B=��OK Ë ¤ K � ��@I�I����J��'@�=8«§«iK�=�=�J���J�= � �
�X��=�?q�
J¹= � �D?B� ��� �&%'�����DJ�@� � �
=�?���@����8� H =
?��o=�J�K���? � ��@���=
J =��s?B�DK�= � ?B���DK�K � �I�8�~KB�I�����~� � = ��� C � � � K��o� ��� � � �DJ � ���DJ?I�
�o��J��f@������ � ��=
?B��@B���'K§��JX���
?B� ��� � � ��K � K��DC:�



������������
	��
	���������
�
��
�

�
�

�
�

�
�

Matrices n nnz Rank nnz/n t(GSLU) t(BB) BB/GSLU Matrices n nnz/n BB/GSLU

bcsstk29 13992 619488 10006 44.27 1164.77 4077.71 3.50 tols4000 4000 2.2 10273.650

Bibd_81_3 85320 255960 3240 3 97.82 3154.60 32.25 Saylr3 1000 3.75 228.050

f855_mat9 2511 171214 2456 68.19 6.95 273.22 39.30 f855_mat9 2511 68.19 39.295

Saylr3 1000 3750 998 3.75 0.12 27.37 228.05 Bibd_81_3 85320 3 32.251

TF10 107 622 99 5.81 0.02 0.12 7.67 Rnd6_14 6000 2.33 29.547

TF11 236 1607 216 6.81 0.12 0.57 4.74 Rnd12_36 12000 3 21.318

TF12 552 4231 488 7.66 2.16 3.20 1.48 Rnd6_18 6000 3 18.973

TF13 1302 11185 1121 8.59 25.41 18.92 0.74 Rnd18_54 18000 3 17.402

TF14 3160 29862 2644 9.45 438.49 114.77 0.26 TF10 107 5.81 7.667

TF15 7742 80057 6334 10.34 5495.14 723.64 0.13 TF11 236 6.81 4.744

TF16 19321 216173 15437 11.19 117664 2395.59 0.02 Rnd3000 3000 3 3.657

tols4000 4000 8784 3999 2.2 0.04 410.95 10273.65 bcsstk29 13992 44.27 3.501

Rnd3000 3000 9000 2789 3 16.35 59.79 3.66 Tref200 200 14.45 1.895

Rnd6000 6000 18000 5564 3 139.72 239.71 1.72 Rnd6000 6000 3 1.716

Rnd12000 12000 36000 11144 3 1217.55 1005.38 0.83 TF12 552 7.66 1.484

Rnd18000 18000 54000 16658 3 4154.51 2288.45 0.55 Tref300 300 15.59 1.241

Rnd6_18 6000 18000 7 3 0.04 0.70 18.97 Tref400 400 16.45 1.031

Rnd12_36 12000 36000 7 3 0.07 1.41 21.32 Tref500 500 16.96 0.990

Rnd18_54 18000 54000 5 3 0.11 1.86 17.40 Rnd12000 12000 3 0.826

Rnd3_15 3000 15000 2718 5 180.90 75.28 0.42 TF13 1302 8.59 0.744

Rnd3_30 3000 30000 2876 10 743.69 126.46 0.17 Tref600 600 17.59 0.692

Rnd3_45 3000 45000 2973 15 1409.22 178.72 0.13 Tref1000 1000 18.95 0.601

Rnd6_14 6000 14004 5010 2.33 6.50 192.08 29.55 Rnd18000 18000 3 0.551

Rnd6_30 6000 30000 5419 5 1502.21 301.54 0.20 Rnd3_15 3000 5 0.416

Rnd6_45 6000 45000 5847 7.5 4526.92 423.05 0.09 TF14 3160 9.45 0.262

Tref200 200 2890 200 14.45 0.41 0.78 1.89 Rnd6_30 6000 5 0.201

Tref300 300 4678 300 15.59 1.48 1.84 1.24 Rnd3_30 3000 10 0.170

Tref400 400 6578 400 16.45 3.38 3.49 1.03 TF15 7742 10.34 0.132

Tref500 500 8478 500 16.96 5.67 5.62 0.99 Rnd3_45 3000 15 0.127

Tref600 600 10554 600 17.59 12.12 8.38 0.69 Tref5000 5000 23.72 0.102

Tref1000 1000 18954 1000 18.95 40.15 24.14 0.60 Rnd6_45 6000 7.5 0.093

Tref5000 5000 118618 5000 23.72 7192.09 736.57 0.10 Tref10000 10000 25.72 0.050

Tref10000 10000 257234 10000 25.72 65698.30 3255.86 0.05 TF16 19321 11.19 0.020
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