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SONLU HACİMLER YÖNTEMİ
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YAYINIM PROBLEMLERİ İÇİN

SONLU HACİMLER YÖNTEMİ

Transport denklemi ( ) ( ) ( ) φ+φ∇Γ∇=ρφ∇+
∂

ρφ∂
SU

t

Γ yayınım katsayısı

Sφ kaynak terimi

Problem

- Zamandan bağımsız (daimi) ise

- Taşınım (konveksiyon) içermiyorsa

yayınım 
(difüzyon) 
problemi

Diverjans teoremi 
kullanılarak

( ) 0=+φ∇Γ∇ φS

Sonlu hacimler yöntemi için bu denklem 
bir kontrol hacmi içinde integre edilir 

( ) 0=+φ∇Γ∇ ∫∫∫∫∫∫
∆

φ

∆ VV

dVSdV

∫∫∫∫∫ ⋅=∇
∆ AV

dAnadVa
vvv

( ) 0dVSdAn

VA

=+φ∇Γ ∫∫∫∫∫
∆

φ

v

( )
0=

∂

ρφ∂

t

( ) 0=ρφ∇ U
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Daimi 1-B Yayınım Denklemi İçin SHY

1-B halde

0=+







Γ S

dx

d

dx

d φ( ) 0=+φ∇Γ∇ φS

 

Hesap noktaları (nod) 

A B 

φA φB 

Genel olarak A ve B sınırlarında φ büyüklüğünün sınır değerleri bilinir ve
çizgi boyunca φ büyüklüğünün değerlerinin hesaplanması beklenir.

Bu konu için tipik bir örnek bir-boyutlu ısı iletimi problemidir. 
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Daimi 1-B Yayınım Denklemi İçin SHY
Genel işlem süreci

A ve B noktaları arasında kontrol noktaları
(hesap noktaları) seçilir.

Hücreler bu noktaları içine alır. Kontrol 
Hücre sınırları kontrol noktaları arasındaki 
orta noktalardır.

Hücre terminolojisi
P Hücre merkez kontrol noktası
W Batı kontrol noktası
E Doğu kontrol noktası
w Hücrenin batı duvarı
e Hücrenin doğu duvarı

1.Adım: Ağ yapısı Oluşturma  

Kontro l hacmi Hesap noktaları (nod) 

A 
W 

P E 

B 

φA φB 

Kontrol hacmi (hücre) sınırları 

 

E W 
w e 

P 

∆x=δxwe 

δxWP δxPE 

δxw P δxPe 
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Daimi 1-B Yayınım Denklemi İçin SHY
Genel işlem süreci

Kontrol hacmi içerisinde integre edilerek

2.Adım: Denklemin ayrıklaştırılması

0=+







Γ S

dx

d

dx

d φ

 

E W 
w e 

P 

∆x=δxwe 

δxWP δxPE 

δxw P δxPe 

0=+






 φ
Γ ∫∫∫∫∫∫

∆∆ VV

dVSdV
dx

d

dx

d

Diverjans teoremi uygulanarak 0=+






 φ
Γ ∫∫∫∫∫

∆VA

dVSdA
dx

d

İntegraller hesaplanarak 0VS
dx

d
A

dx

d
A

we

=∆+







Γ−








Γ

_φφ

∆V :   Hücrenin (kontrol hacmi) hacmi
S :   Kaynak büyüklüğünün ortalama değeri (birim hacim başına)
A :   Hücre duvarının alanı
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Daimi 1-B Yayınım Denklemi İçin SHY
Genel işlem süreci

Sonlu Hacimler Yönteminin çok önemli bir özelliği, ayrıklaştırılmış denklemin fiziksel 
bir yorum yapmaya imkan vermesidir. Nitekim 

0VS
dx

d
A

dx

d
A

we

=∆+







Γ−








Γ

_φφ

açıkça 
görülmektedir.

Yani bu denklem φ büyüklüğü için bu kontrol hacmi (hücre) içerisinde yazılmış bir denge 
denklemidir. 

Bu denklemden yararlanabilmek için Γ difüzyon katsayısıyla dφ/dx türevinin hücre 
sınırlarındaki değerlerinin bilinmesi gerekir. 

denklemine bakıldığında

- ilk iki terimin φ büyüklüğüne ilişkin yayınımsal akılar olduğu,

- bu akılar arasındaki farkın (çıkan akı – giren akı) kontrol 
hacmi içerisinde üretilen φ büyüklüğüne eşit olduğu
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Daimi 1-B Yayınım Denklemi İçin SHY
Genel işlem süreci

Uygulamada genel olarak φ büyüklüğü ve Γ
difüzyon katsayısı kontrol noktalarında bilinir
veya hesaplanır.

Hücre sınırlarında gereken büyüklükler
interpolasyon yoluyla elde edilebilir. 

2
,

2

EP
e

PW
w

Γ+Γ
=Γ

Γ+Γ
=Γ

Yayınımsal akı terimleri 
PE

PE
ee

eWP

WP
ww

w x
A

dx

d
A

x
A

dx

d
A

δ

φ−φ
Γ=







 φ
Γ

δ

φ−φ
Γ=







 φ
Γ ,

Difüzyon katsayıları

 

E W 
w e 

P 

∆x=δxwe 

δxWP δxPE 

δxw P δxPe 

Bunun için belirtilen büyüklüklerin kontrol noktaları arasındaki dağılımları için bir 
yaklaşım yapmak gerekir. En basit yol lineer yaklaşım olup, bu yaklaşım pratikte merkezi 
farklandırma olarak bilinir.

Üniform bir ağ yapısında lineer interpolasyon kullanılarak hücre sınırlarındaki
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Daimi 1-B Yayınım Denklemi İçin SHY
Genel işlem süreci

S kaynak terimi bazı hallerde bağımlı değişkenin bir 
fonksiyonu olabilir. Lineer bir yaklaşım yapılırsa

Bulunan değerler

PPu SSVS φ+=∆
_

0VS
dx

d
A

dx

d
A

we

=∆+







Γ−








Γ

_φφ
eşitliğinde kullanılarak

0SS
x

A
x

A PPu

WP

WP
ww

PE

PE
ee =++







 −
Γ−







 −
Γ φ

δ

φφ

δ

φφ

Düzenlenerek
uEe

PE

e
PPw

WP

w
e

PE

e
Ww

WP

w SA
x

SA
x

A
x

A
x

=φ








δ

Γ
−+φ








−

δ

Γ
+

δ

Γ
+φ









δ

Γ
−

veya uEEPPWW Saaa =φ+φ+φ

Burada ( )PEWPe

PE

e
Ew

WP

w
W SaaaA

x
aA

x
a ++−=

δ

Γ
−=

δ

Γ
−= ,,

 

E W 
w e 

P 

δxWP δxPE 
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Daimi 1-B Yayınım Denklemi İçin SHY
Genel işlem süreci

Yukarıdaki denklemin benzerleri her bir hücre için çıkartılarak bir denklem sistemi elde 
edilir.

Çözüm havzası sınırındaki hücreler için denklem sınır koşullarını da içerecek şekilde 
düzenlenmelidir. 

Sonuç olarak ortaya çıkan lineer denklem takımı çözülerek φ büyüklüğünün kontrol 
noktalarındaki değerleri elde edilir. 

3.Adım: Denklemlerin çözümü

uEEPPWW Saaa =φ+φ+φ

( )PEWPe

PE

e
Ew

WP

w
W SaaaA

x
aA

x
a ++−=

δ

Γ
−=

δ

Γ
−= ,,
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Daimi 1-B Yayınım Denklemi İçin SHY

Uç noktalarındaki sıcaklık sırasıyla 100°C ve 500°C olan 0.5m boyundaki izole edilmiş
bir çubuğun ısıl iletkenlik katsayısı k=1000W/m°C ve dik kesit alanı A=10×10-3m2 dir. 
Daimi halde çubuk boyunca sıcaklık dağılımını bulunuz.

Örnek problem 1: Bir boyutlu ısı iletimi

 

TA=100 

0.5 m 

A B 

Kesit alanı (A) 
TB=500 

Daimi 1-B ısı iletimi denklemi 0=+







S

dx

dT
k

dx

d

Bu problemde kaynak terimi bulunmayıp 0=








dx

dT
k

dx

d
0=S
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Daimi 1-B Yayınım Denklemi İçin SHY

Örnek: Bir boyutlu ısı iletimi

5 kontrol noktası: - 1 ve 5 sınır kontrol noktaları
- 2,3,4 iç kontrol noktaları

 1 
TA 

δx/2 δx/2 δx δx 

2 3 4 5 
TB 

Çubuk eşit büyüklükte 5 hücreye bölünürse hücre boyları δx = 0.1m olur. 

İç hücreler ve sınır hücreler için ayrıklaştırılmış denklemlerin farklı şekilde 
düzenlenmesi gerekmektedir. 
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Daimi 1-B Yayınım Denklemi İçin SHY

İç hücrelerde ayrıklaştırma

Ayrıklaştırılmış
yayınım denklemi uEe

PE

e
PPw

WP

w
e

PE

e
Ww

WP

w SA
x

SA
x

A
x

A
x

=φ








δ

Γ
−+φ








−

δ

Γ
+

δ

Γ
+φ









δ

Γ
−

0=








δ
−









δ
+

δ
+









δ
− Ee

PE

e
Pw

WP

w
e

PE

e
Ww

WP

w TA
x

k
TA

x

k
A

x

k
TA

x

k

Isı iletkenlik katsayısı sbkkk ew ===

Nokta aralıkları sbxxxx WPPEWP =δ=δ=δ=δ

Kesit alanları sbAAA ew ===

0TaTaTa EEPPWW =++ ( )EWPEW aaa
x

kA
a

x

kA
a +−=−=−= ,,

δδ

bu problem için iç
hücrelerde yazılarak 

olup
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Daimi 1-B Yayınım Denklemi İçin SHY

Soldaki sınır hücresinde ayrıklaştırma

Denklemi 
integre
edilerek

 P A 

δx/2 δx 

E 

w e 0
2x

TT
kA

x

TT
kA APPE =







 −
−







 −

/δδ
0=









dx

dT
k

dx

d

uEe

PE

e
PPw

WP

w
e

PE

e
Ww

WP

w SA
x

SA
x

A
x

A
x

=φ








δ

Γ
−+φ








−

δ

Γ
+

δ

Γ
+φ









δ

Γ
−

standart sıralamaya göre 
yeniden düzenlenerek AEPW TA

x

k2
TA

x

k
TA

x

k2
A

x

k
0T0 









δ
=









δ
−+









δ
+

δ
++⋅−

Burada TA büyüklüğü sınır koşulu olarak bilindiğinden denklemin sağına, sanki bir 
kaynak terimi imiş gibi aktarılmıştır. Ayrıca hücrenin batı tarafında bir TW bilinmeyeni 
olmadığı için bunun katsayısı sıfır yapılmıştır 

uEEPPWW STaTaTa =++

AuPPEWPEW T
x

kA2
S

x

kA2
SSaaa

x

kA
a0a

δ
=

δ
−=++−=

δ
−== ,,)(,,

Böylece

denklemindeki

UCK348 Mühendislikte Bilgisayar 

Uygulamaları Ders notları, M. Adil 
Yükselen

14

Daimi 1-B Yayınım Denklemi İçin SHY

Sağdaki sınır hücresinde ayrıklaştırma

Denklemi 
integre
edilerek

0
2/

=








δ

−
−








δ

−

x

TT
kA

x

TT
kA WPPB0=









dx

dT
k

dx

d

Denklem standart biçimde bilinmeyen sıcaklıklara göre sıralanarak

BEPw TA
x

k
TTA

x

k
A

x

k
TA

x

k









δ
=⋅+









δ
++

δ
+









δ
−

2
0

2
0

uEEPPWW STaTaTa =++

( ) BuPPEWPEW T
x

kA
S

x

kA
SSaaaa

x

kA
a

δ
=

δ
−=++−==

δ
−=

2
,

2
,,0,

Standart biçimde katsayılarla düzenlenerek

 

δx/2 δx 

w e 

W P B 
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Daimi 1-B Yayınım Denklemi İçin SHY

Denklem sistemi

Sınır hücreleri ve iç hücreler için elde edilen bütün denklemler ve katsayıları bir araya 
getirilerek

54321iSTaTaTa
iuiEiEiPiPiWiW ,,,,, ==++

( )

( ) BuPPEWPEW

uPEWPEW

AuPPEWPEW

T
x

kA
S

x

kA
SSaaaa

x

kA
ai

SSaaa
x

kA
a

x

kA
ai

T
x

kA
S

x

kA
SSaaa

x

kA
aai

δ
=

δ
−=++−==

δ
−=→=

==+−=
δ

−=
δ

−=→=

δ
=

δ
−=++−=

δ
−==→=

2
,

2
,,0,5

0,0,,,4,3,2

2
,

2
,)(,,01

k = 1000 W/m°K
A =10×10-3m²
δx = 0.1m

100
1.0

10101000
3

=
××

=
δ

−

x

kA
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Daimi 1-B Yayınım Denklemi İçin SHY

Denklem sisteminin katsayıları

200 TB-2000300-1005

00-100200-1004

00-100200-1003

00-100200-1002

200 TA-200-10030001

SuSPaEaP=-(aW+aE+SP)aW

Hücre 
No

B54

543

432

321

A21

T200T300T100

0T100T200T100

0T100T200T100

0T100T200T100

T200T100T300

=+−

=−+−

=−+−

=−+−

=−



























=

















































−

−−

−−

−−

−

B

A

5

4

3

2

1

T200

0

0

0

T200

T

T

T

T

T

300100000

10020010000

01002001000

00100200100

000100300

CT

CT

B

A

°=

°=

500

100
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Daimi 1-B Yayınım Denklemi İçin SHY

Denklem sisteminin çözümü

Gauss yok etme yöntemi veya Thomas yöntemi ile



























=



























460

380

300

220

140

T

T

T

T

T

5

4

3

2

1

0.00 100 100

0 300 -100 20000 0.05 140 140

-100 200 -100 0 0.15 220 220

-100 200 -100 0 0.25 300 300

-100 200 -100 0 0.35 380 380

-100 300 0 100000 0.45 460 460

0.50 500 500

Com

0

100

200

300

400

500

600

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
x (m)

T (°C)

Analitik çözüm 100x800T +=
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Daimi 1-B Yayınım Denklemi İçin SHY

Şekilde görülen L=2cm kalınlığındaki levhanın ısıl iletkenliği 
sabit olup k = 0.5W/m°K olarak verilmiştir. Levhanın her 
yerinde q=1000kW/m3 olmak üzere üniform bir ısı üretimi 
mevcuttur. A ve B yüzlerinin sıcaklıkları sırasıyla 100°C ve 
200°C dır. Levhanın y ve z doğrultusundaki uzunlukları çok 
büyük olup, sadece x doğrultusundaki sıcaklık gradyantları
önemlidir.

Buna göre daimi haldeki sıcaklık dağılımını hesaplayarak 
sayısal sonuçları analitik sonuçlarla karşılaştırınız

Örnek problem 2: Isı kaynağı olması hali

Daimi 1-B ısı iletimi denklemi 0=+







q

dx

dT
k

dx

d

 

TA 

L 

A 

B 

x 

TB 

y 

z 

Çözüm için δx = 0.004 m olmak üzere 5 hücre kullanalım 

q :   ısı kaynağı terimi
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Daimi 1-B Yayınım Denklemi İçin SHY

olmak üzere 

 

1 
TA 

δx/2 δx/2 δx δx 

2 3 4 5 
TB 

W w P e E 

δx 
İç hücreler için integrasyon

0=+







∫∫

∆∆ VV

qdVdV
dx

dT
k

dx

d

VqqdV

V

∆=∫
∆

0=∆+















−








Vq

dx

dT
kA

dx

dT
kA

we

0=δ+
















δ

−
−








δ

−
xqA

x

TT
Ak

x

TT
Ak WP

w
PE

e
Türevler ayrıklaştırılarak 

Sıcaklıklara göre düzenlenerek xqAT
x

Ak
T

x

Ak
T

x

Ak

x

Ak
E

e
W

w
P

we δ+








δ
+









δ
=









δ
+

δ

Standart biçimde 
uEEPPWW STaTaTa =++

( ) xqASSSaaa
x

kA
a

x

kA
a uPPEWPEW δ==++−=

δ
−=

δ
−= ,0,,,kkk we ==
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Daimi 1-B Yayınım Denklemi İçin SHY

 

1 
TA 

δx/2 δx/2 δx δx 

2 3 4 5 
TB 

W w P e E 

δx 
Soldaki sınır hücresinde

0=∆+















−








Vq

dx

dT
kA

dx

dT
kA

we

Sıcaklıklar için standart 
biçimde düzenlenerek 

uEEPPWW STaTaTa =++

( ) AuPPEWPEW T
x

kA
xqAS

x

kA
SSaaa

x

kA
aa

δ
+δ=

δ
−=++−=

δ
−==

2
,

2
,,,0

Kontrol noktasıyla sınır yüzeyi 
arasında lineer sıcaklık dağılımı ile

0
2/

=+














 −
−






 −
xqA

x

TT
Ak

x

TT
Ak AP

A
PE

e δ
δδ
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Daimi 1-B Yayınım Denklemi İçin SHY

 

1 
TA 

δx/2 δx/2 δx δx 

2 3 4 5 
TB 

W w P e E 

δx 
Sağdaki sınır hücresinde

0=∆+















−








Vq

dx

dT
kA

dx

dT
kA

we

Sıcaklıklar için standart 
biçimde düzenlenerek 

uEEPPWW STaTaTa =++

( ) BuPPEWPEW T
x

kA
xqAS

x

kA
SSaaaa

x

kA
a

δ
+δ=

δ
−=++−==

δ
−=

2
,

2
,,0,

Kontrol noktasıyla sınır yüzeyi 
arasında lineer sıcaklık dağılımı ile

0
2/

=δ+
















δ

−
−








δ

−
xqA

x

TT
Ak

x

TT
Ak WP

w
PB

B
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Daimi 1-B Yayınım Denklemi İçin SHY

Denklem sistemi ve çözüm

olmak üzere katsayılar hesaplanırsa 
mxmkWq

mKWkA

004.0,/1000

/5.0,1

3 =δ=

==

4000+250TB0375-125-2505

4000-125250-12504

4000-125250-12503

4000-125250-12502

4000+250TA-1253750-2501

SuaEaP=aW+aE–SPaWSPNokta
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−−

−−

−
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T

T

T
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T
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12525012500

01252501250
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000125375
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T

T
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T
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Daimi 1-B Yayınım Denklemi İçin SHY

Çözüm

Analitik çözüm 

1761.571.601.862.73Yüzde hata

226254250214146Analitik sonuç

230258254218150Nümerik sonuç

0.0180.0140.010.0060.002x(m)

54321Nokta

( ) ( )[ ] 10002.0000,000,1000,5
2

+−+=+







−+

−
= xxTxxL

k

q

L

TT
T A

AB

0.0000 100 100

0 375 -125 29000 0.0020 150 146

-125 250 -125 4000 0.0060 218 214

-125 250 -125 4000 0.0100 254 250

-125 250 -125 4000 0.0140 258 254

-125 375 0 54000 0.0180 230 226

0.0200 200 200
Comman

0

50

100

150

200

250

300

0.0000 0.0050 0.0100 0.0150 0.0200
x (m)

T
 (

°C
)

Sayısal

Analitik

UCK348 Mühendislikte Bilgisayar 

Uygulamaları Ders notları, M. Adil 
Yükselen

24

Daimi 1-B Yayınım Denklemi İçin SHY

Analitik Çözüm

olarak verilmiştir. Burada x çubuk tabanından uzaklıkları, h ısı iletim katsayısını, P 
ise çevre uzunluğunu göstermektedir. Çubuk boyunca kA=sb alınacaktır.

Örnek problem 3:

 

T∞ 

Çubuğun uç yüzeyi 
Đzole  edilmiş 

(Isı akısı yok) TB 

Şekilde gösterilen silindirik çubuğun dik kesit 
alanı A=Sb, olup boyu L=1m dir. Çevre ortam 
sıcaklığı 20°C, çubuk tabanında sıcaklık 
TB=100°C, ve çubuk uç yüzeyi izole edilmiş
olsun.

Çubuk boyunca sıcaklıkları hesaplayıp 
sonuçları analitik sonuçlarla karşılaştırınız.

( )[ ]
( )

22
25

cosh

cosh −

∞

∞ ==
−

=
−

−
m

kA

hp
n

nL

xLn

TT

TT

B
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Daimi 1-B Yayınım Denklemi İçin SHY

Örnek problem 3:
 

T∞ 

Çubuğun uç yüzeyi 
Đzole  edilmiş 

(Isı akısı yok) TB Problemi modelleyen 
denklem 

0)( =−−







∞TThP

dx

dT
kA

dx

d

Buradaki ikinci terim taşınımla ısı kaybını temsil 
eden bir kuyu terimidir. 

kA=sb olduğu için 0)(
2 =−−








∞TTn

dx

dT

dx

d
kA

Denklem kontrol hacmi içinde integre edilerek 

kabul 
edilerek 

( ) 0dVTTndV
dx

dT

dx

d

V

2

V

=−−







∫∫∫∫∫∫
∆

∞

∆

( )[ ] 0
2 =δ−−
















−








∞ xATTn

dx

dT
A

dx

dT
A P

we

( ) ( ) xATTndVTTn

V

δ−=− ∞

∆

∞∫∫∫
22

Bütün terimler A kesit alanıyla bölünerek ( )[ ] 0
2 =−−
















−








∞ xTTn

dx

dT

dx

dT
P

we

δ
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Daimi 1-B Yayınım Denklemi İçin SHY

 
1 

δx/2 δx/2 δx δx 

2 3 4 5 TB=100°C q=0

Eşit uzunlukta 5 hücre alınırsa hücre boyları δx = 0.5m olur. 

İç hücreler için ayrıklaştırma

Sıcaklık gradyanları lineer 
yaklaşımla ayrıklaştırılarak 

( )[ ] 0
2 =δ−−

















δ

−
−








δ

−
∞ xTTn

x

TT

x

TT
P

WPPE

PEWP xTnxTnT
x

T
x

T
xx

δ−δ+








δ
+









δ
=









δ
+

δ
∞

221111

uEEPPWW STaTaTa =++

( ) ∞δ=δ−=++−=
δ

−=
δ

−= TxnSxnSSaaa
x

a
x

a uPPEWPEW
22

,,,
1

,
1

( )[ ] 0
2 =−−
















−








∞ xTTn

dx

dT

dx

dT
P

we

δ
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Daimi 1-B Yayınım Denklemi İçin SHY
 

1 

δx/2 δx/2 δx δx 

2 3 4 5 TB=100°C q=0

Soldaki sınır hücresi için ayrıklaştırma

Sol sınırda sabit sıcaklık cinsinden sınır 
şartı uygulanarak

( )[ ] 0
2/

2 =δ−−
















δ

−
−








δ

−
∞ xTTn

x

TT

x

TT
P

BPPE

uEEPPWW STaTaTa =++

( ) BuPPEWPEW T
x

TxnS
x

xnSSaaa
x

aa
δ

+δ=
δ

−δ−=++−=
δ

−== ∞

2
,

2
,,

1
,0

22

Düzenleme yapılarak

Soldaki sınır hücresi için ayrıklaştırma

Sol sınırda sabit sıcaklık cinsinden sınır şartı
uygulanarak

( )[ ] 00
2 =δ−−

















δ

−
− ∞ xTTn

x

TT
P

WP

uEEPPWW STaTaTa =++

( ) ∞δ=δ−=++−==
δ

−= TxnSxnSSaaaa
x

a uPPEWPEW
22

,,,0,
1
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Daimi 1-B Yayınım Denklemi İçin SHY

Denklem sistemi

100010-5-55

100-515-5-54

100-515-5-53

100-515-5-52

100+10TB-5200-151

SuaEaP=aW+aE–SPaWSPNokta



























=

















































−

−−

−−

−−

−

100

100

100

100

1100

T

T

T

T

T

105000

515500

051550

005155

000520

5

4

3

2

1



























=



























3021

6022

5026

9136

2264

T

T

T

T

T

5

4

3

2

1

.

.

.

.

.
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Daimi 1-B Yayınım Denklemi İçin SHY

Çözüm sonucu

-0.42-0.0921.2121.300.95

-0.31-0.0722.5322.600.74

0.410.1126.6126.500.53

2.510.9537.8636.910.32

6.274.3068.5264.220.11

Yüzde 
hata

FarkAnalitik 
sonuç

Sonlu hacim 
sonucu

x(m)Nokta

Analitik Çözüm
( )[ ]
( )

22
25

cosh

cosh −

∞

∞ ==
−

=
−

−
m

kA

hp
n

nL

xLn

TT

TT

B

En büyük oransal hata %6 mertebesindedir. 

Sayısal çözümlemede kullanılan ağ kaba olup bu hata doğaldır. 
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Daimi 1-B Yayınım Denklemi İçin SHY

Çözüm sonucu Çözüm 10 hücre ile tekrarlanırsa

-0.09-0.0221.1121.130.9510

-0.37-0.0821.3921.470.859

-0.13-0.0322.0322.060.758

-0.08-0.0223.1923.210.657

0.030.0125.1725.160.556

0.210.0628.4628.400.455

0.530.1833.9233.740.354

0.930.4042.9342.530.253

1.470.8557.7956.940.152

2.081.7282.3180.590.051

Yüzde 
hata

FarkAnalitik 
sonuç

Sonlu 
hacim 
sonucu

x(m)Nokta
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2-B Yayınım Problemleri İçin SHY

1-B halde denklemlerin ayrıklaştırılması
için kullanılan yöntem kolaylıkla 2-B 
problemler için de genişletilebilir.

0=+








∂

φ∂
Γ

∂

∂
+








∂

φ∂
Γ

∂

∂
S

yyxx

Daimi 2-B yayınım denklemi

 

N 

W E 

S 

n 

w 

s 

e 

∆∆∆∆x 

∆∆∆∆y 
P 

0=+








∂

φ∂
Γ

∂

∂
+









∂

φ∂
Γ

∂

∂
∫∫∫∫∫∫
∆

φ

∆∆ VVV

dVSdydx
yy

dydx
xx

Kontrol hacmi içerisinde integre edilerek

Sınır yüzeylerinin alanları Ae=Aw=∆y ve  An=As=∆x olup ayrıklaştırma sonucu 

0
_

=∆+




















∂

φ∂
Γ−









∂

φ∂
Γ+

















∂

φ∂
Γ−









∂

φ∂
Γ VS

y
A

y
A

x
A

x
A

s

ss

n

nn

w

ww

e

ee
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2-B Yayınım Problemleri İçin SHY

Batı yüzeyinden geçen akı
 N 

W E 

S 

n 

w 

s 

e 

∆∆∆∆x 

∆∆∆∆y 
P 










δ

φ−φ
Γ=

∂

φ∂
Γ

WP

WP
ww

w

ww
x

A
x

A

Doğu yüzeyinden geçen akı 








δ

φ−φ
Γ=

∂

φ∂
Γ

PE

PE
ee

e

ee
x

A
x

A

Güney yüzeyinden geçen akı 








δ

φ−φ
Γ=

∂

φ∂
Γ

SP

SP
ss

s

ss
y

A
y

A

Kuzey yüzeyinden geçen akı 








δ

φ−φ
Γ=

∂

φ∂
Γ

PN

PN
nn

n

nn
y

A
y

A

Denklemde 
yerleştirilerek

0
_

=∆+








δ

φ−φ
Γ−









δ

φ−φ
Γ+









δ

φ−φ
Γ−









δ

φ−φ
Γ VS

y
A

y
A

x
A

x
A

SP

SP
ss

PN

PN
nn

WP

WP
ww

PE

PE
ee

Kaynak terimi için lineer dağılım φ+=∆ Pu SSVS
_

uNNSSEEWWPP Saaaaa =φ+φ+φ+φ+φ

( )PNSEWP

PN

nn
N

SP

ss
S

PE

ee
E

WP

ww
W

Saaaaa

y

A
a

y

A
a

x

A
a

x

A
a

++++−=

δ

Γ
−=

δ

Γ
−=

δ

Γ
−=

δ

Γ
−=

,

,
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2-B Yayınım Problemleri İçin SHY

Örnek problem

Dikdörtgensel dik-kesitli sonsuz uzun bir 
çubuk içerisindeki ısı iletimi problemini 
hücre merkezli sonlu hacimler yöntemiyle 
sayısal olarak inceleyiniz. Bu amaçla 
genel bir yazılım geliştiriniz. Öyle ki levha 
kenarlarında sınır koşulu olarak 

“sıcaklık” veya “ısı akısı“

cinsinden koşullar seçilebilsin.

 

Lx 

Ly 

1
TT =   veya  1

/ qyT =∂∂  

3TT =   veya  3/ qyT =∂∂  

2
TT =  

  veya 

2/ qyT =∂∂  

4TT =  
  veya 

4/ qyT =∂∂  

Kaynak terimi olmayıp

0=








∂

∂

∂

∂
+








∂

∂

∂

∂

y

T
k

yx

T
k

x

Sınır koşulları

Alt duvarda 11 / qyTveyaTT =∂∂=

Sağ duvarda 22 / qyTveyaTT =∂∂=

Üst duvarda 33 / qyTveyaTT =∂∂=

Sol duvarda 44 / qyTveyaTT =∂∂=
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2-B Yayınım Problemleri İçin SHY Örnek problem

K0,0

Pi,j

P1,1

P1,2

P1,NJ

P2,1

Pi+1,jPi-1,j

Pi,j+1

Pi,j-1

PNI,NJ

PNI,1

Ly

Lx

K1,0 Ki,0Ki-1,0

K0,1

K0,j

K0,j-1

K0,NJ

KNI,0

KNI,NJ

Ki,j

Ki,j-1

Ki-1,j

Ki-1,j-1
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2-B Yayınım Problemleri İçin SHY

Örnek problem

Denklem bir (i,j) hücresi 
içerisinde integre edilerek

0

,,

=








∂

∂

∂

∂
+









∂

∂

∂

∂
∫∫∫∫∫∫
∆∆ jiji VV

dV
y

T
k

y
dV

x

T
k

x

Diverjans teoremi uygulanarak 0

,,

=
∂

∂
+

∂

∂
∫∫∫∫

∆∆ jiji AA

dx
y

T
kdy

x

T
k

( ) ( ) ( ) ( ) 0=




















∂

∂
∆−









∂

∂
∆+

















∂

∂
∆−









∂

∂
∆

s

s

n

n

w

w

e

e
y

T
xk

y

T
xk

x

T
yk

x

T
yk

Hücre duvarları üzerinde integraller hesaplanarak
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2-B Yayınım Problemleri İçin SHY

Örnek problem İç hücreler için ayrıklaştırma

( )

( )

( )

( ) 








∆

−
∆=









∂

∂
∆










∆

−
∆=









∂

∂
∆










∆

−
∆=









∂

∂
∆










∆

−
∆=









∂

∂
∆

−

+

−

+

y

TT
xk

y

T
xk

y

TT
xk

y

T
xk

x

TT
yk

x

T
yk

x

TT
yk

x

T
yk

jiji

s

s

jiji

n

n

jiji

w

w

jiji

e

e

1,,

,1,

,1,

,,1

Pi,j
Pi+1,jPi-1,j

Pi,j+1

Pi,j-1

Ki,j

Ki,j-1

Ki-1,j

Ki-1,j-1

Denklemde yerleştirilip sıcaklıklara göre düzenlenerek  

1,1,,1,1, +−+− +++= jiNjiSjiEjiWjiP TaTaTaTaTa

NSEWPNSEW aaaaa
y

x
ka

y

x
ka

x

y
ka

x

y
ka +++=

∆

∆
=

∆

∆
=

∆

∆
=

∆

∆
= ,,,,
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2-B Yayınım Problemleri İçin SHY

Örnek problem Batı sınırındaki hücreler için ayrıklaştırma

wjNjSjEjP STaTaTaTa ++++= +− 1,11,1,2,1 0

T1,j T2,j

T1,j+1

T1,j-1

K0,j

K0,j-1
K1,j-1

K1,j

Tw veya qw

Batı kenarındaki sınır şartının sabit sıcaklık 
değeri olarak Tw ile verilmesi halinde sınır 
hücresinin batı duvarında akı

( ) 










∆

−
∆=









∂

∂
∆

2

1

/

,

x

TT
yk

x

T
yk

wj

w

w

Denklemde yerleştirilip sıcaklıklara göre 
düzenlenerek  

wwNSEW T
x

yk
S

y

x
ka

y

x
ka

x

y
kaa

∆

∆
=

∆

∆
=

∆

∆
=

∆

∆
==

2
,,,,0

x

yk
SSaaaaa pwpwNSEWP

∆

∆
=++++=

2
,
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2-B Yayınım Problemleri İçin SHY

Örnek problem Batı sınırındaki hücreler için ayrıklaştırma

wjNjSjEjP STaTaTaTa ++++= +− 1,11,1,2,1 0

T1,j T2,j

T1,j+1

T1,j-1

K0,j

K0,j-1
K1,j-1

K1,j

Tw veya qw

Batı kenarındaki sınır şartının ısı akısı
cinsinden qw ile verilmesi halinde sınır 
hücresinin batı duvarında akı

( ) w

w

w q
x

T
yk −=









∂

∂
∆

Denklemde yerleştirilip sıcaklıklara göre 
düzenlenerek  

wwNSEW qS
y

x
ka

y

x
ka

x

y
kaa =

∆

∆
=

∆

∆
=

∆

∆
== ,,,,0

NSEWP aaaaa +++=
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2-B Yayınım Problemleri İçin SHY

Örnek problem Doğu sınırındaki hücreler için ayrıklaştırma

ejNINjNISjNIWjNIP STaTaTaTa ++++= +−− 1,1,,1, 0

Doğu kenarındaki sınır şartının sabit sıcaklık 
değeri olarak Te ile verilmesi halinde sınır 
hücresinin doğu duvarında akı

( ) 








∆

−
∆=









∂

∂
∆

2/

,

x

TT
yk

x

T
yk

jNIe

e

e

Denklemde yerleştirilip sıcaklıklara göre 
düzenlenerek  

eeNSEW T
x

y
kS

y

x
ka

y

x
kaa

x

y
ka

∆

∆
=

∆

∆
=

∆

∆
==

∆

∆
= 2,,,0,

x

yk
SSaaaaa pepeNSEWP

∆

∆
=++++=

2
,

TNI,jTNI-1,j

TNI,j+1

TNI,j-1

KNI,j

KNI,j-1
KNI-1,j-1

KNI-1,j

Te veya qe
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2-B Yayınım Problemleri İçin SHY

Örnek problem Doğu sınırındaki hücreler için ayrıklaştırma

ejNINjNISjNIWjNIP STaTaTaTa ++++= +−− 1,1,,1, 0

( ) e

e

e q
x

T
yk =









∂

∂
∆

Denklemde yerleştirilip sıcaklıklara göre 
düzenlenerek  

eeNSEW qS
y

x
ka

y

x
kaa

x

y
ka =

∆

∆
=

∆

∆
==

∆

∆
= ,,,0,

NSEWP aaaaa +++=

TNI,jTNI-1,j

TNI,j+1

TNI,j-1

KNI,j

KNI,j-1
KNI-1,j-1

KNI-1,j

Te veya qe

Doğu kenarındaki sınır şartının ısı akısı
cinsinden qe ile verilmesi halinde sınır 
hücresinin doğu duvarında akı
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2-B Yayınım Problemleri İçin SHY

Örnek problem Güney sınırındaki hücreler için ayrıklaştırma

siNiEiWiP STaTaTaTa ++++= +− 2,1,11,11, 0

Güney kenarındaki sınır şartının sabit 
sıcaklık değeri olarak Ts ile verilmesi halinde 
sınır hücresinin güney duvarında akı

( )
2/

1

y

TT
xk

y

T
xk si

n

n
∆

−
∆=









∂

∂
∆

Denklemde yerleştirilip sıcaklıklara göre 
düzenlenerek  
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2-B Yayınım Problemleri İçin SHY

Örnek problem Güney sınırındaki hücreler için ayrıklaştırma

siNiEiWiP STaTaTaTa ++++= +− 2,1,11,11, 0

Güney kenarındaki sınır şartının ısı akısı
cinsinden qs ile verilmesi halinde sınır 
hücresinin güney duvarında akı
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T
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Denklemde yerleştirilip sıcaklıklara göre 
düzenlenerek  
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2-B Yayınım Problemleri İçin SHY

Örnek problem Kuzey sınırındaki hücreler için ayrıklaştırma

nNJiSNJiENJiWNJiP STaTaTaTa ++++= −+− 01,,1,1,

Kuzey kenarındaki sınır şartının sabit sıcaklık 
değeri olarak Tn ile verilmesi halinde sınır 
hücresinin kuzey duvarında akı
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Denklemde yerleştirilip sıcaklıklara göre 
düzenlenerek  
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2-B Yayınım Problemleri İçin SHY

Örnek problem Kuzey sınırındaki hücreler için ayrıklaştırma

nNJiSNJiENJiWNJiP STaTaTaTa ++++= −+− 01,,1,1,

Kuzey kenarındaki sınır şartının ısı akısı
cinsinden qn ile verilmesi halinde sınır 
hücresinin kuzey duvarında akı
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Denklemde yerleştirilip sıcaklıklara göre 
düzenlenerek  
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2-B Yayınım Problemleri İçin SHY

Örnek problem

Formüllerin genelleştirilmesi

STaTaTaTaTa jiNjiSjiEjiWjiP ++++= +−+− 1,1,,1,1,

Ayrıklaştırılmış denklemler bütün hücreler için genel bir biçimde yazılarak 

pNSEWP Saaaaa ++++=Bütün hücreler için
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2-B Yayınım Problemleri İçin SHY

Örnek problem

Batı sınır hücrelerinde { }1=i
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2-B Yayınım Problemleri İçin SHY

Örnek problem

Doğu sınır hücrelerinde { }NIi =
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2-B Yayınım Problemleri İçin SHY

Örnek problem

Güney sınır hücrelerinde { }1=j
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2-B Yayınım Problemleri İçin SHY

Örnek problem
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2-B Yayınım Problemleri İçin SHY

Örnek uygulama

1

1. çizgi

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

12

∆x

∆y

0.3m

0.4m

2. çizgi

3. çizgiĐzole 
duvar

Đzole 
duvar

T=100°K

q=500kW/m/K

Şekilde gösterilen 1 cm kalınlığındaki 
levha malzemesinin ısıl iletkenlik katsayısı
k=1000W/m/K dır.

Levhanın sol kenarında daimi ve 
500kW/m² büyüklüğünde bir ısı akısı
vardır.

Alt ve sağ kenarları izole edilmiştir.

Üst kenarında sıcaklık sabit ve 100°C dir.

Levhanın ön ve arka yüzeylerinin izole 
edilmiş olduğunu ve ısı transferi olayının 
2-boyutlu olduğunu kabul ederek levha 
üzerindeki sıcaklıkları hesaplayınız.

∆x=∆y=0.1m olmak üzere üniform bir ağ
yapısı kullanınız.
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2-B Yayınım Problemleri İçin SHY

Örnek uygulama

Yukarıda özetlenen formüller uygulanarak katsayılar hesaplanırsa 

20004001010012

030010101011

030010101010

0200100109

20005010101008

040101010107

040101010106

03010100105

2500401001004

5003010010103

5003010010102

500201000101

SaPaEaWaSaNNokta
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2-B Yayınım Problemleri İçin SHY

Örnek uygulama

Herhangi bir (i,j) hücresi için 
yazılan sonlu hacim denklemi

STaTaTaTaTa jiNjiSjiEjiWjiP ++++= +−+− 1,1,,1,1,

Denklemin çözümünü daha önce sonlu fark problemleri için uygulanan tekniklerden 
biri ile elde etmek mümkündür. Örneğin denklem

STaTaTaTaTa jiEjiWjiNjiPjiS ++=−+− +−+− ,1,11,,1,

şeklinde düzenlenerek sütunlar doğrultusunda bir kapalı formülasyonla çözüm yoluna 
gidilebilir. Bu şekilde yapılan bir iteratif çözümde ilk iterasyon adımı ve 37nci iterasyon
adımı sonucu elde edilen çözümler aşağıda sunulmuştur.

NJj ,...,2,1=

212.1222.7260.032.7927.3852.13

196.5211.1242.238.2130.0354.26

166.2178.1205.651.8238.4760.65

124.0129.7146.378.7663.2377.66
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3-B Yayınım Problemleri İçin SHY

Daimi 3-B yayınım denklemi

Kontrol hacmi içerisinde integre edilerek

olmak üzere ayrıklaştırılarak 
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3-B Yayınım Problemleri İçin SHY

Daimi 3-B yayınım denklemi

Kontrol hacmi içerisinde integre edilerek

olmak üzere ayrıklaştırılarak 
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3-B Yayınım Problemleri İçin SHY

Türevler lineer yaklaşımla hesaplanarak 
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Yayınım Problemleri - Özet

Standart denklem unbnbPP Saa =φ+φ ∑

3B

2B

1B

ATABANASAEaW

WP

ww

x

A

δ

Γ
−

PE

ee

x

A

δ

Γ
−

WP

ww

x

A

δ

Γ
−

PE

ee

x

A

δ

Γ
−

SP

ss

y

A

δ

Γ
−

PN

nn

y

A

δ

Γ
−

WP

ww

x

A

δ

Γ
−

PE

ee

x

A

δ

Γ
−

SP

ss

y

A

δ

Γ
−

PN

nn

y

A

δ

Γ
−

BP

bb

z

A

δ

Γ
−

PT

tt

z

A

δ

Γ
−

pnbP Saa +=∑ PPu SSVS φ+=∆
_



29

UCK348 Mühendislikte Bilgisayar 

Uygulamaları Ders notları, M. Adil 
Yükselen

57

Yayınım Problemleri - Özet
Sınır koşulları

- Sınır tarafındaki katsayı sıfıra eşitlenerek, ve

- sınırdan geçen akı da tam veya lineer yaklaşımla bulunmuş
haliyle  Su veya Sp ilave kaynak terimlerinde yerleştirilerek

uygulanacaktır. 

Genişliği ∆ζ ve sınır yüzeyi B olan bir-boyutlu bir kontrol hacmi için 

Kaynak katkısı Sabit φB değeri için : 
ζ∆

−=φ
ζ∆

= BB
pB

BB
u

Ak
S

Ak
S

22

Sabit qB akısı için : BPpu qSS =φ+

Sınır tarafındaki katsayı : 0=Ba


