Ek 2-1
SONLU FARK FORMULASYONLARI

Kismi diferansiyel denklemlerde yer alan tirevlerin bilgisayarda sayisal hesabi icin yaklasik
formda yazilmasi gerekir. Bu tip ayriklastirma islemlerine genel olarak sonlu fark formulasyonu
ad verilir.

Sonlu fark formulasyonlari cogu zaman Taylor seri acilimina dayanilarak yapilir. Bunun yaninda
polinomlar yardimiyla da ayriklastirma yapilabilir.

Taylor seri acilimi ve Birinci tiirev icin yaklasimlar

Bir f(x) fonksiyonunun (x+4x) noktasindaki dederi Taylor seri acilimi ile

of (4Ax)? 3%f (4x)® o°f
f(x+A4x)=Ff(x)+(Ax)—+ + +
( )=10)+( )ax 2! ox? 3 ox®

< (ax) O"F (Ek5.1)
X
=f(x)+
(x) 2 YR
seklinde yazilabilir. Buradan birinci tlirev cekilirse;
I _SerA)-f(0) (M) Sf (A0S (EK5.2)
= > T .
ox Ax 2! ox 3 ox
veya
(Ax) 8%f  (4Ax)? &°f
O(4Ax) =— - — e Ek5.3
(4%) 2! ox?2 3 ox* ( )
hata terimi olmak Gzere kisaca,
P _JEFA) S | oA (EK5.4)

Oox Ax

yazilabilir. Bu ifade f buyUklGgunin x ‘e gére birinci tlrevi igin yapilmis birinci dereceden bir
yaklasimdir. Indissel formda

of| f. —f
| =T O(Ax .
oxl, V. (4x) (EK5.5)

seklinde gosterilir ve tlrev icin birinci mertebeden ileri fark formdlasyonu olarak adlandirilir.
Adim uzunlugu azaltildikca bu yaklasik formdilin gercek tiireve o kadar yakin olacagi aciktir.

Taylor acilimi,

2 2 3 3
g, @) 0f @) o0r, . (EKS.6)
ox 2! oOx 31 ox

S x=Ax) = f(x) = (Ax)
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seklinde yazilarak benzeri islemlerle

I _fi- .ﬁ4
| e +0(Ax) (Ek5.7)

seklinde birinci mertebeden geri fark formlilasyonu, veya (Ek5.1) ve (Ek5.6) Taylor acilimlari
birbirinden cikartilarak

(Ax)? &3f
f(x+Ax)—f(x— Ax 2Ax— 2 S Ek5.8
( )=1( )= ox 3 ox° ( :
benzeri islemler sonucu
— ==L 1+ O(4x Ek5.9
OX|; 2Ax (4) ( )

seklinde merkezi fark formiilasyonu elde edilebilir. Bu formulasyonun ikinci mertebeden oldugu
dikkati cekmektedir.

Birinci tlrev icin yazilan formilasyonlarda hangi ag noktalarinin kullanildigi asadidaki sekilde
gosterilmektedir.

Ay f(x) \) B4
— Ax) Jx) St Ax)
\f(x+ oy
- P foeag 2 TV
> X > X > X
X x+Ax x-Ax X x-Ax x x+Ax
a) Ileri fark b) Geri fark ¢) Merkezi fark
Ikinci tiirev icin formiilasyon
Taylor serisinin (x+24x) ve (x-24x) noktalarindaki acilimlari
(2AX) o%f (2Ax)3 o3f
f(x+24x)=f(x)+(24x +orernns Ek5.10
( )=100+( ) 21 %% 3l ox ( )
F(X - 24x) = F(x) (2Ax) S(2)° O (24%)° O°F (EK5.11)
2l ox? 3 ax® T '
seklinde yazilabilir. (Ek5.1) esitligi 2 ile carpip (Ek5.10) denkleminden cgikartilirsa;
f(x+2Ax)-2f(x+Ax) = f(x)+(Ax)28 f+(Ax)3a S oo (Ek5.12)

ve buradan ikinci tirev gekilirse,
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0%f  f(x+24x)-2f(x + Ax)+f(x)

X’ (x)? +0(4x) (EK5.13)

elde edilir. Bu baginti indissel formda yazilarak ikinci tiirevin

i+1

ox?|. (Ax)?

I

0| f,—2f, +f,
= +

O(4x) (EK5.14)

seklinde ileri fark formdli elde edilir. Benzeri islemler (Ek5.1) ve (Ek5.11) seri acilimlar
arasinda yapilirsa ikinci tirevin geri fark formuli

O%F| _f—2f+f,
ox?| (Mx)?

1

+0(ax) (EK5.15)

seklinde ve (Ek5.1) ve (Ek5.2) badintilari birbiriyle toplanarak benzeri islemler sonucu ikinci
tirevin merkezi fark formdili

O*F| _ fu =2 +f
ox?|, (Ax)?

+0(ax)? (EK5.16)

seklinde elde edilir.

Sonlu fark denklemi

Bir kismi diferansiyel denklemde yer alan bltin tlrevler yukarda gosterilen ydntemlerle
ayriklastirilarak denklemin tamami ayrik formda yazilir ve sayisal g6zimu bu sekilde arastirilir.

Ornek olarak bir f=f(t, x, y) bagimh degiskenine ait

2 2
Z—'Z:a(;—bg—g (EK5.17)

denklemini ayriklastiralim. Zamana goére tirevin sonlu fark agiliminda n Ust-indisi, konuma
gore tldrevlerin sonlu fark acilimlarinda da x yéninde /i alt-indisi ve y yéninde de j alt-indisi
kullanalim. t aninda f fonksiyonunun batin x, y konumlarindaki dederleri bilinsin. Buna gére
zamana gore tilrevin ileri farkla hesaplanmasi uygun olur:

of fi,}”_finj
— = 1+ 0(at Ek5.18
T, T, (At) ( )

Konuma gore tlrevlerin t, aninda veya t,.; aninda ayriklastiriimasina gore iki farkh sonlu fark
denklemi elde edilebilir. t, aninda ayriklastirilma yapilirsa

2 froo—2f" +f". .
5 f_ T ( ”32 "1y 0(ax)? (EK5.19)
X AX

2 fn — 26" +f)
ji: i L UL O(Ay)? (EK5.20)
y y

Bdylece (Ek5.17) denkleminin sonlu fark formilasyonu
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n+1 n n n n n n n
i —f g {fm,/‘ =217 + 12 N fiiq =21 +fi,j1:|

At (Ax)? (ay) (Ek5.21)
rolat, (4x)? , (ay)]
sekline gelir. t,+; aninda ayriklastiriima yapildigi taktirde ise
+1 +1 +1 +1 +1 +1 +1
o = £ g fia; =267 + £l N fia =265 + 15
At (ax)? (ay) (Ek5.22)

+O[At (ax)?, (Ay)z]
elde edilir.

Bu iki formilasyon arasindaki temel farkhlik elde edilen ayriklastiriimis denklemlerdeki
bilinmeyen sayisidir. (Ek5.21) denkleminde bir tek bilinmeyen var iken, (Ek5.22) denkleminde
5 bilinmeyen vardir.

(Ek5.21) denklemi bitin ag noktalarinda kolaylikla hesaplanir ve bu formilasyona "acik
(explicit) formdiilasyon" adi verilir.

Buna karsilik (Ek5.22) denkleminin her bir ag noktasinda bagimsiz olarak ¢6zUmid mimkin
degildir. BUtin ag noktalarinda yazildiktan sonra elde edilen denklem sisteminin es zamanl
olarak c¢ozilmesi gerekir. Bu nedenle bu formulasyona "kapali (explicit) formdilasyon" adi
verilir.
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