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BOLUM 2

EGRI UYDURMA VE INTERPOLASYON

2.1 Giris

Bir fonksiyonun x;(i=0,1,...N) noktalarinda bilinen f;(i=0,1,...N) dederlerinden hareketle

herhangi bir x ara noktasinda bilinmeyen f (x) ara dederinin bulunmasi anlamina gelen
interpolasyon teknikleri ayni zamanda sayisal tirev ve integrasyon, adi ve kismi tlrevli
diferansiyel denklemlerin sayisal ¢6zimi gibi baska sayisal yéntemlerin de esasini teskil eder.

y fo f, f —
1 f f(x) fer
L] J fr- fi
. * * ® o ¢ N-1 N
1 ! 1 | 1 4 4
I 1 1 | 1 1 1
I 1 1 I 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1
1 ! 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1
1 ! ! 1 1 1 1
I 1 1 1 1 1 1
I 1 1 1 1 1 1
1 ! 1 1 1 1 1
1 : : 1 1 1 1
: I I : : ! ! X
Xo X1 Xj-1 Xj X X XN-1 XN

Interpolasyon yéntemleri genellikle mevcut (x;,f) veri noktalarina egri veya egriler
uydurulmasi yoluyla uygulanir. Bu amagla kullanilan fonksiyonlara interpolasyon fonksiyonlari
denir.

Interpolasyon fonksiyonu olarak codu zaman cesitli mertebeden polinomlar kullanilir. Ancak
bazi hallerde logaritmik, eksponansiyel, hiperbolik gibi daha 6zel fonksiyonlar, periyodik veri
dederleri igin trigonometrik fonksiyonlar kullanilabilir.

Veri noktalar esit aralikh olarak dadilmissa sonlu fark esasli interpolasyon yontemleri, esit
aralikll degilse dogrusal interpolasyon, Lagrange interpolasyonu vb yéntemler daha uygun olur.

Bu boliumde edri uydurma ve interpolasyon igin kullanilan teknikler genel olarak tanitilacaktir.

2.2 Interpolasyon polinomlar

Diizlemde N+1 adet noktadan N ‘inci dereceden bir polinom gecirmek mimkiindir. Ornedin

Xy =3.2 x, =27 x,=1.0 x; =48 x, =56
B, , P , P, , P , P, ,
Jo =220 f, =178 |, =142 f; =383 f, =517

noktalarini dikkate alalim. Bu noktalarin ilk dordinden
f(x)=a,+ax+a,x’ +a,x’

seklinde Uglinci dereceden bir polinom (kibik) gecirmek mimkindir. Herbir noktanin
koordinatlari bu denklemi saglayacagi icin
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Bo6lUm 2- Egri uydurma ve interpolasyon 2-2

a,+(3.2)a,+(3.2Ya, +(3.2)a, = 22.0
a,+(2.7)a, +(2.7Va, +(2.7Y a, = 17.8
a, +(1.0)a, +(1.0Y a, +(1.0Y a, = 14.2
a,+(4.8)a, +(4.8)Va, +(4.8)'a, =383

seklinde dort denklem elde edilir. Bu lineer denklem takimi matris formda

3.2 10.24 32.768 |(a,) (22.0
2.7 729 19.683 ||a,| |17.8

1.0 1.00 1.000 ||a, 14.2
4.8 23.04 110.592||a, 38.3

NN N~

seklinde dlizenlenip, 6rnedin Gauss-eliminasyon yontemiyle ¢ozlllrse kibik katsayilari
a,=24.3499; a,=-16.1177; a,=6.4952; a,=—-0.5275

olarak bulunur. Yani interpolasyon fonksiyonu
f(x)=24.3496 —16.1176x + 6.4952x° —0.5275x°

seklindedir. Buna gore 6rnedin x=3.0 noktasindaki ara deder icin y=20.212 elde edilir. Veri
dederlerinin ilk dordu yerine son dérdanin kullaniimasi halinde ayni noktadaki ara deder
muhtemelen bir miktar farkl elde edilecektir.

Dogrusal interpolasyon

Bir grup noktadan bir polinom gecirerek interpolasyon yapmak icin yukarida oldugu gibi bir
lineer denklem takimi ¢ézmek yerine, elde edilen formdilleri, uygun dizenlemeler yaparak
dogrudan interpolasyon yapmaya uygun bir bigime sokmak mumkuinddr.

Ornedin (xo,fy) ve (x3,f;) gibi iki noktadan

_—

f(x)=a,+a,x

seklinde bir dogru gecirerek yukaridaki yonteme gore
interpolasyon yapmak istenirse, nokta koordinatlari
dogru denklemini saglayacadi icin

Jo=a,+a;x,

fr=a,+a;x,

gibi iki denklem elde edilir. Bu denklem sistemi fi X

¢Ozilerek katsayilar igin

Joxi = fi%o | J1=Jo

0 ; 1
X=X X —Xp

elde edilir. Boylece dogru denklemi

Jox1 — 1% +f1 - Jo X

X=X X=X

f(x) =
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BOlum 2- Egri uydurma ve interpolasyon 2-3

sekline gelir. Bu denklem f;, ve f; icin dlizenlenerek

‘f(x)ZLofoJrszz‘ L=, [ =2"%
Xo —X; X —Xp
seklinde de yazilabilir.
Lagrange polinomlari y
— f(x)

Sayet (xq,fo), (x1,f;) ve (x5,f>) gibi i noktadan ; '

f(x)=a,+ax+a,x’ E E
seklinde bir parabol gecirilerek interpolasyon E E E
yapllmak istenirse bu defa nokta koordinatlari : E |
yardimiyla E " i

Jo=ay+a;x, +a2x5 Xo X1 X2 X

_ 2
fi=a,+a;x, +a,x;

_ 2
fr=ay+a;x, +a,x;

denklem sistemi elde edilir ki bu denklem sisteminin ¢6zimu sonucunda katsayilar

a = fo(xle —xzxf)+f1(x2x5 —x0x§)+ fz(xoxf —xlx,f)
’ (xo X )(xo — X )(xz X
Sl =)+ 3 =i )+ £old - )
! (xo _XI)(X() X )(xz _xl)
fo(xz_xo)+f1(xo_x2)+fz(x1_xo)

(xo —x,)(xo _xz)(xz —x,)

612:

olarak bulunur. Bu durumda parabol denklemi f,, f; ve f; igin diizenlenerek yine

‘f(x):Lofo +L,/f +L2f2|

seklinde daha basit bir bigime sokulabilir. Buradaki L; buylkltkleri

L, = (x—xl)(x—xz) . L = (X—Xo)(X—xz) . L= (x—xo)(x—xl)

(xo—x1)(x0—x2)’ (x,—xo)(x,—xz)’ (xz—xo)(xz—x,)

seklinde olup bu bulytkliklere Lagrange polinomlari adi verilmektedir.

Bu iki 6rnekten hareketle daha yiksek dereceden egriler igin

f(x)= szfk
k=0

seklinde bir genellestirme yapmak muUmkindir. Buradaki Lagrange polinomu da yukaridaki
Oorneklere bakilarak
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Bo6lUm 2- Egri uydurma ve interpolasyon 2-4

seklinde yazilabilir.
Ornek:

Bir f(x) fonksiyonunun x=0,1,2 noktalarindaki dederleri sirasiyla f=1,2,4 olarak verilmis olsun.
N=2 alinmasi halinde Lagrange fonksiyonlari

_(x—])(x—Z)‘ I _(x—O)(x—Z)‘ I _(x—O)(x—])

" (0-1)0-2)’ "1-0)1-2)" 2 (2-0)2-1)

olarak hesaplanabilir. Bu durumda interpolasyon fonksiyonu

(x = 1I)Nx-2) (x —0)x - 2) (x —0)x 1)
f(x)= > x 1+ Ci x 2+ 5 x 4

seklinde olup, bu fonksiyon x icin dizenlenirse
1, 1
=—x"+—x+1
f(x) Zx 2x
sekline getirilebilir. Ayni fonksiyonu N=2 inci dereceden polinomu
f(x)=a,+ax+a,x’

seklinde tanimlayip, veri noktalar yardimiyla yazilacak

l=a,+a,0+a,0
2=a,+a,l+a,l
4=a,+a,2+a,4

lineer denklem takimini ¢ézerek de elde etmek mimkuindir.

Uyari

Bir veri dadilimina uydurulan edriler, vyani nterpolasyon

kullanilan interpolasyon fonksiyonlari genellikle A fonksiyonu f3
veri noktalarini Ureten gergek fonksiyondan fo ===
farkhdir. Bu bakimdan interpolasyon

fonksiyonunun isabetli secilmesi son derece f,

onemlidir.

n v, . .. . . fonksiyon
Ornegin interpolasyon icin yukarida izah edilen

polinomik yaklasimlar kullanildigi taktirde i
polinomun derecesi geredinden kiglk secilirse !
interpolasyon dederinde hata olusur. Polinomun :
dederi geredinden blyUk secilirse interpolasyon X1 X2 X3 X
fonsiyonunda umulmadik ve gergek fonksiyonda

bulunmayan dalgalanmalar ortaya cikar.

Interpolasyon degeri yine hatali elde edilir.

\4
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BOlum 2- Egri uydurma ve interpolasyon 2-5

Neville Yontemi (Aitken yontemi)

Neville yéntemi Lagrange yonteminin kapal formda farkli bir uygulamasi olup, Lagrange
yonteminin zaaflarini gidermesi beklenen bir yontemdir.

Bu yontemde interpolasyon dederi, polinomun derecesi ardarda arttirilarak hesaplanir.
Polinomun dederi her arttirldiginda elde edilen interpolasyon degerinin bir 6nceki degerle
yakinsayip yakinsamadigi kontrol edilir.

Yontemin iyi anlasilabilmesi igin bir 6rnek olmak lzere (x,, x;, x2) gibi Gg veri noktasinda bir
fonksiyonun dederlerinin sirasiyla (f,, fi, f>) olarak verildigini varsayalim.

Sayet ilk iki nokta arasinda dogrusal interpolasyon yapilirsa Lagrange formali

seklinde yazilabilir. Dogrusal interpolasyon son iki nokta arasinda yapilirsa Lagrange formulu
icin bu kez

elde edilir.

Uc nokta arasindan parabolik bir edri gecirilerek interpolasyon yapilirsa Lagrange formdilii

(x—xl)(x—xz) " (x—xo)(x—xg) + (x—xo)(x—x,)

/(= (xo —X1)(xo —xz)fo (x1 —xo)(x1 —Xz)fl (xz —xo)(x2 _xl)fz

seklinde yazilabilir. Bu formuldeki ikinci terimin katsayisi

(x—x)(x-x) _ (x=x)(x-x) (x-x) (x—x)(x-x,) (x,—x,)

(x1_xo)(x1_x2) ('xl_x())(xl_'x2) (x()_xz) (x()_xz) (xz_xo)(xI_xz)

_(x—x,))(x—xz).{(x ! ! }

(x,—x,) )

1_x0) (xl_'x2)
_ (x-x)(x-x,) + (x—x,)(x-x,)

(xo _xz)(xl _xo) (xz _xo)(xl _xz)
seklinde dlizenlenerek Lagrange formuli

roo-zalion) | o)

S
X9 _xl)(x() _xz) ’ (xo _xz)(x1 —Xp

n (x—xo)(x—xz)

)fl (xz—x(,)(x,—xz ’ (x_XO)(x_xl)

3

X2 _xo)(xz —X;

)fz

sekline getirilebilir. Bu formulu

- ((;; = 3;22)) {((;; = ’;11)) fo+ ((xx] __’:)0)) f 1} +

(x—xo) (x—xz) "
(xz _xo)[()ﬁ _xz)fl (xz _XI)f2

seklinde dizenlemek mumkuindir. Burada késeli parantezlerin iginde yer alan terimlerin daha
onceki dogrusal interpolasyonla bulunan dederler oldugu dikkati cekmektedir. Buna gore:
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BOlum 2- Egri uydurma ve interpolasyon 2-6

Veri noktalarindaki fonksiyon degerleri

‘Poozfo; Py =11 onzfz‘

Ve ilk dogrusal interpolasyonla bulunan degerler

X X—Xx X—X xX—Xx

_ 1 0 _ 2 1
Fy = Fhy + Py P, = Py + Py,

Xo =X X; =X Xp—X; X, =X

seklinde yeniden isimlendirilirse parabolik yaklasim sonucu elde edilen son formul de kisaca

P()2: (x_XZ)P + (x_x())P

(x()—xz) " (xz_xo) !

seklinde dizenlenebilir. Bu ifade, acikga gortldigu gibi ilk dogrusal interpolasyonlarla bulunan
degerler arasinda yapilmis yeni bir dogrusal interpolasyondan ibarettir.

Sonug olarak, Neville yonteminin esasini dogrusal interpolasyon igin yazilmis Lagrange formulu
teskil etmektedir. Lagrange polinomunun derecesini arttirmak igin bir 6nceki derecede
bulunmus interpolasyon degerleri arasinda yeni bir dogrusal interpolasyon yapilimaktadir.

Ornek: X f(x)
Vandaki ) ctal q | 10.1 0.17537
andaki veri no ta_al_’l yardimiyla 222 0.37784

x=27.5 noktasindaki interpolasyon
dederi bulunmak istensin 2.0 0.52992
9 ' 41.6 0.66393
50.5 0.63608

Once noktalari interpolasyon noktasina olan uzakliklarina gére siralayalim:

i X-X; X f(x)

0 4.5 32.0 0.52992
1 5.3 22.2  0.37784
2 14.1  41.6  0.66393
3 174 101  0.17537
4 23.0 50.5 0.63608

Yukarida izah edildigi gibi ardisik dogrusal interpolasyonlar uygulayarak asagidaki gibi bir tablo
elde etmek mimkuindir:

-~

X-Xi Xi P; P; P, P; P,'4

4.5 32.0 0.52992 V 0.46009 V 0.46200 V 0.46174 V 0.45754
5.3 22.2 0.37784 V 0.45600 V 0.46071 V 0.47901

14.1 41.6 0.66393 V 0.44524 V 0.55843
17.4 10.1 0.17537 0.37329

23.0 50.5 0.63608

A WN~O

Burada en ustteki satir interpolasyon noktasinda cesitli derecelerden Lagrange formiilleriyle
elde edilecek interpolasyon degerlerini icermektedir. interpolasyon dederinin 3. dereceden bir
Langrange formiilasyonuna kadar belli bir dedere yakinsadigi, ancak doérdincli dereceden
Lagrange formulantn kullaniimasi halinde interpolasyon dederinde bir iraksama olustugu
dikkati cekmektedir. O halde bu interpolasyon noktasinda hesaplama icin 3. dereceden
yaklasimin yeterli oldugu anlasiimaktadir.
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Bo6lUm 2- Egri uydurma ve interpolasyon 2-7

Nitekim, aslinda bu Ornekte verilen dederler derece cinsinden acilara karsihk sinls
fonksiyonunun dederleri olup interpolasyon noktasi olan x=27.5 acisinda sinis fonksiyonunun
gercek dederi de sin(27.5°)=0.46175 dir.

2.3 Boliinmiis farklar
Lagrange ve Neville yéntemlerinin bazi olumsuz yanlar vardir:
- Islem sayisi cok fazladir (bazi baska yéntemlere kiyasla)

- Data setinde bir nokta ilavesi veya c¢ikartiimasi halinde bltin hesaplarin bastan
yenilenmesi gerekmektedir.

- Her bir interpolasyon noktasi icin benzeri hesaplarin tekrarlanmasi gerekmektedir.
Bolinmus fark tablolar bu olumsuzluklari gidermekte yararh olmaktadir.
(Xa,f0); (X1,f1); (X2,f2); (X3,13);...
seklinde bir data seti verilmis olsun. N ‘inci dereceden bir polinomun 6zel olarak
P,(x)=a, + (x—xo)a, + (x—xo)(x—xl)a2 +...+(x—xo)(x—xl)...(x—xN)aN
seklinde dizenlenmis oldugunu varsayalim. Buradaki a; katsayilari uygun segcildigi taktirde
yukaridaki batin data noktalari bu fonksiyonu saglayabilir. Iste bu katsayilar bolinmis fark

tablolan yardimiyla elde edilecektir.

Boliinmiis fark tablolari

Iki komsu nokta arasinda

f[xoaxj]:M; f[XI,XZ]ZM, f[xz’x3]:@’
X1 =X X, — X, X;— X,

seklinde tanimlanan islemler “birinci-dereceden bdlinmuis fark” olarak adlandinimaktadir.
Yliksek dereceden boélinmis farklar kiiglik-dereceden bélinmius farklar yardimiyla elde edilir.

STxp,x,1= flxg,x,]

Xy =Xy

Ornegin: Slxg,x,,x,]=

STx1 X550 X 1= f1X0, X 500 Xy ]

Xy —Xp

SIxp, % 500Xy ] =

Bu kavram sifirinci-derece igin fIx 1= 14 seklinde uygulanir.

Buna gore 6rnek bir bolinmUs fark tablosunu sembolik olarak asagidaki gibi olusturabiliriz:

Xi fi Xy, X1 1] Xy, Xiv1,Xi12] Xy Xi 1, Xi42, Xi43]
Xo fo fTxo,x1] fTxo,X1,X2] fTXo0,X1,X2,X3]

X1 f1 fTx1,x2] fTx1,X2,X3] X1, X2,X3,X4]

X2 f2 fTxz,x3] fTx2,X3,X4]

X3 f3 fTx3,%4]

X4 f4
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BOlum 2- Egri uydurma ve interpolasyon 2-8

Sayet ornek sayisal degerler kullanilirsa asagidaki gibi bir tablo elde edilebilir:

X; fi X, Xi1+1] Xy Xi42] Xy Xin3] Xy, Xi+3]
3.2 22.0 r 8.400 2.856 r -0.528 70.256
2.7 17.8 2.118 FZ.OIZ r 0.0865

1.0 14.2 ; 6.342 72.263

4.8 38.3 r 16.750

5.6 51.7

Polinom katsayilarinin bulunmasi

Yukarida 6zel olarak
PN(x)zao+(x—x0)a1+(x—x0)(x—x1)a2+...+(x—xo)(x—xl)...(x—xN)aN
seklinde dizenlenen N ‘inci dereceden polinomda x yerine sirasiyla veri noktalarinin Xx;

koordinatlari konuldugunda Pn(x;)=f; (i=0,1,...,N) esitligini saglamasi beklenmektedir. Buna
gobre

X=x,
X=X,

X=X,

X=Xy

= Py(x))=f,=q,
- PN(x,)zf,:aoJr(x,—xo)a]
- PN(xZ):fz=a0+(x2—x0)a1+(x2—xo)(xz—xj)az

= Py(xy)=fy =4 +(xN —xo)a, +"'+(XN _xo)(xN _xl)"'(xN _xN)aN

olup, buradaki ilk denklemden

a,):f(,zf[x(,]

ve bu deder kullanilarak ikinci denklemden

ZMZJ/[XO’XI]

X=Xy

f1=a0+(x1—x0)a1 - f1=f0+(x1—x0)a1 - |a,

bulunur. Bu degerler kullanilarak Gglinct denklem

=1 +(x2 _xo)%"‘(xz _xo)(xz _x1)a2
1 0

sekline gelir ki, bu denklemden a, gekilip gerekli dizenlemeler yapilirsa

f] _fo

Jo= 7o _(xz —x,))

a4, = X — Xy :(fz_fo)(x1_x0)_(x2_xo)(fz_fo)
’ (xz _xo)(xz —x,) (xz —xo)(x2 —x,)(x, _xo)
4 :(fz - it/ _fo)(XJ —x,})—(xz X X _xo)(f1 _fo)
’ (x2 _xo)(xz _xz)(xz _xo)
a, = (fz _f1)(x1 _x0)+(f1 _fo)(XJ _xo)_(xz _x1)(f1 _fo)_(x1 _xo)(f1 _fo)

_x1)(x1 _xo)

M.A. Yiikselen, HM504 Uygulamali Sayisal Yontemler Ders Notlari
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BOlum 2- Egri uydurma ve interpolasyon 2-9

fz _f1 _f] _fo
a. = (fz _fl)(x1 _xo)_(xz _x1)(f1 _fo): X =X XX :f[xzaxz]_f[xo’xz]
’ (x2 _xo)(xz _XJ)(XJ _xo) Xy =Xy X, =X

‘aZ =f[x0,x1,x2]‘

oldugu gorulir.

Diger katsayilar icin de benzeri islemleri yaparak

ai zhf[x0=x1=x25“->xi]

oldugunu goéstermek mimkilndir. Yani polinomun katsayilar bélinmis fark degerlerine esittir.

PN(x)=f[x(,]+(x—x(,)f[xo,x1]+(x—x(,)(x—xl)f[xo,xl,xz]-k

...+(x—xo)(x—xl)...(x—xN)f[xo,xl,xz,...,xN]

Ornek olmak Uizere yukaridaki sayisal béliinmiis fark tablosu kullanilirsa ticimci dereceden bir
polinom

Py (x)=22.0+8.400(x — 3.2)+ 2.856 (x = 3.2)(x = 2.7) = 0.528 (x = 3.2)(x = 2.7x — 1.0)

seklinde elde edilir. x=3 noktasi icin bu polinom yardimiyla interpolasyon yapilirsa

|Py(3.0)=20.2120)

dederi elde edilir.

Not: Ayni verilerle ayni nokta igin interpolasyon Lagrange yontemiyle veya Neville yontemiyle
yapllmis olsaydi yine ayni sonug¢ elde edilirdi. Bu durum sasirtici dedildir. Zira kullanilan
polinomlar aslinda ayni olmakla birlikte yéntemler arasinda sadece uygulama farkhligi s6z
konusudur.

Boliinmdus farklar yénteminin genel uygulamasi

Bolinmus farklar ydontemi ile genel bir uygulama yaparken yukaridaki formuilasyonun biraz
daha degistirilerek organize edilmesinde yarar vardir. Bu amacla n adet noktadan olusan

(Xo,f0); (X1,f1); .o ... s (X 1) 7 (K, Fiet) oo i (Xn, fn)
seklindeki bir veri seti icerisinden bir x noktasini icine alan m+1 adet noktayi dikkate alalim.
(X, 1); (Xivg,fiv1); (Xivz, Fiv2); (Xi3,Fi43) 7 (Xiwm, Fiem)

Bu noktalardan gecirilen m ‘inci dereceden bir polinom

P (x)=a, +(x—xi)a, +(x—xl.)(x—xi+,)a2 +...+(x—xl.)(x—x,.+,)...(x—xl.m)am

P, (x)=a, + i|: (x Xy )} a4

k
k=1 =0

J
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f;

. fy fi fur Faz F(X) Fams Fom f
1 ? L 4 ? ? ® ? L 4 n-1 n
1! ! 1 1 1 1 ? ?
1! ! ! 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 I 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 ! ! 1 1 1 1 1 1
1 ! ! 1 1 1 1 1 1
! 1 1 1 1 1 1 1
! 1 1 1 1 1 | 1
] 1 1 1 1 1 1 1 1
! 1 1 1 1 1 1 1
1 : : : 1 1 1 1 1
: 1 1 1 : : : ! .
Xo Xy Xi X1 Xiez X Xjmer Xiem Xn1  Xp

seklinde dizenlendidi taktirde buradaki a, katsayilarinin bélinmis farklara esit olacagi 6nceki
paragrafta gdsterilmistir. Buna goére fonksiyon

m k
Pm (x) = a() + Z|:H(x _xi+j ):| ](ik [xi’xi+1’xi+2"“’xi+k]

k=1| j=0

seklinde yazilabilir. Burada fix buyukligiu bolinmius farki belirtmekte olup, k indisi boélinmis
farkin hangi mertebeden oldugunu, i indisi ise bolunmis farklarin hangi veri noktasindan
itibaren hesaplanmis oldugunu ifade etmektedir.

Uygulamada interpolasyon polinomunun derecesi en fazla veri setindeki nokta sayisindan bir
kliciik (m=n) olabilir.

m < n olmak Uzere yapilan bir uygulama sirasinda x interpolasyon noktasinin normal olarak
X; < X < Xj+m arasinda olmasi gerekir. Ancak interpolasyon icin kullanilacak noktalarin mimkin
mertebe interpolasyon noktasi noktalarin orta bélgesinde kalacak bigimde segilmesi uygun olur.
Ancak bir veri setinin baslangig ve bitim bdlgelerinde buna imkan yoktur. Bu bakimdan bastan
itibaren ileriye veya sondan itibaren geriye dodgru yeteri sayida noktanin, x interpolasyon
noktas! arada olacak bigimde segilmesi yeterli olur.

Ornek olmak UGzere sekildeki 6 noktali veri setinde kiibik bir polinomla yapilacak
interpolasyonlar icin interpolasyonda kullanilacak noktalarin veri setinin baslangic bélgesinde
nasil segilebilecedi hakkinda fikir verilmektedir.

f.

fo f f3 f. fs fo f f3 f4 5
1 f2 1 f2

Xo X Xq X2 X3 X4 X5 Xo X; X X2 X3 X4 X5

f f.

fo ¢ o fa , fo ¢ fo 1y y
1 f2 1 f2

Xo X1 X2 X X3 Xy X5 Xo X1 X2 X3 X Xq4 X X5

Buna goére x ile x; ve x; ile x, noktalar arasindaki bitin noktalarda yapilacak interpolasyonlar
icin ilk dort noktanin alinmasi mimkin iken, x, ve x3; noktalar arasindaki bdlgede yapilacak
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interpolasyonlar igin bu noktalarin solunda ve saginda yer alan daha yakin noktalarin, yani x;,
X>, X3 ve x4 noktalarinin alinmasi daha uygun olur. x3 ve x4 noktalar ile x; ve x5 noktalan
arasindaki interpolasyonlar igin de son dért noktanin alinmasi uygun olacaktir.Bu durumda
gesitli bolgelerdeki interpolasyon formiilleri de

X, <x<X, o P =S+ (x=3) o+ (=) (0=, ) o+ (x =3 ) (x =5, ) (x=%,) i
5 <x<x, o P =L+ (x-x)f +(x=x)(x=x) Lo+ (=5 ) (=2, ) (x-x,) /s
X <x<x, o P =S+ (x=1) fo + (=1 (x=x,) S+ (=5 ) (x =5, ) (x = x, ) fo
seklinde uygulanacaktir.

Ornek:

Asadida sinx fonksiyonunun 0-180 derece arasinda verilmis 5 dederinden yararlanilarak ara
noktalarda birinci, ikinci ve Gglincl derece polinomlarla interpolasyon yapilmistir.

Veri noktalari Béliinmlis farklar interpolasyon

X fio fi1 fiz fiz X P1(x) P2(x) P3(x)

i
0 0.00000 0.00000 0.93549 -0.28435 -0.09323 0.31416 0.29389 0.32196 0.31328
1 0.62832 0.58779 0.57816 -0.46009 0.00000 0.94248 0.76942 0.79749 0.80616
2 1.25664 0.95106 0.00000 -0.46009 0.09323 1.57080 0.95106 0.99647 0.99647
3 1.88496 0.95106 -0.57816 -0.28435 2.19911 0.76942 0.81483 0.80616
4 2.51327 0.58779 -0.93549 2.82743 0.29389 0.32196 0.31328
5 3.14159 0.00000

1.2

1.0

// ¢

0.8

0.6

0.4

0.2

0.0 ‘ ‘ ‘ \:

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5

2.4 Esit aralikhh nokta dagilimlari igin basit farklar
Veri noktalarinin
Xp=Xy = X;-X, = o= X, —X = o = Xy—xy, = h

seklinde esit aralikl olmasi halinde polinom formilleri daha basit hale gelir. Lagrange formdilleri
basitlestigi gibi béliinmiis farklar yerine de basit farklar kullanilir.

Lagrange formiilleri:

Farkh aralikli noktalar igin daha 6nce
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X—Xj

N N
f=X LS L=]]
k=0 j=0 xk —Xj
J#k

seklinde verilen Lagrange formilleri esit aralikli veri noktalari igin

X, —=x,=h - X, =xy+h

X,—x,=h - X, =xy+2h
X, —x,_,;=h - X; =X, + jh
Xy =X, =h - X, =x,+kh

Xy —Xy_; =h - Xy =X, + Nh

olmak Uzere diizenlenerek

x—szx—(onrjh) X—X; :x—xo—jh: h —J s —
xk—xj=(x0+kh)—(x0+jh)=(k—j)h X =X (k_j)h k—j k—j
N N S_j
f(x):Zkak; Lk(x):Hk ;
k=0 j=0 K —J
Jj#k
seklini alir.
Basit farklar:
Esit aralikli bir (x;,f), (i=0,1,...,N) veri setinde
Birinci-dereceden basit farklar A, =fi,—f:  (i=01..,N-1)
ikinci dereceden basit farklar Nf =N, M) =fis=2fi+ [ (i=0,1...,N=2)

seklinde hesaplanir. Herhangi bir n ‘inci dereceden farklar ise bir dnceki n-1 ‘inci dereceden
farklar cinsinden

Anfi = A(An_lfu—] _An_lfi): fi+n N Jivn-1 +#fi+n—2 _“'ifi 5 (i = 0,1,...,N—I’l)

seklinde elde edilir. Boylece n ‘inci dereceden bir interpolasyon formilld bu basit farklar
cinsinden

S(s—])---(s—n+])

P,,(XS)Zf0+sAf0+S(S2T])A2fg+S(S_])'(S_2)A3fg+‘“+ N,

seklinde yazilabilir. Burada
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Bu tip interpolasyon polinomu “Newton-Gregory ileri fark polinomu” olarak bilinir.

2.5 Kiibik spline egrileri
Bu yontemde, verilen bir
T P SR R ) R
veri dagihmina birgok noktadan gegen polinomlar uydurmak yerine herbir [x;,x;.;] aralidindan
tglncl dereceden bir polinom gegirilir. Polinomun ve 1. ve 2. tdrevlerinin x; ve Xjs

noktalarinda surekli oldugu kabul edilir. Yalniz, ileride de belirtilecedi gibi x, ve xy ug
noktalarinda 6zel ug sartlar kullanilir.

—

ho | hy hie | h hno | Ay

Xo X1 X2 Xi-1 Xi Xis1 Xn-2  XN-1 XN

Kibik Spline yakinlasimi

Buna gore, [Xj, xj+ 1] arahiginda bir kibik polinom

g.(x)=a,+a,x—x)+a,(x—x,) +a,(c—x,)

seklinde tanimlanirsa, bu polinomun bir ve ikinci tirevleri de

’

& (x):al +2a2(x _xi)+3a3(x _xi)

2

”

8 (x):2a2+6a3(x _x;)

seklinde olur. ikinci tirevin x; ve x;;; u¢ noktalarindaki degerlerine sirasiyla M; ve M,
denilirse

”

g; (xm): M, :2a2+6a3(x1+1 _'xi)

bagintilarindan
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Mi Mi+1 _Mi
a,=—- a; =
2 6h,
elde edilir. Burada
h =x..,—x

i i+1 i

dir. Ote yandan kiibik spline fonksiyonunun x; ve x;.; u¢ noktalarinda f ve f..; dederlerini
alacagi dastnulirse

fi =a,

2 3
foi=a,+ah, +a,h;” +ah,
badintilarindan da sirasiyla

a,=f

bulunur.

Boylece kiibik fonksiyonlarin katsayilan bir tek M; parametrelerine baglanmis olmaktadir. Yani
M; bilinmeyenleri bulundugu taktirde kilibik fonksiyonlarin katsayilari elde edilmis olacaktir. Bu
amagla kibik fonksiyonlarin birinci tirevlerinin ug noktalarinda sirekli olacagi kosulu dikkate
alinirsa

g, x)=g ()
esitligi saglanmalidir. Buradaki tlrevler sirasiyla

8 (xi) =a,,*+ 2a2i—1(xi _XH)"' 3a3i—1('xi _XH)Z

2
=a,,+ 2a2i—1hi—1 + 3a3i—1hi—1

gi (xi)= ali
olup, bunlarin esitliginden

2
a,,+ 2a2i—1hi—l +3a3i—1hi—1 =a,;

ve katsayilar yerlestirilerek

fi_fH 2MH+th. +2Mi—]h‘ +3M1_Mi—]h. :fm_ff 2Mi+M
hl.# 6 i1 2 i1 6 i-1 h 6

i+1 h
i

veya M; buylkliklerine gére yeniden diizenlenerek

hi—IMi—I +2(hi—1 +hi)Mi +hiMi+1 =6 |:fi+1 _fi - fl _fi_1:|

elde edilir.
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Birinci tlrevlerin esitliginden bulunan bu son denklem x, ve xy ug noktalari hari¢ batin x;
noktalarinda uygulanarak, yeni bir dizenlemeyle

LM_ +DM +UM, =R, (i=12..N-I)

seklinde yazilabilir. Burada

L. =h

i i-1 7

Di:2(hi—]+h,~); U;:h; ; Ri:6|:f[+1h_fi_fih_fi]:|

i i—1

dir. Goruldaga gibi, toplam N adet M; bilinmeyenine karsilik sadece (N-2) denklem mevcut
olup, ¢6zim icin ilave iki denkleme daha ihtiyag vardir.

Ilave denklemler icin uygulanabilecek bir yéntem x, ve xy uc¢ noktalarindaki M, ve My

bilinmeyenlerinin uygun sekilde komsu noktalardaki bilinmeyenlere baglanmasidir. Ilave
denklemleri gesitli sekillerde elde etmek mimkindur:

Uclarda lineer spline:

Uc noktalarinda kibik egrilerin birer dogruya donistlkleri varsayilarak ikinci tiirevler icin

M, =0
M, =0

ilave denklemleri yazilabilir.

Uc noktalarinda belirlenmis birinci tirevler:

Ug noktalarinda egrilerin egimleri baska bir yolla belirlenip empoze edilebilir. Sayet sol ve sag
uclarda egimler sirasiyla A ve B ise kiibik spline fonksiyonunun 1. tirevi igin bulunan

S'(x)= ﬂ (l+1 x) (x_xi)z _ﬂ M f,+1 fz
" 6 2h, 2h, 6 " h,

1

badintisindan

2h,M,+h,M, = (f'h /s —AJ
0

hN]MN]+2hN]MN:6(B fN fN]J

N-1

ilave denklemleri elde edilebilir.

Uclarda parabolik spline:

Ug noktalarinda kibik egrilerin birer parabole dénustikleri varsayilarak ikinci tlrevler igin

M,=M,
MN :MN—]
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ilave denklemleri yazilabilir.

Uclardaki ikinci tirevlerin ekstrapolasyonla bulunmasi:

Uc noktalarinda ikinci turevlerin degerleri komsu iki noktadaki degerlerden ekstrapolasyon
yoluyla bulunabilir. Buna gére

M = (ho +h1)M1 _foMz
0 =
hz
M. = (hzvfz +h1v71 )MN—I +hN—1MN—2
N
hN—Z

ilave denklemleri elde edilir.

Uciincii Tiirevin Sireklilidi:

Ikinci turev ifadesinin bir kez daha tirevi alinarak

i+1

M. M
Silx) == b4

ve x; ve xy-; hoktalarinda Gglncl tirevlerin

S(;"(xl) = Szm(x1)

S]”V’—z (xN—I) = S]”V,—I (xN—I)

seklinde surekli olacagi kabul edilerek

Mo—[I+Z—0jM,+Z—"M2 =0

1 1

h h
hN—ilMNiz —[1+hN—1JMN1 +MN =0
N-2

N-2

ilave denklemleri elde edilebilir.

Periyodik Kiibik Spline:

Nokta dagiliminin periyodik olmasi halinde ise birinci kibikle sonuncu kibigin uc noktalarindaki

2h h -
S(;(xo):_ToMo _?OM] +f]h L
0

thzM _’_Z_th fN _foz

N-1 6 N hN )

S/,V—I(XN)Z

birinci tlrevleri
S;vq(xn) = S;V—I(XN )

seklinde esitlenerek
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2h h h 2h, - -
0 M() +_0M1 + N-1 MN7] +_1MN — fl fl) _fN fN—I
6 6 6 6 h, .

ilave denklemi ve ayrica yine birinci kibikle sonuncu kibigin ug noktalarindaki ikinci tirevleri
esitlenerek

M, =M,

ilave denklemi elde edilebilir.
Klubik spline interpolasyonu

Yukaridaki ilave denklemlerinde kullanilmasiyla elde edilen denklem sistemi Mi ler igin
¢ozildikten sonra istenilen herhangi bir x noktasindaki interpolasyon icin en basta yazilan

g.(x)=a,+a,x—x)+a,(x—x,) +a,(x—x,)

kibik spline fonksiyonlari kullanilir. Buradaki kiibik spline katsayilari daha 6nce de belirtildigi
gibi

a()i:fi
o= f 2M.+ M.
(l” f1+lh «f‘t 16 1+1hi
Mi
“=
Mi+1_Mi
Iy

badintilar yardimiyla ug noktalarindaki ikinci tirevler cinsinden hesaplanacaktir.

2.6 Kismi kiibik spline egrileri

Kibik spline yakinlasimi, uc¢ noktalarinda birinci tirevlerin daha &énceden bir baska yolla
bulunmasi halinde daha kolay bir probleme doénusir ve “kismi kibik spline yakinlagimi” adini
alir.

o I+ T Tir 1, T
foo fy fz2 fi1 f; fis1 Tnz Tnet Tn
— ] _\\_/—\' /—'\f/v-z fvg N
ho | hy hie | h hno | Ay
Xo X1 X2 Xt X Xix1 Xn2 XNt XN

Kismi kiibik spline yakinlasimi
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Herhangi bir [x;, x;.;] arahidinda bir kibik spline ve 1. tlirevi sirasiyla

gi(x):al)i +a1i(x_xi)+a2i(x_xi)2 +a3i(x_xi)3

4

&; (x):ah' +2a2i(‘x _xi)+3a3i(x _xi)Z

seklinde tanimlanmusti. X; ve x;;; ug noktalarinda polinomun dederleri sirasiyla f; ve fy;,
birinci tirevlerin dederleri de T; ve T;;; olmak lzere

fi =ay,
f5+1 =ay, +a15hi +a2ih52 +a3ihi3 .
; i=02,..,N-1
T, =a,
2
T, =a, +2aZihi +3a3ihi

denklemleri yazilarak bu denklemlerden kiibik spline katsayilari:

a, = f,
a, =T,
o —f 2T +T,
ai:3f1+;lzfl_ th i+l ; 121’2,“’]\[
o T.+[T.
a3’. :_2f1+] 3ﬁ + i 2l+1
h, h,

seklinde elde edilir.

2.7 Bir ylizey lizerinde interpolasyon
Bir cok muhendislik probleminde bir ylzey lzerinde interpolasyon yapma zorunlulugu dogar.

Iki degiskene bagdli bir polinomsal fonksiyon

z:f(x,y):a,, tax+a,y+ax’+axy+ay’+ax’ +ax’y+axy’+a,x’y

2.2 32
+a,,,xy +a”xy

seklindedir. Boyle bir fonksiyon bir ylzey tanimlar. Bazan badimsiz degisken sayisi, 6rnegin
zaman degiskeninin ilavesiyle daha fazla olabilir ve fonksiyon daha da karmasiklasabilir. Bu
durumda karmasikhktan kurtulmak icinher bir degisken ayri ayri ele alinabilir.

Ornegin yukaridaki fonksiyon, y=sb alinirsa

Z, g =b,+bx +b,x’ +b,x’
sekline gelir. Buradan, dediskenlerden birini sabit (6rnedin y=y;) alarak (x,y)=(a,b) gibi bir
noktada z icin interpolasyon yapilabilecedi anlasilmaktadir. Bu interpolasyon icin daha 0Once
izah edilen herhangi bir teknik kullanilabilir. Bu islem y nin y», ys,..., ¥» gibi baska dederleri igin
de tekrar edilerek z igin x=a da bir tablo elde edilebilir. Bu tablodan da y=b igin interpolasyon
yapilabilir.

Ornek

Asadidaki tablo yardimiyla (x=1.6 ; y=0.33) noktasinda f dederini tahmin ediniz. Bunun igin x
yoninde kuadratik, y yoninde kibik interpolasyon kullaniniz.
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MVALS 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6

0.5 |0.165 0.428 0.687 0.942 1.190 1.431
1.0 |0.271 0.640 1.003 1.359 1.703 2.035
1.5 [0.447 0.990 1.524 2.045 2.549 3.031
2.0 |0.738 1.568 2.384 3.177 3.943 4.672
2.5 |1.216 2.520 3.800 5.044 6.241 7.379
3.0 |2.005 4.090 6.136 8.122 10.030 11.841
3.5 |3.306 6.679 9.986 13.196 16.277 19.198

x dogrultusunda kuadratik interpolasyon 6nerildigi icin bu dogrultuda g nokta almak yeterli
olacaktir. x=1.6 noktasinda interpolasyon yapilmasi istendigi icin de buna en yakin olan x=1.0,
x=1.5 ve x=2.0 noktalarinin alinmasi uygun olur.

y dogrultusunda ise klbik interpolasyon onerildigi icin 4 noktaya ihtiyac vardir. Buna gore
y=0.33 noktasina en yakin olan y=0.2, y=0.3, y=0.4 ve y=0.5 noktalarinin alinmasi uygundur.

Interpolasyon iki asamada gerceklestirilecek olup ilk asamada x veya y dogrultulardan bir sabit
tutulup didgeri icin interpolasyon yapilacak, ikinci asamada ise interpolasyonla bulunan bu
degerler arasinda diger ydnde interpolasyon yapilacaktir. Once hangi dogrultudaki dederin
sabit tutulacagi hususunun, yuvarlatma hatalar disinda 6nemi yoktur.

Buradaki uygulamada 6nce sabit x dederleri igin interpolasyon yapilacaktir. x ‘in sabit Gg farkh
dederi igin basit fark tablolari asagidadir:

y z Az A2z A3z

0.2 0.640 0.363 -0.007 -0.005
10 0.3 1.003 0.356 -0.012
=1 0.4 1.359 0.344

0.5 1.703

0.2 0.990 0.534 -0.013 -0.004
_ 0.3 1.524 0.521 -0.017
x=15 0.4 2.045 0.504

0.5 2.549

0.2 1.568 0.816 -0.023 -0.004
_ 0.3 2.384 0.793 -0.027
x=2.0 0.4 3.177 0.766

0.5 3.943

Bu tabloda noktalar esit aralikli dagildigi igin Newton-Gregory ileri fark polinomlari kullaniimis
olup, her bir x dedgerinde y=0.33 noktasi icin yapilan interpolasyonlar sonucu elde edilen
sonuglar ve bunlar kullanilarak y dogrultusunda elde edilen basit farklar asagidaki tabloda yer
almaktadir.

X z Az A2z

1.0 1.1108 0.5710 0.3717
y=0.33 1.5 1.6818 0.9427

2.0 2.6245

Bu tablodan yapilan interpolasyonla f(1.6,0.33) = 1.8406 dederi elde edilir.

Aslinda bu 6rnek problemde incelenen veri f(x,y)=¢€"siny+y-0.1 fonksiyonuna ait olup
interpolasyon noktasindaki gercek deger f(1.6,0.33) = 1.8350 dir. Buna gore interpolasyonda
yapilan hata 0.0056 mertebesindedir. Hatanin bu kadar bilyik olmasinin nedeni x ydninde
kuadratik interpolasyonun yeterli olmayisidir. Bu husus ikinci dereceden farklarin buylk
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olmasindan da anlasilmaktadir. Bu ydnde Uglncl dereceden bir fonksiyonla interpolasyon
yapilmasi halinde hata daha kiiclik olacaktir.

2.8 En-kiiciik kareler yaklasimi

Buraya kadar izah edilen yontemler daha ziyade dlizgin dagihiml veriler igin uygundur. Oysa
ozellikle deneysel calismalardan uretilen verilerde cogu zaman hatalar mevcut olup, bu hatal
verilere 6nceki ydontemlerin uygulanmasi halinde calkantilar ortaya ¢ikar.

Bu bolimde hata iceren verilere egri uydurulmasi igin daha uygun bir yontem olan en kiglk
kareler yontemi lizerinde durulacaktir.

Yontemi tanitmak igin basit bir 6rnedi ele alalim. Bir deneysel calisma sirasinda bir telin
sicakhgi ile direnci farkli 6grenciler tarafindan olglilerek asagidaki tabloda verilen degerler elde
edilmistir.

1050
T(°C) R (0hm) 1000 |
20.5 765 %0
32.7 826 € 900 |
51 873 Q g50 |
73.2 942 x
95.7 1032 800
750 -
700 -
0 20 4D(°Cbp 80 100

Veri noktalari ayni zamanda grafik (zerinde de belirtilmis olup, noktalarin tam olmasa da
lineere yakin bir dagilima sahip oldugu goérilmektedir. Bu veri dagilimina en uygun dogrunun
uydurulmasi icin en kiiclik kareler ydntemi kullanilacaktir.

Veri noktalarinin dogrudan uzakliklari hata olarak nitelendirilirse en uygun dogru, bu hatalarin
en klglk oldugu dogru olacaktir. Dolayisiyla bu problem bir “hataylr en kiglide indirme
(minimization)” problemidir.

Sayet deneysel calismada sicakliklarin dogru okundudgu varsayilirsa hatalarin sadece direng
okumalarinda yapilimis oldugu kabul edilebilir. Ancak bazi direnc dederleri gercek dederden
blylk okunmusken bazilari daha kigik okunmustur. Bu durumda hatalarin bir kismi pozitif
isaretli iken bazilari negatif isaretlidir. Sayet toplam hatayr bulmak igin hatalar bu haliyle
toplanirsa negatif ve pozitif isaretli blyukltklerin bir kismi birbirini yokedeceginden, toplam
hata olasi gerekenden daha kuiguk bulunacaktir. Bu nedenle hatalar toplamak yerine hatalarin
karelerini toplamak ve bulunan bu toplam hata dederini en kiiglik yapmaya calismak daha
dogru olur.

Simdi

- veri dagihmini (X yx) k=1,2,...,N ile belirtelim

- buna uydurulacak dogruyu y(x)=ap+azx seklinde tanimlayalim.
Buna gore

- Hatalar e, =¥, —y(xk)
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- Hatalarin kareleri e =, -y ) =0, -a,-ax,)
- Hatalarin kareleri toplami E = i(yk —a,—ax,)
k=1

olacaktir. En kiglk kareler yéntemi bu E toplaminin en kiglik dederinin bulunmasini hedefler ki
bunun icin problemin iki parametresi olan a, ve a; buyukliklerinin en uygun dedgerinin
bulunmasi gerekir.

E blylkliginin minimum olmasi igin bu blyUkligin ay ve a; parametrelerine gore tirevlerinin
sifir olmasi gerekir:

N

OF
22()}/( —4a, _alxk)(_ 1): 0
0
—da

k=1

oa

oF Y

a:ZZ(yk O_alxk)(_xk)zo
!

k=1

Bu egsitlikler ap ve a; igin yazilmis birer denklem olup dizenlenerek matris formda
N N
N o Xx| o, DV
. 0{ _ k=1
2 a,
k

k=1
- N
DX,
k=1

N N

25 DX

k=1 k=1

seklinde yazilabilir. Bu lineer denklem takimi ¢ézlilerek a, ve a; blylkliklerinin uygun dederleri
elde edilir.

Ele alinan drnekte
N N N N
N=5; Yx, =2731; Y x]=18607.27; Yy, =4438; > x,y, =254932.5
k=1 k=1 k=1 k=1

olup denklem takiminin ¢éziminden

a,=702.2; a,=3.395

elde edilir. Yani veri dagilimina en uygun dogrunun denklemi

y =702.2+3.395 - x veya R =702.2+3.395-T|

seklindedir.

Lineer olmayan veriler

Bazi hallerde veri seti non-lineer bir dagilim goésterebilir.

Ornegin: y=a-x", y=a-e” gibi

Bu gibi durumlarda en kiliglk kareler yénteminin uygulanmasi zor olur. Bu bakimdan non-lineer
denklemlerin lineerlestirildikten sonra en kulglk kareler yénteminin uygulanmasi daha dogru
olur.

Ornegin yukaridaki fonksiyonlar logaritma alinarak
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Iny =Ina+binx, Iny =Ina + bx

sekline getirilebilir. Bu iki fonksiyon artik dogrusaldir.

En klictik kareler polinomlari

Daha 6nceki polinomsal yakinlasim uygulamalarinda N adet noktadan n=N-1 inci dereceden bir
polinom gecirilebilecegi hatirlatilarak bu ilkeye dayanan Lagrange polinomlarindan ve
cesitlemelerinde s6z edilmisti. Ayrica N-1 inci dereceden polinomun bitin veri noktalarindan
gectigi hatirlatilmisti.

Veri setinin dizgin bir dagilima sahip olmamasi halinde bitiin noktalardan gecen bir polinom
calkanti gosterebilir. Veri setine daha dlizgin bir egri uydurulmasi istenirse polinomun daha
dlsik dereceden olmasi gerekir.

Buna gbre

n
yakinlasim polinomu y=Yax =a,+ax+a,x’ +a;x’ +--+a,x"
Jj=0

seklinde tanimlanirsa, bu polinomun elde edilebilmesi igin buttn a; (j=0,1,2,...,n) katsayilarinin
dederlerinin bulunmasi gerekir. Yani problemde bilinmeyen n+1 adet parametre mevcuttur.

Bu tanimlamayla

- j
hatalar e, =Y —Zajxk
j=0
5 n . 2
i — J
hatalarin kareleri e =|yy— 2 a;xi
j=0
N n . ?
— J
kareler toplami E=Yy,—D.a;x]
k=1 =0

olup, kareler toplaminin en kiclk dederini elde etmek icin E toplaminin a; (i=0,1,2,...,n)
paremetrelerine gére turevlerinin sifir olmasi gerekmektedir:

N n
5222{%_20_/36,{}-[—%]:0; i=0,12,.n

=] j=0

Bu sekilde elde edilen n+1 adet lineer denklem es-zamanli olarak gézllerek a; katsayilar elde
edilebilir. Bunun igin yukaridaki denklem sistemi dlizenlenerek

n N N
Z(Zajx,{x,ij=2x2yk ; i=0,12,---,n
k=1

=0\ k=1

seklinde veya matris formda acgik olarak
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veya

S 1.0 - 2 S 3
N Zxkxk Zxkxk Zxkxk
k=1 k=1 k=1
% 0 N 1.1 < 2.1 N 3.1
PI/EADITE DI AP I e
k=1 k=1 k=1 k=1
N N N N
0_2 1.2 2.2 3.2
PRIETED TP I T AW
k=1 k=1 k=1 k=1
N N N 5 N 3
n n n n
PIETEADIETE AN IEE AP IE e
k=1 k=1 k=1 k=1
N N
1 2 3
N PRI IS Kk
k=1 k=1

M=
=
> 3
T
0
T[vjz
-
= .
> 3 *
T
“

N
n
Zxk Xk
k=1
N , a
n
Zxk Xk a,;
k=1
N
Z n_2 a2
XXk
k=1
a}’l

N
Zyk
k=1

N
> x,
k=1
N
> oxiy,
k=1

N
n
DXy,
k=1

X 0
Zka’k
k=1
N

1
Zkak
k=1

N

2
zxk Vi
k=1

N
n
zxkyk
k=1

seklinde yazilabilir. Bu denklem sistemi Gauss eliminasyon yéntemi ile ¢ozulebilir.

Ornek:

Asagidaki veri noktalarina en kiiciik kareler yaklasimi ile kuadratik bir egri uydurunuz

2-23

0.8

1.0 1.2

1.4

X< | 0.050 | 0.110 | 0.150 | 0.310 | 0.460 | 0.520 | 0.700 | 0.740 | 0.820 | 0.980 | 1.171
vy« | 0956 | 0.800 | 0.832 | 0.717 | 0571 | 0.539 | 0.378 | 0.370 | 0.306 | 0.242 | 0.104
Cézim
kK xk vk | xx*2  xx"3 x4 Xk.yk o xkM2 vk y(x)
0 0.050 0.9560.00250 0.00013 0.00001| 0.04780  0.00239 | 0.94767 | |2
1 0.110 0.890|0.01210 0.00133 0.00015| 0.09790  0.01077 | 0.88872
2 0.150 0.832 0.02250 0.00338 0.00051| 0.12480 0.01872 | 0.85031
3 0310 0.717|0.09610 0.02979 000924 | 022227 0.068%0 | 0.70302 | "]
4 0.460 0.571|0.21160 0.09734 0.04477 | 0.26266  0.12082 | 0.57716 \
5 0.520 0.539 0.27040 0.14061 0.07312| 0.28028  0.14575 | 0.52929 | |,
6 0.700 0.378[0.49000 0.34300 0.24010| 0.26460  0.18522 | 0.39543
7 0.740 0.370| 0.54760 0.40522 0.29987 | 0.27380  0.20261 | 0.36767
8 0.820 0.306 0.67240 0.55137 0.45212| 0.25092  0.20575 | 0.31431 | |06 |
9 0980 0.242|0.96040 0.94119 0.92237| 0.23716  0.23242 | 0.21624
10 1.171 0.104| 1.37124 1.60572 1.88030| 0.12178  0.14261 | 0.11428
7| 6.011 5905 4.65684 4.11907 3.92254 2.18397  1.33596 %41
11.0000 6.0110 4.6568 | 5.9050
6.0110 4.6568 4.1191 | 2.1840 o2
46568 4.1191 3.9225 | 1.3360
Llao= 2.1801 a0 = 0.99804
Cat1= 2.2251 a1=-1.01863 0.0 SE—
Laz= 0.4923 a2= 0.22538 00 0z 04 06
1= 2.1844
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Not: Tabloda herbir situnun altinda toplamlar yer almaktadir. Bu toplamlara iliskin satirin
altinda lineer denklem takiminin katsayilarina ve sag taraf vektoriine, daha alt satirlarda da
lineer denklem takiminin Cramer yontemi ile ¢ézimulne yer verilmistir. Tablonun en sag
sitununda en kulglk kareler yontemiyle elde edilen parabolik egri Gzerindeki noktalarin
koordinatlar yer almaktadir.

Grafik Uzerinde dairelerle veri noktalar belirtilmis olup dolu gizgi en klguk kareler yéntemiyle
elde edilen parabolik egriyi temsil etmektedir.
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