6 Rijit cisimlerin dizlemsel kined

6.1 Giris

5. bolimde rijit cisimlerin dizlemsel kinemgatiin iliskilerini (denklemlerini)
gordik. Bu bolimde bu gkileri kullanarak rijit cisimlerin iki boyutlu halkestinde
kuvvetlerin etkisini inceleyeggz.

6. Bolum 3. Bdlim gibi 3 kisimda (A, B, ve C) iheeecek. A kisminda kuvvetlerin
ve momentlerin lineer ivmesi ile acgisal ivmesi andaki ba&intilar, B kismindast

enerji ve C kisminda impuls-momentungldilarini gorecgiz.



Kisim A : Kuvvet kiitle ve ivme

6.2 Hareketin genel denklemleri

4. bolimde hareketin kuvvet ve moment vektoselilderini genel kitle sistemi icin

bulduk Bunwimdi 3 boyutlu rijit cisme uygulayalim.




Kuvvet sitligi : XF=ma
Moment gitli gi : ZM = H ,idi.

Dizlemsel hareketin denklemleri :

Daha evvel yazdimiz sitlikleri diuzlemsel harekete uygulayalinhekilde x-y

dlzleminde hareket eden rijit bir cisim gortyoruz.
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Cismin acisal hizi ve ivmesi pozitif z yoniinde olsa=wk ve a = ak. Genel sistemin

kitle merkezine gore (4. Bolumde) acgisal momentuhu=2p xmp formull ile

icin kutle merkezi G'ye gore bir noktaningdahizi p. =@ xp dir. Bundan dolayHg
acisal momentum vektorinin by Ukid:
p, =@Xp, Hg =2p, xm (@xp,)
He =2m; (p; p; Jo —2Zm (&B)pi
0

He = Zmipiz(’o



Yukaridaki gitlikteki toplam terimi Zp'm , I(p)zdm integrali ile ifade edilir. Bu

ifade(.[pzdm) rijit cismin ktitle merkezinden gecen z eksenineegiialet momentil

olarakta tanimlanir. Bundan dolayicH Ico yazilir. Bodylece moment denklemi ;
SM, =H, =1 0=l seklini alir. Sonug olarak rijit cisim icin dizleniseareketin
denklemlerini, 5F =ma, ve M. =l.a (BIRINCISI DUZLEMDE OTELEME
IKINCISI DUZLEMDE DONME) olarak elde etmiolduk.



B e BTN A
/ -

Egrisel Koordinatlar:
2F=mg,
IF, =mg = npo=mpa

SF, =ma, = npo’
. Mg =l
]
Serbest Cisim Diyagrami Kinetik Diyagrami

KARTEZYEN KOOR:

>F =mag, |
2F=ma, = |2F, =ma, | 4 Hareket Denklen
2F, =mag,| (Kartezyen Kool

SM,=lo= M =l

J



Alternatif moment gitli gi (Denklemi)

4. Bolumde bir noktasal cisim sistemi icin herhabgi P noktasina gére moment

denklemleri;

>M, =H ; +pg xmagseklinde ¢ikartmtik (p; =p = PGidi).



Free-Body Diagram Kinetic Diagram

IM_=H_ +p,xma, ,ps =PG

p
Bu esitli gi 2 boyutlu rijit cisim igin

2Mp=lg a+m ad seklinde yazabiliriz.

Eger rijit cisim sabit bir O noktasi etrafinda donig@ bu denklenEM,= 1, a seklini

alir.



XM, =H +psxmag ,EM, =H; =lsa=|H; FH, =10
P xmag| =|ps |lag|msin(77-8) = p; &, msif = na; d

XM UHareket Duzlemi;g, x ra, ) Har.Duzler

O haldeXM | =l a +ma,d “Dizlemsel Harekette”
NOT:ZM, =(H,),, +Pc XMa, idi. (4. Bolimde

P noktasini kati cismin sabit noktasi allr%ik < Ml a=H G]
dan‘ i—Hbag =1, olursM =1 a+pg;xma,

| : P den gecen eksene gore atalet momenti (K

a ;P ninivmesip, =PG dir.Eer R, = PG=0Is¢

2M  =la olur. P noktasG kditle merkezi roltini oyne
2M =1 a (skaler)



6.3 Ba&imsiz veya Baiml Kati Cisim Hareketi:

Sekildeki dizey duzlemde hareket eden roketipasiz hareketli bir kati cisimdir.
Fiziksel olarak hareketini sinirlayan bir engel ok
2F=m

a
_ denklemlerini uygulayarak
SM, =1 a} aand



a agisal ivmesi va, , a, kitle merkezi ivmeleri hesaplanabilir.

AB cubuzunun hareketi sinirhdir. Bamli (Bagh) hareket edebilir. Kitle merkezinin
ivme bilesenleri ile cubgun acisal ivmesi arasindakigati 5. bolimdeki kinematik
bilgilerinden elde edilir sonr&&F =ma ve IM =1a denklemleri uygulanir. Bu

nedenle 5. B6lum ¢cok dnemlidir.

6.4 Birbirine b&l kati cisim sistemleri

= N
(A\
Gl. l\ | G-z.
o
a)
Serbest Cisim Diyagrami .

Kinetik Diagram



Cisimleri tekbir kati cisim sistemi saymak uygundAr bgs noktasindaki kuvvet i¢

kuvvet olur. Dikkate alinmaz.F = ma ve =M=1q. denklemlerini:
2F=2ma=ma + ma

Ve keyfi bir P noktasina gore tumsdiuvvetlerin momentleri toplami

lLa,+1 ,a,+mad,+ m,a,d, bileskelerinin momentinesit olur. Yani;

M, =Zla+Zmad | B sekiinialr.

A| ve |B

denklemleri uygulanarak sistemin bilinmeyenlerz@dir. Denklem sayisi

yetmez ise, sistem parcalara ayrilir her parca igifr =mave2M =la
uygulanir. Veya YRTUEL is ya da LAGRANGE denklemleri kullanilir.



6.5 Alan Atalet Momenti

Eksene Gore:

| = [y?dA

|

|, = [XdA  rP=x*+y° |
i |
| = [rdA, Polar atalet momenti |
o |

|

| ::(x2+y2)dA:J'x2dAd-I)?dA; 1+ ) OL/::,“““; ------ .

Alan atalet momenti goz dnune alinan eksene gore

A alaninin dgiliminin olgtima olup, alanin sabit bir 6zgitir.

Boyutu: (uzaklgin)*=[4= m"* dir.(SI)



Gercek cisimler icin atalet momenti KUTLE atalet menti olarak hesaplanir.
Kltlenin sdzkonusu eksene goregdianinin dlcimidir. EKSENE GORE KUTLE

ATALET MOMENTI:
o

-

a =ra=ro=ré
SF=ma =F =ma

F =radm bulunur. BunurOO'"’ ne gore

momentir (r & dm) = r’admdir.

Bu tur kuvvetlerin toplam momenti kati 0

Cismin tim noktalari icin

jrzadm integrali ile hesaplanir.

NOT: F, = mro® nin OO ne gre momenti SIFIRDIF



Moo = _[rzadm:a_[rzdm a tek

jrzdm= | ile gosterilir. Ve OO’ eksenine gére m kitlesitUTLE ATALET
MOMENTI adini alir.

| = _[r dm, cismina acisal ivmesine kardirencini temsil eder.

0 yagunluk

| = [r’dm= |r*(pdV),
J. -[ (&dn’T') V : Hacim

| = ,ofr dV  p=sabitise..Aksi halde integral icerisinde i



6.6 Atalet Yaricap! (Radius Of Gyration)

ty A alannin x ekseninden uzak k
olan ince birseride sikstiralim.

X

> |, =kZA yazlir. ke A alaninin x
eksenine gore atalet yaricapi denir.

A l
VX - |_X
= = Il-(—-— K=y A
X

@) X




N\

NOT: A alaninin g6z oOnidne alinan eksene gorgillaanin Olcimiana ATALET
YARICAPI olarak tanimlariz.

Indisi atarsak; m kitlesinin bir eksene gore atgeicapi



k:\/I veya |= Km dir
m

NOT: A alaninin G kutle merkezinir, Y veyax.,Y. koordinatlari ile atalet yarigapi

karistiriimamalidir.
y?, A alaninin elemanlarinin x eksenine olan ugdalinin ortalmasinin karesid

k’ise elemanlarin x eksenine olan uzakliklamkarelerinin ortalamasic

Yani |, # Ay® (Ortalamanin karesi, karelerin ortalamasindan dilgék)

6.7 Alan Atalet Momentinin Nakli (Transfer Of Axes)

Klatle merkezinden gecen bir eksene gore bir cisata@et momenti biliniyorsa,
paralel bir eksene gore atalet momentinin bulunntgeskildeki iki paralele ekseni

alalim.



| = frzdm,

r’=r+d*+2rd cosd

| = J'(ro2 +d ?+2rd cosd fim

| = jr02dm+ dzjdm+2 dj' [cosd dn

| = Ir02dm+ d2m+2d_[ mdm

| =1 +md?*+0 (Kutle merkezinin u koordinesifirdir)

| =1 +md?

I, =l +md; ;1,=1 +md’ vel,=1,+md’ yaalr.

Dizlemsel harekette donme, dizleme dik bir ekseafietla olur. Bu nedenle kutle

atalet momentinil = Jrzdm seklinde bir tek sembol ile gosteririz. Vgex levha x,y



duzleminde hareket ediyorsa, O dan gecen z eksgbieeatalet momenty lle temsil
edilir.
Uc boyutlu harekette = o i +o | +ok olabilir. Bu durumda x,y,z eksenlerine gore

atalet momentlerinil

wol ol 4, 1le temsil ederiz.




| = rZdm= :(y2+ Z’) dn
| = [rdm= [(®+ 2) dn
|, = [rdm= :(x2+ y°) dir

Y44

Kutle atalet momenti ile Alan atalet momenti ardsii benzerlik:
.= [ridm= [ri(ptdA)
.= [ridA= ptl,

|

z

Kutle atalet momenti birim alanin kitlesi ile polar atalet momentinin ¢arpimina

esittir. Benzer olarak



.= A L, vel = o | elde edilir.

-~ -
Birim Birim
alanin Alanin
kitlesi Ktlesi

Cift indis plakanin kitle atalet momentini ve tekdi; plakanin ALAN atalet

momentini temsil ediyor.
NOT: Alan Atalet momentindé, =1 +1  idi.

Kltle atalet momenti icin
Lt =al +al =g +H )=p 4 ,
|, =1+, NOT:Bu ba&inti t kalinliginin veya z koordinatlanin x ve y

Y44

nin yaninda kucuk olmasi halinde gecerlidir.
Bu bainti dz kalinlgindaki levha icin diferansiyel kitle elemani ilgiiénildigi

zaman yararlidir.
dl,, =dl +dl , Seklinde uygulair.



6.8 Parcali Cisimler

| = _[r dm ifadesi daima pozitiftir. Parcgali bir cismin birssgne gore atalet momenti

cismin her parcasinin ayni eksene gore atalet moenigml toplamina g@ttir. Pozitif
ve negatif hacimler tanimlanabilir. Kesilip ¢ikaanl alan ve hacimler negatif ala ve

hacim olarak alinir.

6.9 Atalet Carpanlari

|, =1, = |Xydm

. Atalet carpanlar
|, =1 _ = |xzdm;

’ olarak tammlanirlar
|, =1,,= |zydm

Hesaplarda, alanlardaki gibi davranilir. Eksenl&agdiriimasi gecerlidir:



= [xydm= [(x+ dy( y+ dy dm
Ixyzjxoyodm+chc{/dmL df ydm o xo |
| = +mdxdy+0+0 |

Xy >6)b

I, Ve L, icin de benzerslem yapilir ve sifir indisler 0

atilirsa

, +madxdy

I,
| e ¥MAXAZ ya7)yr.
I_

_+mdydz



6.10 Koordinat Merkezinden Gecen Herhangi Bir Mgiusuna

Gore Atalet Momenti

A| =Lk =li +mj +rk

l,m,n dgzrultman kosintsle

lw = [h*dm= [(rxA) Qrx A) dm
= [[(0+ % + &) x(il + i+ )]0
[(xi+y + X)x(l + m+ k)] dm N

L, =j[(y2+zz) I2+(x2+ zz) rr?+( X+ yz) -2 xymt2 xzh?2 yzrﬂmrr

ly =12+ m?+1 n?=2 Jm -2 |n-2 pn elde edili
rxA|=|r|]\ |siB=[r|si®= h e A O G\



lw ~ly || ifadesine ATALET MATRSI veya ATALET
— | . TENSORU denir. Verilen bir noktadan gegen

X Y Y21 eksenlere gore atalet carpanlarini ve atalet
| —l —l, 1, | momentlerini aliyoruz demekiir.
Oyle x,y,z eksenleri bulabiliriz ki bu eksenlereggazilanl, =1 ;1 =1;1,=I,,
Atalet carpanlari sifir olur. Yani
(1., 0 O]
O 1, 0| yazir. Boyle eksenlere ASAL ATALET EKSENLERIenir. L,
O 0 I,

lyy, |, lere de ASAL ATALET MOMENTLER DENIR.

NOT: Iki koordinat eksenini tayan birbirine dik iki dizlem verilen cisminlBETRI
DUZLEMI ise tim ATALET CARPANLARI sifirdir.



Problem 6.1 Sekildeki alanin xx; ve wy; eksenlerine gbére atalet momentlerini

bulunuz.
y
Cozum:
G kitle merkezinden gecen x,y'ye gore: T | dA:ady
’ N ] _ ?////////J;V//////////AV/////////////////A dy
x’e gore kesit alinirl, = _[dl . «
b/2 b >
|, = _[ysz: _[yzady
-b/2 X
32 gpb? 1
| =as | =2 dx g
3 -b2 12 dA=bdx
a2 3 a2 3
I, = [di, = [ xbdx=bZ- | _bx
2 3-a2 12

Ayniislemlerl, vel, icin farkli sinirlarla kullanilir.



dl ,

dl

yl

[y2dA =

[%2dA = [x

b

.yzady: -
0

a 3
2y = P&
3

0

NOT: ayni sonuclari iki kath integral ile de eldderiz.

a

le

:H

3 b
xl_ |
0

a
0

dxdy=

[y oxdy= [ f( 3 oy d

a 1.3
Ed)(:}b?)(lza_b3
63 3 o

b3 3

x}a  alyb ap
[ lay=22 )=
=30 30 3



Problem 6.2:Sekildeki yarim dairenin;

1-) Iy, |, atalet momentlerini,
2-) Dairenin kalinlgi h m, maddenin ygunlugu p gr/cn? ise | kiitle atalet momentini

hesaplayiniz. NOTL, kitle atalet momentinin z koordinatinaghalmadgina dikkat

ediniz.

Cozum:

dA= (rd6)dr = rdodr pY

| = ”ysz (r+dr)dd
2 R dr.

|, = in@) rd &r = | |r*sin*6drd &

. ”(rsm )r r !!r sin“edr do 3 rdo

4 R e

=[S Tsirodo =2 [sin0de > X
540 4 3



4 7 _ T
IX=R j(l COS@)dH=E(€—lsin29j
4 ; 2 4\ 2 4 0

| :E(Z_Tj:ﬁ
4\ 2 8

l, = ”xsz: ﬁ( Rcos9)” rdrdd = ﬁ r’cos’0drdd

T.4R 4 7T
| = [ cogodg =1 j(“cos})jde
0 4 2

_R“(H sinza)”_ R“(ﬂj_ R
|, =—| 2+ == Z|=—2
0

2 8



2-) Ktle Atalet Momenti:l, = Ipzdm: _[yzdrr

= [y(phdA = ph[ ¥ d=p h

dm

- R'7) Rophr
Ix_ph( 8 j_ 8

Problem 6.3: Sekildeki kanal kesitinin x ve y eksenlerine goralat momentini elde

ediniz. |
Y1 vy
Cozum: A alaniicinl _ kutle merkezinden gegeny a{ [
A l N

eksene gore atalet momentidir. Buna kisaca O d

merkezi atalet momenti de denir. e 4B

B alanlaril =1 +Ad? gecerlidir. 0 X 4

o =1 +H(ad)(b+ ) ey
A

—
dAyI _d—_)




Batln kanalin x eksenine gore atalet momenti

|, =1, 21,5 yazilir.

Ayni I, momentini kanal kesitinin alani

C =a(2d+ 2b) dikdortgeninden alani D =c(2b) olan dikdortgenin kesilip
cikariimasi ile de elde ederiz. x ekseni bu ikidéikgen icin de merkezi eksen

oldugundan paralel eksen teoremine gdéye=1,.-I, yazilir. Bu yol daha kolaydir.

2
[{(ab)(m%j } hesabina gerek kalmaz]

Iy, nin hesabinda her parga icin paralel eksen teorekullanmak gereklidir. Bu

nedenle parca sayisini minimumda tutmak yararlidani C = a(2b+ 2d), D =a(2b)
2
olan parcalarda hesap yapiliisa=1, +a(2b+ 2d )(e+ gj + 1, + c(2b)(et d+i;)2

elde edilir.



Problem 6.4 ab dikdortgeninin ¥ y, ve %, Yy, eksenlerine gore atalet momentlerini

bulunuz.

Cozum:

|, =1 +Ad?

X

= Lape(an(2)
12 b
%/_J

1.0rnek

y Yo
& a2 ’
\X2
b/2
X
b ¥ >
O




_ o_ 1, 3 a\’
|, =1,+Ad —Eba +(ab >
1.0rnek

|, =L 2%+ L b= L b2 bulunur
12 4 3

1 b
| =1 +Ad°=—ab’+(ab| =
X2 X 12 ( b(zj

1 a)
Iy2 =1 y+Ad2 :Eba3+(at3)(—2j
1
|y2 =§ba3

NOT: Kitle merkezindensé uzaklikta olan paralel goulara gére atalet momentleri
esittir. CUnkl hesaplarda uzagin karesi yer alir.



Problem 6.5:Ornek problem 3 deki kanal kesitinin x, X’ ve y ekterine gore atalet
momentlerini a=10 cm b=9 cm, d=2 cm, e=4 cm icisapayiniz. Ayricapyolar

atalet momentini bulunuz.

Y1y,
y
COzUum: A ve B parcalarinin merkezlerinden | T |
y

gecen eksenlere gore atalet momentleginvd d _ - 3=
|5 ile gdsterelim. hs b |9BYy
=t AGAL +2(1 g Agly) ° -
| :1—12(20)3(1 + (2bd)(0)+ . b ldAy

2 _d—T’

— X
2| Lgtas (ad)( mﬂj .
12 2

. 1 2
l —E(Z 8)" (2)+ 0+ {12 (2] (10} (10)(2)(8 22)}



|, = 683cm* + 2(6. 7+ 1620):m4 = 393&m
I, =1, +A AAS +2(] oyt ABdZB)

—(2h)d3+(2bd) z{— da+ ad e = )2}

y=—(16)(2)3+ 2(8< 2)(4+ 1j+ %1—2 (2)(10)+ (10)(2)(#4 %}
l, =4384cm’
l IA +Ad2 +|BX+ABdZBy+IBX

(16) (2)+ (16)(2)(8+ 15+— (10)(2)+

(10)(2)(16+ 2j + E (10)(2)

|, =9768cm’
J,=1,+1 =3936+ 4384 8326m’



Problem 5’'e NOT:} > I, dir. Bu normal, ciinkl kanal kesitini x’ etrafindanditirmek
x ekseni etrafinda déndiirmeye gore ¢cok daha kolafgnca atalet momentf bali

oldugu icin de normaldir.

Problem 6.6:Sekildeki tiggen alani iginy atalet carpanini hesaplayiniz.

Cozum:
y A
1

|y :E _[xydA

(dikdortgenin yarsini A alarak)

5[ 10 5/ 02\
|y _1 _[xdx} ydyZE I(X—J yah
2, 20 2 ), e

13100
| == |—=ydy=2 5—
Xy 202yy I

Bu sonucu, sadece verilen A alani icin iki

|y = ?(25)= 312.5 katl integ_ralle veya xvey _@mltusunda dx
ve dy kesimleri alinarak A icin tek katli
integral ile de elde edebiliriz.



Problem 7: Sekildeki cismin asal atalet momentlerini hesaplayiAsal atalet

eksenlerini belirleyiniz.

COzum:

X ve y eksenlerine gore Ve |, yi hesaplayalim. Y4 em

Ix = l xé +I X2

B :1—12(10cm)(1c:rﬁ’)+ (10cm (0, 5¢rh Az | 12em

+1—12(1cm)(11cm)3 + (11cm )(6,5cnj AL lem x
o)

|, =579cm’

Her alanin merkezsel ekseni simetri ekseni y=hatly,

Oldugundan, her alanin merkezi eksenlere l, =1—12(1Ocm)3 (1cm)

gOre atalet carpani sifirdir. +(10cr? )(0, 5cmy

I, = 337cm’



Iy =1 t! 4o =0+ (10cm) (5cm)(0,5cm)
+0+ (L1cnt )(0,5cm)(6,5¢cm)
|, =60,75cm?*

Bu deserleri

2
| +1 |+
| I '¢ y + X y + I 2
mak,min ~ 2 - 2 Xy

formulinde yazarsak

2
. _579+337, \/( 579; 33j (60,75

mak,min
2

| _.=593,4cm’ ve | = 3326cm’

2l
g = 2y _ 2160,75_

; = = 0,502
I, -1, 579- 337

20, = arctan(0,502)= & = 13,3 veyd#g=- 153,3 fe=-

76,7 buh



0 saat yonunde olculur,(eksenine gore).
X ekseninin 13,3donmesi maksimum asal atalet eksenini ve ayncddgadar y nin

donmesi de minimum atalet momentini verir.

Problem 6.8:Sekildeki vagon ygunlugu p olan homojen bir dikdortgen prizmadir.

Vagonun ktle atalet momentini x, AB ve OF’e gosesdplayiniz. Bilinen sonuclari

kullaniniz.
%
Cozum: Y
Ix :|x1+mdi C ! a B
d, : x ile x"arasndaki uzaklik ! b
X
D C‘I— —G— - = =>
m 7 s
| =—(b?+c?) O /7 A
12 KZI C




|, = m(b2 +c%) + m{(g)z +(_CJT
12 2 2

m m m
:_b2+c2 + b2+C2 - b2+
12( ) 4( ) 3( c)

IX
Benzersekilde AB icin;

— 2

g4
Y12 2 2

m
| .. =—(a*+c?

AB 3( )

ve OF dg@rusu (KG&egeniicin)

=g +ipi+ini-21 AA-20 AAZ20 AA



. m
|, belli; 1, =1 AB:E(aZ +c?)

oo
12 2 2

m
| =—(a%+b?
, 3( )

a b mab
| =1_.,+mdxdy=0+m—-——| —— |=——
v ’ "{ 2)( 2) 4

burada dx; x' den x e dik uzaklik

b c)_ mbc
| =1 .. +mdvdz=0+ m-= | == | =25
yz y'z y > 5 2
|XZ=|X.Z.+dedZ:O+ m _E _E =m_ac

2 2 4

ey =1

sz =1 +,=0 ¢unkd cisim x, yz "eksenlerirgbre simetriktir

OF dggrusunun birim vektord



_ OF _ ai+ck _a _ C

= = = n
|OF | Ja?+c? = Jal+c? 1 Ja+ &

bulunur. Bdylece

o =14 =307 ¥ )[az zj+§‘(a2+c2)<0)

m, , .- mab mb _ ma
+§<a+b>(a2+czj 220~ 0 457 %)
a

+
)

_m( @B+ 5E), m( @c
F 3| at+c? bl a®+
m ¢




Problem 9: m kdtleli, r yaricapl dik silindirin O-O eksenig@re atalet momentini ve
atalet yaricapini bulunuz.

Cozum:

Kitle elemani
pdV = ptr, dr,d@
0 =yogunluk

| = _[rozdm

27y 2mTr

= [ [riaryrd 6= pt j jrﬂrsw

1,
I:ptzn(rz] :p”z" = (o

1
I=§mr cevap

| 0-0

N
’




I ;mrz r
Atalet yaricapk =,|— k= = ceva
T vz o

Problem 10 :r yaricapli dolu bir kiirenin (homojen) bir capin@g atalet momentini

ve atalet yaricapini hesaplayiniz.

Cozim : Y 4 y
Yaricapi y ve kalinfii dx olan kure dx
kesitini alalim. 9. problemden bu
elemansel (silindirin) atalet momenti r y
1 1

dl, ==(dm) y == d > X

=5 (dM Y =2 (P Y dy »

r

di :%”(r2 ~x?)dx, p= sbt



Toplam moment

|, = J'dl sz%j(rz —x %)dx
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Problem 6.11:m kdtleli dikdortgen prizmanin merkezj xe z eksenlerine gore ve

prizmanin bir ucundaki x eksenine gore atalet mamebulunuz.

Cozum:



